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Zur Theorie der Moduln. 
Von 


Ernst Sremirz in Charlottenburg. 


3 

8 en 

: Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf diejenigen Moduln, 
deren Einfiihrung in die Zahlentheorie man Dedekind verdankt. Im 

19 elften Supplement zu den von ihm herausgegebenen Dirichlet’schen 
Vorlesungen findet sich die Theorie der Moduln in ihren Grundziigen 

0 dargestellt, Ausserdem kommen hier noch zwei Arbeiten in Betracht: 

: Frobenius: Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten ; 


Frobenius und Stickelberger: Ueber Gruppen von vertauschbaren 
Elementen (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 86, 
13 88). In der letzteren ist der Zusammenhang zwischen den Moduln 
und den Gruppen vertauschbarer Elemente klargelegt, und es ist hier- 
nach ein Leichtes, die Resultate, welche in der einen Theorie gewonnen 
werden, auf die andere zu tibertragen. Daher werde ich mich, obgleich 
es nahe ligc, gruppentheoretische Fragen mit in Betracht zu ziehen, 
auf die Behandlung der Moduln beschrianken. 

Ich fiihre zunachst die wichtigsten hierher gehérigen Sitze von 
Dedekind und Frobenius an in der Form und mit den Bezeich- 
nungen, deren ich mich in der Folge stets bedienen werde. 


§ 1. 
Rechteckige Systeme; ihre Eintheilung in Classen. 


1. Rechteckige Systeme. 


Mit grossen lateinischen Buchstaben werden im Folgenden Systeme 
von ganzen rationalen Zahlen*) bezeichnet, die nach Zeilen und Co- 
lonnen geordnet sind. Auf solche Systeme sollen die Operationen: 
Addition, Subtraction, Multiplication in der Weise angewandt werden, 
wie dies allgemein iiblich ist. Die Ausfihrbarkeit der Addition und 


*) An dieser Voraussetzung, dass die Elemente ganze rationale Zahlen sind, 
wird stets festgehalten werden. 
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Subtraction erfordert, dass die rechteckigen Systeme gleich viele Zeilen 
und gleich viele Colonnen enthalten, die Ausfiihrbarkeit der Multiplica- 
tion, dass die Anzahl der Colonnen eines jeden Factors gleich der 
Anzahl der Zeilen des folgenden ist, das Product hat dann so viele 
Zeilen wie sein erster und so viele Colonnen wie sein letzter Factor. 
Die Anzah| der Colonnen eines rechteckigen Systems A heisse 
sein Grad. Ist derselbe gleich » und 0 << k <7, so heisst der grésste 
gemeinsame Divisor der Determinanten k'** Grades in A ,,der ke Deter- 
minantentheiler von A“. Dabei sei noch bemerkt, dass der grésste 
gemeinsame Theiler gegebener Zahlen positiv genommen und nur dann 
= () gesetzt werden soll, wenn die Zahlen simmtlich gleich Null sind. 
Ist die Anzahl r der Zeilen von A < , so sollen doch m Determinanten- 
theiler gezihlt werden, indem bestimmt wird, dass fir k >r der 
ke Determinantentheiler — 0 zu setzen ist. Die Anzahl der von 0 
verschiedenen Determinantentheiler eines Rechtecks heisst sein ,, Rang“. 
Ist das System A quadratisch, so wird es Diagonalsystem genannt, 
wenn alle Elemente ausserhalb der Diagonale verschwinden. Sind 
@;, @_,--.+ Gy die Diagonalelemente eines solchen Systems, so soll 
dasselbe auch mit Dg (a,|a,|... a,) bezeichnet werden. Dieses Dia- 
gonalsystem heisst ein ,,Hauptsystem‘‘, wenn keines der Elemente a 
negativ und ein jedes Divisor des folgenden ist. Hin quadratisches 
System A heisst unimodular, wenn seine ,, Norm“ (Nm A) — d. h. der 
absolute Werth seiner Determinante — gleich 1 ist. Mit dem Buch- 
staben FE sollen stets nur unimodulare Systeme, mit dem Symbol EF, 
solche von der Determinante + 1 bezeichnet werden. Ist E® das Dia- 
gonalsystem n'** Grades, dessen simmtliche Diagonalelemente gleich 1 
sind, so bestehen fiir jedes quadratische System n‘** Grades A die Glei- 
chungen A E®— A, E°A =A, und zu jedem unimodularen System E 
gehért ein zweites E-1, fir welches EE-!=— E-1E = | wird. 


2. Hintheilung der quadratischen Systeme in Classen. 

Wir wollen uns nun zuniichst auf die Betrachtung quadratischer 
Systeme beschranken. 

Definition 1. Sind A und B quadratische Systeme desselben 
Grades m, und lasst A sich darstellen als ein Product, in welchem B 
als Factor enthalten ist, so wird gesagt: ,,Die Classe des Systems A 
(Cl A) ist theilbar durch die Classe des Systems B“. 

Ist Cl A theilbar durch Cl B, Cl B theilbar durch Cl C, so ist, 
wie mau sofort erkennt, auch Cl A theilbar durch Cl C. 

Definition 2. Zwei Classen heissen gleich, wenn jede durch 
die andere theilbar ist. 

Man iiberzeugt sich ieicht von der Zulassigkeit dieser Defini- 
tionen. — Die simmtlichen quadratischen Systeme werden hiernach in 


i- 
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Classen eingetheilt, jede Classe ist durch ein einziges in ihr enthaltenes 
System vollstaindig bestimmt. 

Es entstehen nun die Aufgaben: wenn zwei quadratische Systeme 
A und B gegeben sind, zu entscheiden, ob Cl A durch Cl B theilbar 
ist, bez. ob die Systeme A und B derselben Classe angehéren. Diese 
Fragen werden durch zwei, wohl zuerst von Frobenius entwickelte 
im Folgenden als Fundamentalsatz I und II bezeichnete Theoreme 
entschieden. 

Fundamentalsatz I. Damit zwei quadratische Systeme A und 
B derselben Classe angehdren, ist nothwendig und hinreichend, dass 
sie dieselben Determinantentheiler besitzen. Ist diese Forderung erfiillt, 
so lisst sich A stets in der Form A= EBLE’ und, wenn iiberdies 
die Determinanten von A und B auch dem Vorzeichen nach iiberein- 
stimmen, auch in der Form A = E, BE} darstellen. 

Zu diesem Satze gesellt sich ein zweiter, welcher zugleich eine 
wichtige Eigenschaft der Determinantentheiler erkennen lisst. 

Ia. Jede Classe enthalt ein und nur ein Hauptsystem. 

Ist Dg (e,|e.|.. . en) ein Hauptsystem und sind d,,d,,... d, seine 
Determinantentheiler, so ist d, = e,.e,...¢e,. Sind daher d,, d,,... dy 
die Determinantentheiler irgend eines quadratischen Systems, und sind 
die ersten ry unter ihnen von 0 verschieden, so sind 





d 
qn s Orr 0, 20. 0 


r—1 


é; = d,, a= 3, a 
die Elemente des Hauptsystems seiner Classe, also ist von den Quotienten 
= . 3, tees , jeder ein Divisor des folgenden, 

Die Diagonalelemente des Hauptsystems heissen die ,, Elementar- 
theiler“ oder ,, Invarianten“ seiner Classe oder auch eines jeden Systems 
dieser Classe, Classen werden im Folgenden durch grosse griechische 
Buchstaben oder auch durch Angabe ihrer Invarianten bezeichnet, 
indem, wenn @,, @),..- @, die Invarianten von Cl A =A sind, 

A = Cl (a,|a.|. ~~ an) 
gesetzt wird. Alle Systeme einer Classe A stimmen im Grade, Range, 
in der Norm und den Determinantentheilern iiberein, wesshalb auch 
vom Grade, Range u. s. w. der Classe A gesprochen werden kann. 

Fundamentalsatz Il. Die Classe A ist dann und nur dann 
durch die Classe B theilbar, wenn jede Invariante von A durch die 
entsprechende Invariante von B theilbar ist. 

Es mégen nun zur Erleichterung der Ausdrucksweise noch einige 
einfache Bezeichnungen eingefiihrt werden. Der grésste gemeinsame 
Theiler von s Zahlen a,,a,,...a, werde mit 


(Gy) Go, o++ G) 
1* 
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bezeichnet, ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches mit 


[a,, Ga, --. a). 
Das letztere ist, sobald eine der Zahlen a verschwindet, = 0 zu setzen, 
sonst positiv zu nehmen. — Sind jetzt A,, A,,...A, Classen mn‘ 
Grades, ist 
A; = Cl (a1 | aia | eee Gin ) (¢—1, — 
und wird 


(Giz; Agk, +++ Gz) = ay, [aik, Gok) ++ Gx | = C (k —=1,...%) 


gesetzt, so bilden d,, d,, ... d, das Invariantensystem einer gewissen 
Classe n'e" Grades, und dasselbe gilt von den Zahlen c,,c,,...¢,. Die 
erste dieser Classen sei mit 
; (A,, Ag, --+ Ae)» 

die zweite mit 
[Ar, As, .-. Ae] 


bezeichnet. (A,, A,,...A,) ist der grésste gemeinsame Divisor, 
[A,, Ao, -.+ Ay] das kleinste gemeinsame Vielfache der Classen 
A,, A,, --- As, d. bh. die simmtlichen den Classen A,, ... A, gemein- 
samen Divisoren sind die séimmtlichen Divisoren von (A,, ... A,), und 
die simmtlichen den Classen A,, A,, ... A, gemeinsamen Vielfachen 
sind die saémmtlichen Vielfachen von [A,, ... A,]. — Die Classe nte* 
Grades, deren Invarianten alle gleich 1 sind, welche daher ein Divisor 
jeder Classe n' Grades ist, werde mit E™ bezeichnet (bez. nur durch 
E, wenn der Grad aus dem Zusammenhange ersichtlich ist). — Zwei 
Classen A, B heissen relativ prim, wenn (A, B) = E ist. 


3. Classen von positiver Norm. 


Ist A = Cl (a,| a,|... @,) eine Classe von positiver Norm und 
Nm A =a das Product der relativen Primzahlen a’, a", so hat A nur 
einen Divisor A’ von der Norm a’ und einen Divisor A” von der 
Norm a”. Diese Classen 


A= Cl ((a,0') | (d,@)|--- (dasa); 
A’— Cl ((a,4”)| (ay, 0”) ... (Gay a) 


heissen ,,Componenten“ von A, A ist in die Componenten A’ und A” 


»zerlegbar“, Charakteristisch fiir diese Zerlegbarkeit sind die Rela- 
tionen 


(A, A”)= E, [A, A] =A. 


Die Zerlegung von A kann soweit fortgesetzt werden, bis man zu 
primaren Classen gelangt, d. h. zu solchen Classen, deren Norm die 
Potenz einer Primzahl ist. Bezeichnet man allgemein, unter m eine 
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positive ganze Zahl, unter p eine Primzahl verstehend, mit m die 
héchste in m aufgehende Potenz von p, und setzt man dementsprechend 


A= Cl (a, | @|..- an), 


so ist A die primaire Componente von A, welche der Primzahl p ent- 
spricht. Fiir Primzablen p, die in Nm A nicht aufgehen, wird a E 


Jede Classe A von positiver Norm lasst sich nur auf eine Weise in 
primaire Componenten zerlegen und ist das kleinste gemeinsame Viel- 
fache derselben. Ist A durch B teilbar, so ist fiir jede Primzahl p 
A durch B theilbar, und wenn fiir jede Primzahl p A durch B theilbar 


ist, so ist A durch B theilbar. Sind A,,A,, ...A,, "A, r Chane von 
positiver Norm, so sind die Relationen 


(Ay, Az, --+ As) =A, [A,, An, .-- AJ =P 
bez. aquivalent den Relationensystemen 


(Ais Ars eee A.) _ 4, [A, Aa, oe As] aad 5 


4, Kintheilung der rechteckigen Systeme in Classen. 


Um nun auch alle rechteckigen Systeme in die Classen einzureihen, 
werde festgesetzt, dass jedes rechteckige System A der Classe ange- 
héren soll, welche dieselben Determinantentheiler besitzt wie A. 
Werden die Invarianten der Classe Cl A auch als Invarianten des 
Systems A bezeichnet, so gilt der Satz: 

Sind A und B rechteckige Systeme, so ist, damit eine Gleichung 
von der Form 


A=P.B.Q 


méglich sei, nothwendig und hinreichend, dass Rg A < Rg B und 
jede positive Invariante von A durch die entsprechende Invariante 
von B theilbar ist. 

Falls A und B gleichen Grad haben, kommt diese Bedingung 
darauf hinaus, dass Cl A durch Cl B theilbar sein muss. Haben die 
Rechtecke A und B gleichen Grad (m) und dieselbe Anzahl von Zeilen 
(r) und ist Cl A durch Cl B theilbar, so sind in einer Gleichung von 
der Form A= P.B.Q P und Q quadratische Systeme, und wenn 
Cl A = Cl B ist, so kann man es stets so einrichten, dass P und Q 
unimodular werden. 
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§ 2. 
Moduln. 


Ein System von Zahlen heisst nach Dedekind ein ,, Modul“, wenn 
die Differenz zweier beliebiger Zahlen des Systems wieder dem System 
angehért. Der Modul « heisst theilbar durch den Modul 6 (ein Viel- 
faches von 6, 6 ein Divisor von a), wenn jede Zahl von a auch in b 
enthalten ist. Gehéren die Zahlen 


© yy Bay ooo By 
dem Modul a an, so gilt dasselbe von jeder Zah] von der Form 
(1) O = Cy ly Cy Gy ++ + + Cplty, 


.worin die Coefficienten c ganze rationale Zahlen bedeuten. Der Modul a 

heisst ein endlicher, wenn man ihm eine endliche Anzahl von Zahlen 

@,, @,... a, entnehmen kann so, dass jede Zahl von a in der Form (1) 

darstellbar ist. Von den Zahlen a,, a, ... a, heisst es dann, dass 

sie eine Basis von a bilden, und es werde dies gekennzeichnet, indem 
a == Md (a,, a, ... a) 


gesetzt wird. Die Basis heisst eine reducirte, wenn der Ausdruck (1) 
nicht anders verschwinden kann, als indem alle Coefficienten ver- 
schwinden. Dann lisst sich jede Zahl « von a nur auf eine Weise in 
die Form (1) bringen, jede Basis von a besteht aus wenigstens r Zahlen, 
und der Modul a wird ein r-gliedriger genannt. Jedes Vielfache eines 
r-gliedrigen Moduls ist héchstens r-gliedrig. 

Hat man einen n-gliedrigen Modul 


e= Md (m, 1) -- + Mn), 
betrachtet man nur Zahlen dieses Moduls, und nimmt man mit diesen 
Zahlen keine anderen Operationen als Addition und Subtraction vor, 
so kénnen die Basiselemente 9,, 9, ... 4%, als unbestimmte Gréssen 
betrachtet werden. Es kommt dies darauf hinaus, an Stelle der in e 
enthaltenen Zahlen 

N= OM +s + + Cnn 
die Systeme der » Coefficienten 


Cry Cys > 0» Cay 

vermége deren sich die Zahlen y aus den Zahlen y,, 4,,... Yn ZU- 
sammensetzen, zu betrachten. Ein solches Coefficientensystem denken 
wir uns stets in einer horizontalen Reihe angeordnet. Indem wir dies 
thun, im Uebrigen aber die bisher gebrauchten Bezeichnungen beibe- 
halten, haben wir unter einem Modul eine Gesammtheit von Systemen 


oder ,,Zeilen“ 6 zu verstehen, welche sich durch Subtraction repro- 
duciren. 


= | UE 


- QOawer 
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Es sei nun 
a = Md (@,, a)... Gp) 
ein beliebiger Modul. Bildet man das Rechteck A, dessen Zeilen 
@,, %,...@, sind, so ist durch dasselbe der Modul q vollstindig be- 
stimmt. Wir bezeichnen das Rechteck A als eine Basis des Moduls a 


und setzen: 
a= Md A. 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Modul 
bh = Md B darch den Modul a = Md A theilbar sei, besteht offenbar 
in der Existenz einer Gleichung von der Form 


B=oP,A. 


Hieraus ergiebt sich, wenn man die in § 1 angegebenen Definitionen 
und Sitze beriicksichtigt: 

Sind die Rechtecke A,, A,,... Basen eines und desselben Moduls a, 
so gehéren sie alle derselben Classe an. Diese Classe werden wir 
zweckmissig als die Classe des Moduls a bezeichnen, sodass 


Cl A, —=ClA,=---=Cla 


wird. Indem wir nun die friiher eingefiihrten Begriffe von der Classe 
auf die ihr angehérigen Moduln iibertragen, ergiebt sich von selbst, 
was wir unter dem Grade, dem Range, der Norm eines Moduls a 
(Gd a, Rg a, Nm aq), seinen Determinantentheilern und Invarianten 
werden zu verstehen haben. Man erkennt, dass der Rang eines Moduls 
dasselbe ist, was friiher als seine Gliedrigkeit bezeichnet wurde, dass 
also ein Modul vom Range r r-gliedrig ist. — Theilbarkeit kann natiir- 
lich nui zwischen Moduln desselben Grades stattfinden. 

Ich fiihre nun einige wichtige Sitze aus der Theorie der Moduln 
an, von denen spiterhin vielfach wird Gebrauch gemacht werden. 

I. Ist Rg a = 1, so besitzt der Modul a eine Basis von k Systemen 
dann und nur dann, wenn k>r ist. Da Gda> Rg a ist, so besitzt 
jeder Modul n'e* Grades auch eine Basis von » Systemen (quadratische 
Basis). 

II. Jeder Modul a besitzt eine quadratische Basis von der Form 
AE, wo A das Hauptsystem von Cl q ist. 

Die Classe E™ besitzt nur einen Modul, derselbe ist ein Divisor 
jedes Moduls n'*" Grades; er werde mit e) (bez. e) bezeichnet. Jedes 
unimodulare System n'e" Grades ist eine Basis von e”). — Satz II kann 
nun auch so formulirt werden: 

Ila. Ist Cla=A=Cl(a,|a,|...a@,), so kann man n Zeilen 
@, @,.., @, angeben von der Beschaffenheit, dass 


Md (@,, @,.+. Gn) =e, Md (a,. 01, @,. 0, ..- Gn. Gn) =A 
wird, Ist Rga—r, so ist a auch gleich Md (a,a,,... a,a,). 
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III. Ist der Modul a ein Vielfaches von 6, so ist Cla ein Viel- 
faches von Clb; und wenn die Classe A ein Vielfaches von B ist, so 
besitzt jeder Modu! von A wenigstens einen Divisor innerhalb B und 
jeder Modul von B wenigstens ein Vielfaches innerhalb A. 

IV. Ist a ein Vielfaches von 6, Cla ein Divisor von Clb, so 
ist a = b. 

Sind a, = Md A,, a, = Md A,, ... a, = Md A, Moduln desselben 
Grades », so besitzen sie einen gréssten gemeinsamen Divisor, d, h. es 
existirt ein bestimmter Modul » von der Beschaffenheit, dass jeder den 
Moduln a,, a, --. a, gemeinsame Divisor ein Divisor von » ist, und 
umgekehrt. Das Rechteck, dessen Zeilen die simmtlichen Zeilen der 
Rechtecke A,, A,, ... A, sind, ist eine Basis dieses Moduls. Die 
Moduln a,, a,,-... a; haben aber auch ein kleinstes gemeinsames Viel- 
faches, d. h. es existirt ein bestimmter Modul ¢ von der Beschaffenheit, 
dass jedes den Moduln q,, a,, ... a, gemeinsame Vielfache ein Viel- 
faches von ¢ ist, und umgekehrt. Einfache Ueberlegungen zeigen, wie 
man durch eine endliche Anzahl von Operationen eine Basis dieses 
Moduls ¢ finden kann auch in den Fallen, in welchen unter den 
Moduln a,, a,,.-. as, soleche von verschwindender Norm sich vorfinden, 
Es werde mit 

(Mj, Ma, +++ Me)y [0y, My, ++ ~ Oy) *) 
der grésste gemeinsame Theiler bez. das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Moduln a,, a,,... a; bezeichnet. 

Dass der Modul a ein Vielfaches des Moduls } ist, kann durch 
jede der Gleichungen 

(a, b) =}, [a, 6] a 
ausgedriickt werden, aber auch, weil (a, 6) jedenfalls Divisor von 6 ist, 
(zufolge Satz IV) durch die Gleichung 
Cl (a, 6) = Clb. 
Hierin hat man ein einfaches Mittel, um zu erkennen, ob von zwei 
Moduln a, 6, deren jeder durch eine Basis gegeben ist, der erste den 
zweiten zum Divisor hat. Da man niamlich dann auch eine Basis von 
(a, 6) hat, so kann man sofort die Classe des Moduls (a, 6) bestimmen, 
und hat nur zu sehen, ob dieselbe mit Cl 6 identisch ist oder nicht. 
V. Zwischen den Normen zweier Moduln a, 6, ihres gréssten 


gemeinsamen Theilers und ihres kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
besteht die Beziehung: 


Nm a. Nm b = Nm (a,5) . Nm [a, 6). 
Ist A das Hauptsystem der Classe A, so heisse der Modul Md A 
der ,, Hauptmodul “ der Classe A. — Damit die Classe A durch B theilbar 


*) Bei Dedekind q+ a,+---+a, bez, —a—-+-—a 
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sei, ist nothwendig und hinreichend, dass der Hauptmodul von A 
durch den Hauptmodul von B theilbar ist. Der grésste gemeinsame 
Theiler (bez. das kleinste gemeinsame Vielfache) der Hauptmoduln der 
Classen A,, A,,...A, ist der Hauptmodul der Classe (A,, A,,... A.) 
(bez. [A,, As,.-.A,]). Zwei Moduln a, 6 heissen relativ prim, wenn 
(a, b) =e ist. 


2. Unimodulare Transformationen. 


Sind A und B quadratische Systeme n'" Grades, ist E ein uni- 
modulares System desselben Grades und besteht zwischen A und B 
eine Gleichung von der Form 


(2) A=CB, 
so folgt 
(3) AE=CBE. 


Umgekehrt ist auch (2) eine Folge von (3). Dieses Resultat kann so 
ausgesprochen werden: 

Ist Md A theilbar durch Md B, so ist Md AE theilbar durch 
Md BE, und umgekehrt. — Von den Beziehungen 


(4) MdA=MdB, Md AE=Md BE 


ist daher jede eine Folge der andern. Fiir jede quadratische Basis A 
eines bestimmten Moduls a stellt also AE die Basis eines bestimmten 
zweiten Moduis a’ dar. Wir sagen deshalb: 

»Der Modul a wird durch die unimodulare Transformation [E] in 
den Modul q’ iibergefiihrt“ 

und setzen 
a = ak, 
Die inverse Transformation [E—*] fiihrt a’ in a zuriick. — 

Aus der Aequivalenz der Gleichungen (2), (3) folgt weiter: 

VI. Ist der Modul a durch den Modul } theilbar, so ist aE 
theilbar durch 6, und umgekehrt. 

Durch einfache Ueberlegung schliesst man hieraus: 

VIL. Der grésste gemeinsame Divisor (das kleinste gemeinsame 
Vielfache) der Moduln q,, a),..-a, wird durch die unimodulare Trans- 
formation [EZ] in den grdéssten gem. Theiler (bez. das kleinste gem. 
Vielfache) der transformirten Moduln iibergefiihrt; oder die Relationen 


(a;, Qe, eee a,) EB = (a, E, a, FE, eee a,E£), 
[%,%,-..G)E—=[a,£,0,F,...0,F] 
bestehen identisch. 


Ist A eine quadratische Basis des Moduls a, aE = q’, so ist 
a=Md AE, Cla =ClAE=—ClA=Cla. Ist umgekehrt «’ — Md/’ 


oe 
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ein Modul der Classe Cl a, A’ quadratisch, so kann (Fundamentalsatz I) 
A’ = E, AE, gesetzt werden, und es foigt 

a’ = Md E, AE, = MAAE, = cE,. 
Also: 

VIII. Ein Modul a kann durch unimodulare Transformationen in 
jeden Modul seiner Classe aber in keinen weiteren Modul iibergefiihrt 
werden. 

Hierauf beruht es, dass alle wesentlichen Eigenschaften eines 
Moduls durch seine Classe bestimmt sind. 

Eine der wichtigsten von uns zu lésenden Aufgaben soll in der 
Bestimmung der Anzahl von Moduln bestehen, welche zu derselben 
(durch ihr Invariantensystem gegebenen) Classe A gehéren. Wir be- 
zeichnen diese Anzahl, welche eine ,,Function von A“ darstellt, mit 

v(A). 
Man erkennt leicht, dass fiir Classen, deren Norm verschwindet, 
#(A) = co wird, mit Ausnahme des Falles, dass alle Invarianten von A 
verschwinden, in welchem offenbar y(A)=—1 zu setzen ist. Wir 
werden uns daher auf die Bestimmung der Function y fiir Classen 
von positiver Norm beschrinken kénnen. 


3. Multiplication der Moduln mit einer Zahl. 


Sind «,, @,,... a, Zeilen von je m ganzen Zahlen und ist m eine 
beliebige ganze Zahl, so besteht der Modul Md (ma,, ma,,...ma;) 
aus allen Zeilen, welche aus den Zeilen des Moduls Md (a,, a, ... on) 
durch Multiplication mit m hervorgehen. Wir bezeichnen ihn mit ,m.a“ 
und wollen m > 0 voraussetzen. Ist alsdann a durch 6 theilbar, so 
folgt, dass ma durch mb} theilbar ist, und umgekehrt. Hat der 


Modul « die Invarianten a,, a,, ..- @,, so hat ma die Invarianten 

M;,,Md,,... May; hat andererseits ein Modul ¢ die Invarianten 

MA,, MA,,... Man, 80 kann man ¢ = mq setzen, und es sind dann 

@;,@,,.-.@, die Invarianten von a. Ist daher A = Cl (a,|a,|... an) 

eine beliebige Classe und wird Cl (ma,|ma,|...ma,) = mA gesetzt, 

so enthalten die Classen A und mA gleich viele Moduln, d. h. es ist 
IX. v(m.A) = (A). 


Die Classe E enthalt nur den Modul ec, mithin mE nur den ein- 
zigen Modul me, so dass fiir jedes unimodulare System E meE=me 
wird. 

X. Damit der Modul «a Divisor bez. Vielfaches von me sei, ist 
nothwendig (Satz III) und hinreichend, dass Cla =A Divisor bez. 
Vielfaches von mE ist. 

Ist namlich die angegebene Bedingung erfiillt, so ist der Haupt- 
modul qa’ von A Divisor bez. Vielvaches von me. Sodann kann (Satz VIII) 


. 





i i i 
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a=’ E gesetzt werden, woraus folgt, dass a Divisor bez. Vielfaches 
von mcE = me ist. — Ganz ahnlich beweist man den Satz: 

XI. Ist A eine beliebige Classe desselben Grades wie E, a ein 
beliebiger Modul von A, so ist 


Cl (a, me) = (A, mE), Cl [a, me] = [A, mE]. 


4. Moduln von positiver Norm. 


XII. Ist a ein Modul der Classe A, Nma=NmA=a>Q0, 
a das Product der relativen Primzahlen a’ und a”, und sind A’ und A” 
die Componenten von A, deren Normen bez. a’, a” sind, so hat « einen 
und nur einen Divisor a’ in der Classe A’ und ebenso einen und nur 
einen Divisor a” in der Classe A”, und es ist 

a == [a’, a”). 
XIII. Sind die Classen der Moduln a’ und a” relativ prim, so ist 
Cl [a’, a”] = (Cl a’, Cla’). 

Beweise: Dass unter den in XII angegebenen Voraussetzungen a 
einen Divisor a in der Classe A’ hat, besagt schon Satz III. Wir 
wollen nun zeigen, dass a ausser q’ tiberhaupt keinen Divisor von der 
Norm a’ hat. Hitte man niamlich noch einen zweiten solehen Modul a,’, 
so waren a und a,’ Divisoren von a und (Satz X) von a’.e, mithin 
ware [a’, a,] ein Divisor von (a, we), Cl [a’, a,] ein Divisor von 
Cl (a, ae) = (A, @E) = A’=Cl a’, und aus SatzIV wiirde folgen 
[a’, a,'] =a’, d. h.: a,’ ist ein Divisor von a’. Da aber die Normen 
von «’ und a,’ positiv und gleich sind, so folgt a,’ =a’. Es hat daher 
a nur einen Divisor a’ in A’ und ebenso nur einen Divisor a’ in A”. — 
Aus dem Umstande, dass die Classen A’ = Cla’, A” = Cla” relativ 
prim sind, kann man schon schliessen, dass [a’, a] der Classe A=[A’, A’] 
angehért, Setzt man namlich Cl [a’, a”]—=A,, so ist Nm A, = Nm [a a] 
theilbar durch [a’, a”] =a, andererseits ist (Satz V) 





rome a’ .a a 
Nm A, = Nm (0, a] = x (va") Nm a) 
ein Divisor von a, also Nm A, =a. Die Moduln a’, a”, welche nach 
dem Vorhergehenden dadurch eindeutig bestimmt sind, dass sie die 
Normen a’, a” haben und Divisoren von [a’, «”] sind, miissen demnach 
den Componenten A,’, A,” von A, angehéren, welche den Bedingungen 
Nm A,’ = a’, Nm A,” = a” geniigen, und diese kénnen mit A’, A” nur 
dann identisch sein, wenn auch A, =A ist. — Da endlich a durch 
a’, a", also auch durch [a’, a”) theilbar und Cla = Cl [a’, a”) ist, 
so folgt 

a = [a’, a"). 
Hiermit sind die Sitze XII, XIII bewiesen. 


| 
| 
| 
| 
| 
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XIV. Ist der Modul a von der Norm a (> 0) theilbar durch den 
Modul 6 von der Norm 3b, ist @ das Product der relativen Primzahlen a’ 
und a” und sind a’, a” die Divisoren von a, welche die Normen a’, a” 
haben, so haben die Moduln b’ = (a’, 6), 6” = (a”,b) die Normen b’ = (a’, b), 
b” = (a”,b), und ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches ist b. 


Beweis: Nm [a’, 6] = wees ist Divisor von a’.6 aber auch 
von Nma=a=—a.a’, also Dy von a’.(a", b)=a’.b”. Mithin 


ist Nm b = Nm (aq, 6) = = eI theilbar durch pA = sa = b. 


Andererseits ist Nm 6’ offenbar Divisor von (a’,b) = 0’. Somit wird 
Nm }' = b’ und ebenso Nm 6” = 6b”. Da 0’ und 0” relativ prim sind, 
so folgt nach XII und XIII: Nm [b’, b”] = [0', b’] = Nm b, und dab 
durch [b’, 6”) theilbar ist, so muss jetzt [b’, b”] — 6 sein. 

Ist a’ ein Divisor des Moduls a und Cl a’ = A’ eine Componente 
von Cla =A, so nennen wir qa’ eine Componente von a“. Aus XII, 
XIII ergiebt sich, dass jeder Componente von A eine bestimmte Compo- 
nente von a, jeder Zerlegung von A in zwei Componenten A’, A” eine 
Zerlegung von a in zwei Componenten a’ und a” entspricht, so dass 
[a’, v’] =a ist. Setzt man fiir a’ jeden Modul von A’, fiir a” jeden 
Modul von A”, so stellt [a’, a”] jeden Modul von A einmal dar, und 
mithin besteht die Relation 


(5) v(A) = ¥(A). ¥(A"). 


Die Zerlegung des Moduls q kann fortgesetzt werden, bis man zu 
seinen primaren Componenten gelangt, deren Normen Primzahlpotenzen 
sind. Wir bezeichnen mit 2 die der Classe A angehérige Componente 
von a. Aus XIV ergiebt sik nun der Seles 

XV. Sind a und 6 Moduln von positiver Norm, so ist fiir die 
Theilbarkeit von « durch 6 nothwendig und hinreichend, dass fiir jede 
Primzahl p Divisor von a ist. 

Hieraus folgt weiter 


XVI. Sind a,, a,,...a,Moduln von positiver Norm, so sind die 
Relationen 


(ay, Mg). + Ms) = Dd, 
[ay %,--- a) =C 


bez. aquivalent den Relationensystemen 
(Mis Ge» oil -%) =D, 
[a> Mes -* “ae = C. 


Endlich gewinnt man aus (5) noch die Formel: 








Zur Theorie der Moduln. 
XVII. v(A)= PJ vw, 
P 


in welcher das Product sich tiber alle Primzahlen oder auch nur iiber 
die in Nm A aufgehenden erstreckt, da fiir die andern ho E, 
(A) = 1 wird, 


§ 3. 
_ Congruenzen; die Functionen g, und g. 


Zwei Zeilen 6, o’ von je » Elementen heissen congruent nach dem 
Modul n' Grades a — 
6=o' (mod. a) — 
wenn 6—o dem Modul a angehért. Sind R, R’ Rechtecke n'e" Grades 
von je r Zeilen, so bedeutet 


R= R’ (mod. a), 


dass jede Zeile von R der entsprechenden Zeile von R’ congruent ist. 
Jede Zeile von m Elementen reprisentirt einen bestimmten Rest des 
Moduls a in dem Sinne, dass congruente Zeilen als Repriasentanten 
desselben Restes angesehen werden. Ebenso reprisentirt ein Rechteck 
n= Grades von r Zeilen einen bestimmten r-zeiligen Rest von a. Aus 


der Congruenz 
R= R’ (mod. a) 


RE= R'E (mod. aE), 


wenn FE ein belicbiges unimodulares System bezeichnet. Die uni- 
modulare Transformation [EZ], welche a in a£ iiberfiihrt, fiihrt also 
gleichzeitig jeden Rest von a in einen bestimmten Rest von a.£E iiber. 
Da die Transformation eindeutig umkehrbar ist, so wird durch dieselbe 
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten von a und aE her- 
gestellt. Hieraus und aus § 2, VIII folgt, dass fiir alle Moduln einer 
Classe die Anzahl der Reste von bestimmter Zeilenzahl gleich gross 
ist. Die Betrachtung des Hauptmoduls einer Classe A zeigt, dass 
falls Nm AO ist, die Anzahl der einzeiligen Reste eines Moduls 
von a gleich NmA ist, und folglich ist die Anzahl der r-zeiligen 
Reste gleich (Nm A)’. Ist dagegen Nm A=0O, so ist offenbar die 
Anzahl der Reste unendlich gross. 

Kiigt man zu einer Basis des Moduls a die Zeilen eines Rechtecks 
R hinzu, so entsteht eine Basis des Moduls 


(a, Md R), 


den wir der Kiirze halber nur mit 


(a, R) 


folgt 
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bezeichnen wollen. (a, R) ist Divisor von a. Ist R= R’ (mod. a) 
so wird 
(a, R’) = (a, R). 
Es werde jetzt Nm a > 0 vorausgesetzt und es stelle die Gleichung 
_ [a’, a”) 
eine Componentenzerlegung von a dar, sodass (q’,a”) =e ist. Jedem 
Reste R von a entspricht alsdann ein bestimmter Rest R’ von a’ und 
ein Rest R” von a’, welche den Congruenzen 
(1) R= RP (mod.a), R= R" (mod. a”) 
geniigen. Umgekehrt ergiebt sich leicht, (indem man z. B. die Anzahlen 
der Reste der Moduln a, a’, a” vergleicht,) dass zu jeder Combination 
aus einem Reste von a und einem Reste von qa” mit gleicher Zeilen- 
anzahl ein Rest R von a gehért, welcher durch die Congruenzen (1) 
bestimmt wird. — Wir beweisen nun den Satz: 
I. Stellt die Gleichung 
a = [a’, a’) 
eine Componentenzerlegung von a dar und bestehen zwischen den 
Resten R, R’, R” von a, a’, a” die Congruenzen (1), so besteht zwischen 
den Moduln , 
b=(a, Rk), b= @,R), = (a’, RB’) 
die Gleichung 
b = [b’, $”]. 
Beweis: Es ist 
b= (a, R’) = (a, R)= ((, w), R) _ («’, (a, R)) = (a, b), 
ebenso 6” = (a", 6), also ($2, XIV) [b’, b’] —b. 
Es bezeichne nun r eine positive ganze Zahl, und es werde die 
Anzahl der r-zeiligen Reste von a, fiir welche 
(a, R) =e 
wird, gleich 
pr (a) 
gesetzt. Da fiir jeden Rest R und fiir jedes unimodulare System E 
die Relation 
(aE, RE)=(a, R)E 
besteht, so hat fiir alle Moduln derselben Classe die Function 9, den- 
selben Werth. Es ist also g,(a) allein eine Function der Classe von a; 
wir setzen deshalb, wenn Cla =A ist, 


Pr(a) = gr(A). 
Indem wir uns nun der Bestimmung der Function g,(A) zuwenden, 
schliessen wir den Fall, dass Nm A = 0 ist, aus. 
Stellt wieder 
a = [a’, a”) 


i-_ i mn -. ee ae 
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eine Componentenzerlegung von a dar, und wird fir R jeder r-zeilige 
Rest von a, fir R’, R” jede Combination aus einem r-zeiligen Rest 
von q und einem ebensolchen von a” gesetzt, so jedoch, dass R, R’, R” 
durch die Congruenzen (1) verbunden sind, so ergiebt sich aus I, dass 
die Gleichung 


(2) (a, R) =e 
iquivalent ist dem Gleichungssystem 
(3) (a, R’)—e, (a",R”) =e. 


Da nun (2) durch g,(a) Reste R, (3) durch g,(a’) . g(a”) Combina- 
tionen R’, R” erfiilit wird, so folgt 


Pr (0) = Pr(a’) - Pr(a"), 
oder, wenn Cl a’ =A’, Cla” = A” gesetzt wird, 

or(A) = 9-(A’) . 9-(A’). 
Durch Fortsetzung der Zerlegung von A bis auf primaire Componenten 
erhalt man 


Il. o(A) =] J 9-(A). 


Somit kénnen wir uns darauf beschrinken die Function g, fiir 
primare Classen zu bestimmen, 
Es sei A das Hauptsystem der primiren Classe A=A, also 


Md A=a= a ihr Hauptmodul. Wir wollen annehmen, dass von 


den Invarianten A nur die qg letzten durch p theilbar, die » — q ersten 
also gleich 1 seien. Soll fiir ein r-zeiliges Rechteck R (a, R) —e 
werden, so miissen in dem aus den Zeilen von A und R gebildeten 
Rechteck die Determinanten n'" Grades die Einheit zum grdéssten 
gemeinsamen Theiler haben. Offenbar ist dies nur méglich, wenn 
r>q ist. Fiir r <q wird daher g,(A) =0. Wir setzen jetzt r>q 
voraus. Damit (a, R) =e werde, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die Determinanten g'** Grades, welche man den letzten g Colonnen 
von R entnehmen kann, nicht simmtlich durch p theilbar sind. — 
Der Modul (a, pe) ist der Hauptmodul der Classe (A, pE), deren erste 
n — q Invarianten gleich 1, deren letzte g Invarianten gleich p sind. 
Geniigt das Rechteck R der Bedingung (a, R)—e, so ist auch 
(a, pe, R) =e; umgekehrt folgt aus (a, pe, R) =e, dass (a, R) —e 
sein muss. Bedenkt man ferner, dass unter den Reprisentanten eines 





bestimmten r-zeiligen Restes von (a, pe) genau 3 *y’ nach dem 


Modul a incongruente Reste sich befinden, so erhalt man die Beziehung 


(4) 9r (a) = ey) - @r(a, Pe). 
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Zwei Rechtecke R,, R, sind modulo (a, pe) congruent, wenn die 
von ihren g letzten Colonnen gebildeten Recktecke R,’, R,’ modulo p 
congruent sind. (Die Bezeichnung, dass zwei Rechtecke von gleichem 
Grade und gleicher Zeilenanzahl nach einer Zahl als Modul congruent 
sind, driickt aus, dass je zwei entsprechende Elemente dieser Recht- 
ecke nach dieser Zahl congruent sind.) Mithin stellt (a, pe) die 
Anzahl der mod. p incongruenten Rechtecke von r Zeilen und g (<r) 
Colonnen dar, in denen nicht alle Determinanten g‘** Grades durch p 
theilbar sind. Diese Anzahl ist aber, wie eine einfache Berechnung 
ergiebt*), gleich 


- 1 1 1 
(3) 0p) (tp) 


und mithin wird unter Beriicksichtigung von (4) 


1 1 1 
(5) —gr(A) = (Nm AY ( oa) (1 —za) ' (1 ~ sien) 
Diese Gleichung bleibt auch fiir g > r richtig, da in diesem Falle 
der Ausdruck auf der rechten Seite von (5) verschwindet. 


Somit haben wir den folgenden Satz: 
lll. Ist A=A eine primaire Classe und sind g ihrer Invarianten 


durch p theilbar, (die tibrigen also gleich 1), so ist 


ws) (im ay (1 1)(1—25)---(1 yh 


Es ist bemerkenswerth, dass der Ausdruck fiir g,(A) den Grad der 
Classe A gar nicht enthalt. Wir wollen nun aber noch eine Function 
in die Rechnung einfihren, bei welcher dieser Grad eine Rolle spielt: 
Ist m der Grad von A, so soll fiir p,(A) auch kurzweg p(A) geschrieben 
werden, Fiir die Function » gilt die Relation 


Ia. o(A) = |] 9A). 
P 


Setzt man zur Abkiirzung 


re. =(1—2)(0-8)“(G) 0 
o(p,0)=—1, 
so ergiebt sich aus Satz III der folgende: 
IIIa, Ist A of eine primare Classe n'e* Grades, und sind q 
ihrer Invarianten durch p theilbar (die ersten m — g also gleich 1), 
so ist 


(A) = (Nm A)* - {22 


*) Vergl. C. Jordan. Traité des substitutions Nr. 123. 


~. Se eo ee 24 4 


~_ 


ie 


BS 


ot 


ie 


r) 


1g 


le 
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§ 4. 
Isomorphismus; die Function ,, 


Definition des Isomorphismus. 

Lasst sich zwischen den Resten g eines Moduls a und den Resten 
@’ eines Moduls a’ eine solche eindeutige Beziehung herstellen, dass, 
wenn Q;, @; und Q;, Q, zwei Paare zugeordneter Reste sind, stets 
0: + Ox, OQ: + Ox ebenfalls ein Paar zugeordneter Reste bilden, so wird 
die getroffene Zuordnung eine ,,isomorphe“ Beziehung zwischen a und a’ 
genannt. Zwei Moduln a, a’, welche (wenigstens) eine isomorphe Be- 
ziehung zulassen, heissen ,,zu einander isomorph“*), Die Beziehung 
des Isomorphismus ist also stets eine wechselseitige. 

Sind @,, @2,... die simmtlichen Reste von a, Q,’, @.,... (in 
dieser Reihenfolge) die isomorph zugeordneten Reste von a’, so werde 
die vorliegende isomorphe Beziehung durch 


gi || @F 
bezeichnet. Aus der Definition des Isomorphismus folgt leicht, dass 


allgemein > 7 > aie 
‘ é 


entsprechende Reste von a und a sind. Ist a’ isomorph zu a” und stellt 


oi || @" 
eine isomorphe Beziehung zwischen a und a” dar, so ist 
gi || QF" 


eine isomorple Beziehung zwischen a und a”, welche ,,aus g,|| 9; und 
0: || o;” zusammengesetzt“ heisst. Setzt man die isomorphe Beziehung 
@:||o; nach einander mit den simmtlichen verschiedenen isomorphen 
Beziehungen von «a zu a” zusammen, so erhalt man ebensoviele 
isomorphe Beziehungen zwischen a und a”, und mit diesun sind alle 
erschépft. Bezeichnet man demnach mit 
x(a || @’) 

die Anzahl der zwischen zwei Moduln a und qa’ bestehenden isomorphen 
Beziehungen, so gilt der Satz: 

Ist a isomorph zu a’, a isomorph zu a”, so ist a isomorph zu 
a’ und 

x(a || 0") = x(a" |] 0") = 2(@|I0"). 

Die Moduln a, a’, a” brauchen natiirlich nicht alle verschieden zu 
sein. Nimmt man a= a” an, so erhalt man — den Isomorphismus 
von qa und .q” vorausgesetzt — 


x(a || 0°) = x(a|| a) = 2(@' |I 0’). 


*) Die Bezeichnung isomorph ist der Gruppentheorie entnommen. 
Mathematische Annalen, LIL. 2 
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Eine isomorphe Beziehung eines Moduls a auf sich selbst kann 
als eine Permutation unter seinen Resten gedeutet werden. Die so 
erhaltenen Permutationen bilden eine Gruppe; y(a||a), woftr wir 


auch einfach 
x(a) 
schreiben, ist die Ordnung dieser Gruppe. 

Es soll nun naher untersucht werden, unter welchen Bedingungen 
zwei Moduln a und a’ isomorph sind. Man sieht leicht ein, dass dies 
der Fall ist, wenn sie derselben Classe angehéren. Ist namlich als- 
dann [£] eine unimodulare Transformation, welche a in q’ iiberfiihrt, 
so wird (§ 2) durch dieselbe auch jeder Rest von a in einen Rest von 
a’ verwandelt und auf diese Weise eine eindeutige Beziehung zwischen 
den Resten von a und q’ hergestellt, die man als eine isomorphe 
sofort erkennt. 

Umgekehrt mége jetzt gezeigt werden, dass zwei isomorphe Moduln 
desselben Grades a, a’ auch derselben Classe angehéren miissen. Dabei 
kann auf Grund der vorangegangenen Betrachtungen, unbeschadet der 
Allgemeinheit des Beweises, vorausgesetzt werden, dass a und a’ inner- 
halb ihrer Classen die Hauptmoduln sind. Es midge ferner der Fall, 
dass die Normen von a und q’ verschwinden, ausgeschlossen werden, 
da derselbe fiir unseren Zweck nicht in Betracht kommt. Bezeichnet 


@: || oF 

eine isomorphe Beziehung zwischen a und q’, ist m irgend eine ganze 
Zahl, und setzt man fiir g;, 9; successive alle Reste von a, a’, so gehért 
das System mg; ebenso oft dem Modul a an, als das System mo; 
dem Modul a’ angehért. Die Berechnung der gesuchten Anzahl ge- 
staltet sich aber, wenn a, a als Hauptmoduln vorausgesetzt werden, 
besonders einfach. Sind a,, a,,...@, die Invarianten von a, @,', Gy ,.-.n 
diejenigen von a’, so erkennt man sogleich, dass die Anzahl der Reste 
o:, fiir welche mg; in a enthalten ist, gleich 


(m , a) - (m, a)... (Mm, ap) 
wird, und ebenso ergiebt sich fiir die Anzahl der Reste 9;, fiir welche 
m.o; dem Modul q’ angehért, der Ausdruck 

(m, a,’) . (m, ay’)... (m, Gp). 

Demnach muss fiir jede Zahl m die Gleichung 
(m, a,) (m, ay) . . . (1m, On) = (m, ay’) (m, ay’)... (m, On) 
bestehen, und dies kann, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, nur 
der Fall sein, wenn 
@, = G;', Gy = Ay)... On = Ag 
ist, wenn also a und q’ derselben Classe angehéren. 








sel 
fol 


In 
au 


rei 


de 








Zur Theorie der Moduln. 19 


Sehr wohl aber kénnen zwei Moduln verschiedenen Grades isomorph 
sein; die Frage nach dem Isomorphismus zweier Moduln wird durch 
folgenden Satz erledigt. 

I. Zwei Moduln sind dann und nur dann isomorph, wenn ihre 
Invariantensysteme nach Ausscheidung der Invarianten, welche sich 
auf 1 reduciren, identisch sind. 

Um zu beweisen, dass die ausgesprochene Bedingung eine hin- 
reichende ist, nehmen wir an, es habe der Modul a die Invarianten 


G@, = 1,...G = 1, Apis, Arpe,- +. Any 
der Modul a’ die Invarianten 


a, = Ar+iy a, = Ar+2y eee On—r = Gn» 
dann ist zu zeigen, dass a und q’ isomorph sind. Wir diirfen dabei 
a und q’ als Hauptmoduln voraussetzen, und unter dieser Annahme 
gestaltet sich der Beweis sehr einfach. Bilden namlich jetzt 


Q1> Q2>+-- 
ein vollstandiges Restsystem in Bezug auf a, und wird unter 9; die 
Zeile verstanden, welche aus 9; durch Fortlassung der ersten r Elemente 
hervorgeht, so ergiebt sich ohne Weiteres, dass 


01, Oxy -+- 
ein vollstandiges Restsystem von a’ bilden, und dass durch 


@:|| OF 
eine isomorphe Beziehung zwischen a und a’ dargestsllt wird. Ver- 
bindet man das soeben erhaltene Resultat mit dem friiheren, wonach 
Moduln gleichen Grades nur dann isomorph sind, wenn sie zu der- 
selben Classe gehéren, so wird die Nothwendigkeit der im Satze I 
ausgesprochenen Bedingung klar. 

Fiir die Function x kénnen aus diesem Satze einige einfache 
Folgerungen gezogen werden. Zunichst zeigt es sich, dass fiir alle 
Moduln a einer Classe A x denselben Werth hat, sodass das Symbol 
x(a) zweckmissig wird durch 


u(A) 
ersetzt werden kénnen. Sodann hat man den Satz: 
Il. Wenn die Invariantensysteme der Classen A und A’ nach 


Ausscheidung der sich auf 1 reducirenden Invarianten identisch sind, 
so ist 


u(A) = 4(A). 
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§ 5. 
Zusammenhang zwischen den Functionen g, 1, v. 


Die von uns betrachteten Functionen g, y, ~ stehen in einem sehr 
einfachen Zusammenhange, welcher durch die folgende Betrachtung 
klar wird. 

Ist A eine Classe mn" Grades, a ein Modul von A, R ein r-zeiliger 
Rest von a, so besteht, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, der 
Satz: Damit 


(1) (a, R) =e 
sei, ist nothwendig und hinreichend, dass man zu jeder Zeile @ von 
n Elementen eine Zeile 6 von r Elementen finden kénne, welche der 
Congruenz 
(2) 6R= oe (mod. a) 
geniigt. — Nehmen wir nun an, die Gleichung (1) sei erfiillt und es 
sei y=, dann bilden die simmtlichen 6, fiir welche oR in a ent- 
halten ist, einen Modul a’ vom Grade m, die simmtlichen 6, welche 
einer Congruenz von der Form (2), worin @ als gegeben zu betrachten 
ist, geniigen, sind Reprasentanten eines bestimmten Restes von a’, und 
umgekehrt: fiir alle Reprisentanten eines bestimmten Restes von a’ 
stellt oR einen und denselben Rest von a dar. Man erhilt daher 
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten von a und a’, indem 
man jedem Rest 6 von a den Rest oR von a entsprechen lisst, und 
diese Beziehung ist, wie man leicht sieht, eine isomorphe. Daraus 
folgt, dass der Modul a’ der Classe A angehért (§ 4,1). Wir wollen 
sagen, der Rest R von a gehdére zum Modul a’ und wollen die durch 
R vermittelte isomorphe Beziehung mit [] bezeichnen. 

Ist R’ ebenfalls ein n-zeiliger der Bedingung (1) geniigender Rest 
von a, aber von R verschieden, so kann R’ wohl zu demselben Modul a 
gehéren, aber die isomorphe Beziehung [ R’] ist von [R] verschieden. 
Anderenfalis nimlich miisste fiir jede Zeile 6 die Congruenz 

6R=cR’ (mod. a) 

bestehen, und hieraus wiirde man, indem man fiir 6 nach einander 
die Zeilen des Systems 


100...0 
010...0 
Mat O6O1...9 
S06 ...3 
setzt, die Congruenz 
R’' = R (mod, a) 


folgern. 


di 


di 
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Andererseits lasst sich leicht zeigen, dass, wenn man fiir R jeden 
n-zeiligen der Bedingung (1) geniigenden Rest von a setzt, durch das 
Symbol [R] jede zwischen a und irgend einem Modul a’ von A migliche 
isomorphe Beziehung einmal dargestellt wird. Ist nimlich eine solche 
Beziehung zwischen a und qa’ gegeben, werden durch dieselbe den 
durch die » Zeilen von E°® reprisentirten Resten von a’ die Reste 
0;, Q2)>+-@n von @ zugeordnet und ist R der von diesen gebildete 
n-zeilige Rest, so ergiebt die Definition des Isomorphismus, dass dem 
Rest 6 von a der Rest 6 R von a entsprechen muss. Da somit jeder 
Rest von a in der Form oR darstellbar ist, so ergiebt sich zunichst, 
dass R der Bedingung 

(a, R) =e 
geniigt, und sodann weiter, dass die vorliegende isomorphe Beziehung 
mit der durch das Symbol [R] bezeichneten identisch ist. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass jeder der Reste R, 
deren Anzahl! gleich p(A) ist, zu einem bestimmten der ~(A) Moduln 
der Classe A gehért, und dass zu jedem Modul a’ von A 4(A) Reste R 
gehdren, so viele namlich, als isomorphe Beziehungen zwischen a und q’ 
existiren. So gelangt man zu der wichtigen Relation 


I. p(A) = (A) - w(A). 
Aus dieser und den Formeln (§ 3, II; § 2, XVII) erhalt man noch 


die Beziehung 
u(A) = ] ] x(A), 
P 


welche sich natiirlich auch leicht direct nachweisen liesse. 


§ 6. 
Bestimmung der Functionen » und x. 


Auf Grund der Sitze § 2, IX; § 4, Il; § 5,1 ist es nun leicht, 
die Functionen y und y zuniichst als Quotienten aus Producten von 
g-Functionen darzustellen. 

Ist A= Cl (a,|a@,|... an) irgend eine Classe n'*™ Grades von 
positiver Norm, und setzt man 




















, Uy a a, 
w=ci(i|2|%/...%), 
F341 | +2 a, ; 
A= cl (“2 a +2) (¢—=1,2,...m—1) 
an S42 | S48) On 
A = (a Gay | S44 a), 








sodass A, A; Classen vom Grade » — i sind, so wird 
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=—@,.X, A= Ai, 
v(A)=v(A), (A) = ¥(N), (§ 2, IX), 
é‘ a 
vaAy—2e, vA)—2R2, 65D, 
u(A') = 2A)» 2(Av)= 2A), (§ 4,10), 


UA)—=SRy> wAn) = Se, (G5), 





mithin 
A’ 9 
WA) = 203 vA) (A) = 20D. wha) 
Da #(A,-1) = 1 ist, so folgt aus diesen Relationen 
@(A’) @(Ay’) «+» (Ay) 
. BA) = 5 (Ri) @(As) == (Ana) 
__ (A) 9 (Ai) --+ (Ana) 

I. (A) p(A’) @(Ay’)--- @(Ay_2) 

Die weitere Ausrechnung, welche wir nur fiir die Function » 
durchfiihren wollen, erfordert, zunachst den Fall der primaren Classe 
zu erledigen. Es sei also 

Cl (d,|4,|... a.) =A =A = Cl (p"|p" |...) 


und somit 











% St! S++ SM. 
Mit ¢,, €, ... € seien die verschiedenen unter den Exponenten r in 
ihrer natiirlichen Reihenfolge bezeichnet. Kommte, s, mal, e, s, mal, 
..¢€ S,mal unter den Exponenten r vor, so ist 
(1) StS +---+sy—n. 
Unter den Differenzen r,,— 7,;, in denen m> 1 ist, ist die Differenz 
€ — & (t>h) s,.s;mal enthalten. Somit ist 


(2) > (—en)s - S — >t — TT; 


i>h m>t 
=(1—n)r, + (8—n)r, + (5—n)rs + +--+ (W—3)rn_1 + (N—1) ry. 
Setzt man nun 


S++ ++ 5—4, (i=1,2,...h) 
































we mca (te|se]...%e| a8] 2), 
, | Ge a, a a, 
Op 44 | M42 a 
A = c(t a a, 
& LF 
A= ci (tt oo ttt | eget t | * ) 
q+ aa 1) “t44 44 
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so folgt aus 
pp” = a, = A, Ss = a, 
Pp? = 44 =e es oo 
(3) poo ” 
p* = ay 141 ones - ae, 
dass 


' A A 
via) = (A) = 2 — 2) vA), 





; A; 
VA) = 0) — SE RO wea 


wird, Beriicksichtigt man, dass ~(Aj-1) = 1 ist, so erhalt man 


A Ay’) Ax-2 
(4) v(A)= = 2. soe xian) 





Es haben aber die Classen A’, A;, A; bez. die Grade n, n — ¢;, 
m —t;, wahrend die Anzahlen ihrer durch p theilbaren Invarianten 
bez. gleich m — t,, nm — 4, m — t4, sind; folglich ist (§ 3, IIa) 





O(p; o(p; 
(A) = (Nm Aye SEM — (Nm A’ FiPiS, 


p (Ai) = (Nm Ai)"~ ‘eis n — ti) 


2, B(pin—t; , n—t; 9 (Pi n—%) — 
(Ai) = (Nm A;)" Pree i = (Nm Ai)"™ . ae 


also nach (4) 





(Nm A’)". (Nm Ay ae *...(Nm Ay 4)” 2 








5 A)= 
( ) v( = (Nm A) (Nm As)" P .. (Nm J 
‘ &(p; ) ; 
® (Dp; 81) (D5 2) .-- (D5 &) 
Nun ist 
Nm e. m—ty_y N Ay. n—t; we , _ 
(A Om a= =( —— A a -(Nm Aj_1)*7 #1 = (Nm Aj) t; “1, 
daher 


(Bm Ay" (Nm Ay)”. (Nm Ag)” 


(Nm A) (Nm wr Fi (Nm Ass ye 


Nm A’\" (Nm Aj\* Nm Aj_3\‘t-2 , 
as (ay) Cees) + ° > Lee 2). 
(Fe x) (sa x) (a x) (Nm Ai_s) 


(6) 
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Ferner ergiebt sich 








m—th—1 
Nm Aj 1 41\" ’ ( *y ) 
“Nm Ay -(% Nm Ay: = a ’ 
k-2 P ("—4) & 
Nm Aj _ at ae 
TT Cacti’) - cman -f rz 
i=1 
n—1 i(n—i) 


ifs) -Te~ 


Aus (5), (6), (7) erhalt man — 
Ill. (A) = at *.ad.ab*... a2. as 
: o(p; ) am 
(D5 8) O(p; %)... O( p; &) 
oder, unter Beriicksichtigung von (2), (3) 


> i%(%—%) 
Illa. w(A) = p>* 





: o(p; n) : 
(pi; 8) F( Dp; 8) ... F(p; &) 


Fiihrt man eine Function g(x; , m)*) ein durch die Gleichung 
(1— a") (1— a") .-- (1— a4) 
(1—a) (1—a*) --- (1-2) 
worin ” eine ganze, m eine positive ganze Zahl bedeute, so ist 
(9) gla; m, m) = g(a: n—1, m) + a™g(a; n—1, m—1), 
und diese Gleichung gilt auch fiir beliebiges ganzzahliges m, wenn 
festgesetzt wird, dass 
(10) g(x; , 0) =1, 
(11) g(x; n,m)=90 (m<0) 
sein soll. Es gilt ferner die Beziehung 








(8) g(x; ”, m) = 


(12) g (2; n,m) = am") g (=; n, m)- 


Aus den Gleichungen (9), (10), (11) folgt, dass g(x; m; m) fiir n>0 
eine ganze Function von z ist, welche aur ganzzahlige nichtnegative 
Coefficienten besitzt. Fiir » > m > 0 besteht zwischen den Functionen 
g und @ die Relation 


a #(x; ) 
(13) 9g GC; n, m) = 9; m) P(e; n—m) 





*) Es ist dieselbe, welche in der Gauss’schen Abhandlung ,Summatio qua- 
rundam serierum singularium‘ mit (, m) bezeichnet wird. 
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> %%(%-%) 





(14) (A) =—p*>* - (A) = al .aS.. . a®—" H(A) 
gesetzt, so ergeben sich fiir die Functionen ~, % die folgenden Aus- 
driicke ; 
= (A) =x & (pi) ' o(p; m—8)) 
(15) ¥(A) = 5653) 8 (5 m—a) | Fs &) OCP; H— 5m) 
. &(p; n—8, — &) 





* 9 (Pp; &) O(p; n—8,—4—s) 


=9(53 %,8,)-9 (Gi N—S,,S)). 9(F3 N—S,— ++ —Sp_2, S-1); 


Si % (%—¢a) >s x (% _ ¢,—1) Si 5%, 


(16) w(A) = p'>? v(A) = p>" -p>*  .(A) 
> % 8(%i— er —1) 
= pi>s = pring (= 3 0, $1) . pala—a—a) 


-9G3 n— 8,552) ° rm 


> i %(%- %—1) 
Tilb. y(A) = p'>* + 9(D5 %, 8). 9(P; M—S;, 82) .- 
-. g9( py %— 8; — ++ > — Se_a, Ser). 
Aus dieser Darstellung erkennt man, dass w(A) eine ganze Function 
von p ist, ferner, dass der Coefficient der héchsten Potenz von p 


gleich 1 ist und dass die iibrigen Coefficienten ganze nichtnegative 
Zahlen sind. 

Hat man eine beliebige Classe A von positiver Norm, so wird 
durch § 2, XVII die Berechnung von y (A) auf den Fall der primaren 
Classe zuriickgefiihrt. Setzt man 


[[#a =e, 
so ergiebt sich ‘ 


=a; ”".a;"...ax. WA), 


sodass Gleichung (14) allgemeine Geltung besitzt. 
Wendet man die gewonnenen Resultate auf den Fall » — 2 an, 
so erbalt man fiir A = Cl (a, | a,) 
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¥(A) = 2 BIA) ~all*9 


_O(p; 2) _ 1 
“aT eo (coin) “176 +) 
a)= (33) =? 
wo das Product sich ¢ auf die in 2 ‘aufgehenden Primzahlen erstreckt. 
i 
Beispiel: Fir 
a; = 3, a, = 90 


os 30 = 2.3.5 
a, 


Fiir 
n= 3, A= Cl (a,!a,|a,) 
ist 


. o(p; 2 (p; 2) 
v(A) = (2) 5A) = (*) Taoties: eat 


(3) = ma) = 


va) = (2) JJ+t >t pT +5): 
a 2} ~~ (3 
wo das erste Product sich auf die in 2 das zweite auf die in 2 und 
2 zugleich aufgehenden Primzahlen erstreckt. 


Beispiel: Fir 


a, = 2, a, = 210, a, = 6930 
ist 


@, = 3465 = 3?. 5.7.11, f= 16 =3. 5.7, a= 33 = 3. 11. 


13 31 57 133 4 
(A) = (3465)?. 3.3. ST SS. ~ — 36661716. 


§ 7. 
Einfihrung einiger Functionen, welche von mehreren Classen abhingen. 


Die Function y bildet die Grundlage fiir die Bestimmung anderer 
Functionen, welche fiir die Theorie der Moduln von Wichtigkeit sind 
und welche im Folgenden behandelt werden sollen. Dabei wollen wir 
nur Moduln und Classen von positiver Norm in Betracht ziehen. 

Ein Modul a von positiver Norm hat, wie man leicht erkennt, 
nur eine endliche Anzahl von Divisoren, welche sich (§ 2, IIT) auf die- 
jenigen Classen vertheilen, welche Divisoren von Cl q sind. Wir wollen 
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nun diejenigen Divisoren von a ins Auge fassen, welche einer be- 
stimmten Classe B angehéren. Sind 
bh, b; eee b; 
diese Moduln und bezeichnet E ein unimodulares System, so sind 
(§ 2, VI) 
b,£, 6,£,... bE 

die simmtlichen Divisoren von aE innerhalb der Classe B. Hieraus 
folgt, dass die Anzahl der Divisoren von a innerhalb B nur von den 
Classen A= Cla und B abhiingt. Wir bezeichnen diese Anzahl mit 

¢(A|B). 
In gleicher Weise erkennt man, dass die Anzahl der Vielfachen, welche 
ein Modul § der Classe B innerhalb der Classe A besitzt, allein eine 
Function der Classen A und B ist. Sie sei mit 

v(A|B) 
bezeichnet. Die Anzahl der Modulpaare q;, 6,, welche den Bedingungen 

Cl a =A, Cl h = B, (as, by) = 


geniigen, wird durch jeden der Ausdriicke w(A).¢(A|B), ¥(B).v(A|B) 
dargestellt, also ist 

I. (A) . ¢(A|B) = (B) . v(A|B). 
Ferner ergeben sich aus § 2, XV die Formeln 


¢(A|B) = J J eai8) 
o(A|B) = J Jocais). 


Nach § 2, III wissen wir, dass ¢(A|B) und v(A|B) von 0 verschieden 
oder gleich 0 sind, je nachdem A durch B theilbar ist oder nicht. 
Endlich gelten fiir jede Classe A die Beziehungen (§ 2, IV) 

IV. t(A| A) = v(A| A) = 1. 


Zu anderen Classenfunctionen wird man durch die folgenden Be- 
trachtungen gefiihrt. 

Sind die Moduln a,,a,,...0,, welche nicht alle verschieden zu 
sein brauchen, Divisoren eines Moduls ¢, so ist auch ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfaches [a,,a,,.-.4,] ein Divisor von c. Man kann 
sich nun die Aufgabe stellen, zu gegebenem c s Moduln a,, a), ... ds 80 
zu bestimmen, dass 

‘ [%,%,--- Gs] = C 
wird, eine Aufgabe, die natiirlich immer und im Allgemeinen auf viel- 
fache Weise lésbar ist. Etwas Anderes aber ist es, wenn man die 
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Bedingung stellt, dass jeder der Moduln q; einer bestimmten gegebenen 
Classe A; angehéren soll. Aus § 2, VII folgt der Satz: Ist es fiir 
irgend einen Modul ¢ der Classe [ méglich, ihn als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches von s Moduln a,, a,,... a; darzustellen, welche bez. 
den Classen A,, A,,... A, angehdren, so ist dasselbe fiir jeden Modul 
der Classe [ méglich. Allgemeiner: Die Anzahl der Systeme von je 
s Moduln a,,4,,...s, welche den Bedingungen 


Cla, =A,, Cla, —=A,,... Cla,=A,;3 [0,, a.,... a] =O 


geniigen, ist fiir jeden Modul c der Classe [ die niimliche. Wir be- 
zeichnen diese Anzahl mit 


7(T; A; A., -++ Ay), 


sie stellt eine Function der Classen [, A,,... A, dar, die in Bezug auf 
A,,--.A, symmetrisch ist. Die Frage, ob ein Modul ¢ der Classe [ 
sich darstellen lasse als kleinstes gemeinsames Vielfaches von s Moduln 
Q,,+++ Ms, welche bez. den Classen A,,...A, angehoren, fallt hiernach 
zusammen mit der Frage, ob y([; A,,...A,) > 0 ist. Die Entschei- 
dung hieriiber lasst sich natirlich in jedem gegebenen Falle durch 
eine endliche Anzahl von Versuchen herbeifiihren. Es handelt sich 
aber darum, ob man nicht allgemeine, leicht zu iibersehende Beziehungen 
aufstellen kénne, deren Bestehen zwischen den Classen [, A,, ... A, die 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Nichtverschwinden 
der Function 7(F; A,,...A,) darstellt. 

Nun erkennt man zunichst, dass y([; A,,...A,) nur dann von 0 
verschieden sein kann, wenn [ durch jede der Classen A,, .. . A, theilbar 
ist, Betrachtet man daher die Classen A,,..., A, als gegeben, so stellt 
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches [’ = [A,, ...A,] gewissermassen das 
Minimum unter denjenigen Classen [ dar, fiir welche 7([; A,,...A,) > 0 
ausfallt, indem niamlich erstens 7([’; A,,...As) >0O ist, weil der 
Hauptmodul von [’ das kleinste gemeinsame Vielfache der Hauptmoduln 
von A,,... A, ist, und zweitens jede der Bedingung 7(T; A,, ... As) >0 
gentigende Classe [ ein Vielfaches von [’ ist. Kine weitere Unter- 
suchung zeigt, dass unter den in Rede stehenden Classen [ auch ein 
Maximum existirt, d. h. eine unter ihnen, sie heisse [”, ist durch alle 
theilbar. Die Bildungsweise der Classe [” soll bald angegeben werden. 

Zu ganz analogen Resultaten wird man bei den Untersuchungen 
iiber den gréssten gemeinsamen Theiler von Moduln gefiihrt. Wir 
bezeichnen mit = 

0(A; A,, ... As) 


die Anzahl der Systeme von je s Moduln a,,...a;, welche bez. den 
Classen A,,...A, entnommen sind und einen gegebenen Modul » der 
Classe A zum grdéssten gemeinsamen Theiler haben. Betrachtet man 
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die Classen A,,... A, als gegeben, so liegen die simmtlichen Classen A, 


fiir welche 0(A;A,,...A,) > 0 ist, zwischen einem Maximum A’ und 
einem Minimum A”, sodass 


5(A3A,,...A) >0, 3(AA,,...A) > 0 


und jede andere Classe der betrachteten Art Divisor von A’ und Viel- 
faches von A” ist. Hierbei ist A’ offenbar der grésste gemeinsame 
Theiler der Classen A,,... As. 

Um zu den Classen [”, A” zu gelangen, hat man folgendermassen 
zu verfahren. Es sei 


A; = (Cl (air | aie | coe Gin) ((=—1, 2, ++. 8). 
Man bilde aus den simmtlichen s.m Invarianten 
Qy19 +++ Ging +++ Ast, +++ Agn 


der Classen A,,...A, ein Diagonalsystem K und bestimme dessen 
Classe K. Diese ist vom Grade s.m und offenbar unabhingig von 
der Reihenfolge der Classen A,,...A,. Die ersten » Invarianten von 
K bilden das Invariantensystem einer Classe n'*" Grades, welche wir 
den ,,Grenztheiler“ der Classen A,,... A, nennen und mit 


(JAy, «++ As|) 
bezeichnen, Ebenso’bilden die letzten » Invarianten von K das In- 
variantensystem einer Classe n'e" Grades. Dieselbe heisse das ,,Grenz- 
vielfache“ der Classen A,,...A, und sei mit 


[IAy,--- Asl] 
bezeichnet. Sie bildet das oben erwaihnte Maximum fiir die Classen [, 
bei denen 7([; A,,...A,) > 0 ist, und ebenso ist der Grenztheiler von 
A,,..- A, das Minimum der Classen A, fiir welche 6(A; A,,...A,) >0 
wird. Es ist nicht schwer, den Nachweis hierfiir zu geben, ohne auf 


eine allgemeine Bestimmung der Functionen 7 und 0 einzugehen. Es 
ersteht aber jetzt die Frage, ob auch umgekehrt fiir alle zwischen 
[|A,,..-A,|] und [A,,... A,] gelegenen Classen [ und fiir alle zwischen 
(A,,..-A,) und (|A,,...A,|) gelegenen Classen A die Functionen 
p(T; Ay,--- As) und 0(A; A,,...A,) > 0 ausfallen. Die Entscheidung 
hiertiber ist mir erst durch ein eingehendes Studium der Functionen 7 
und @ mdglich gewesen; er hat sich gezeigt, dass die angeregte Frage 
zu bejahen ist. Damit hat man alsdann den folgenden Doppelsatz 
gewonnen, welcher namentlich auch fiir die Theorie der Gruppen von 
vertauschbaren Elementen von Interesse ist: 

V. a. Damit ein Modul ¢ der Classe [ sich darstellen lasse als 
kleinstes gemeinsames Vielfaches von s Moduln a,,...a,, welche bez. 
den Classen A,,... A, angehéren, ist nothwendig und hinreichend, dass 
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[ zwischen dem Grenzvielfachen und dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen der Classen A,, ... A, liegt. 

b. Damit ein Modul » der Classe A sich darstellen lasse als grésster 
gemeinsamer Theiler von s Moduln a,,...«,, welche bez. den Classen 
A,,..- A, angehéren, ist nothwendig und hinreichend, dass A zwischen 
dem gréssten gemeinsamen Theiler und dem Grenztheiler der Classen 
A,,--+ Ay liegt. 

Im Folgenden wird der Nachweis dieses Satzes vollstiindig durch 
die Untersuchungen iiber die Functionen 7 und 6 erledigt. 

Aus § 2, XVI folgen die Relationen 


7 (FE; A, eee As) =—[[r«; Ay, +++ As) 
Vi. 7 aie 
5(A;A,,--. A) = [[*@: Ay, --- Ay). 
Pp 
Man ersieht hieraus auch leicht, dass man, um den Nachweis von V 
zu fihren, nur ndthig hat, ihn fiir primare Classen zu erbringen. 


§ 8. 
Die Functionen ¢ und » dargestellt durch die Function y. 


Wir wenden uns nun einer naheren Betrachtung der Functionen 
¢(A|B) und v(A|B) zu und wollen zuniichst zeigen, wie sich dieselben 
mit Hilfe von w-Functionen darstellen lassen. Es kann dies in ver- 
schiedener Weise geschehen. 

Es sei A= Cl (a,|a,|.-.a,), B= Cl (b,|b,|... 02), a ein be- 
liebiger Modul von A, endlich seien 


(1) by, ba, ere byiB) 


die simmtlichen Moduln von B. Der Modul a ist durch a,.e¢ theilbar 
(§ 2, X); ist also a durch bh, theilbar, so ist a auch theilbar durch 
[a,e, bz], und umgekehrt. Die Moduln 


(2) [a,¢e, by], [a,e, bo], .-. [a,e, bya] 


gehéren simmtlich der Classe [a,E, B] an (§ 2, XI), und eine einfache 
Ueberlegung zeigt, dass jeder Modul von [a,E,B] in der Reihe (2) 


; tnt »(B) 
gleich oft, mithin eae, By ™ vorkommt, Da a durch ¢(A|[a,E, B]) 


Moduln der Classe [a,E, B] theilbar ist, so erhalt man den Satz. 
I. Ist a, die erste Invariante der Classe A, so ist 
¥(B) 
t(A\IB) = —aa,e, 8) * @Al(%E, B)). 
Ferner gilt der Satz: 
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II. Haben die Classen 
A= Cl (a,|a,|...a@,) und B = Cl (b,|b,| ... bn) 
dieselbe erste Invariante a, = b, und wird 
A’ = Cl (a.|... Gn), B= Cl (b,|... da) 
gesetzt, so ist 
¢(A|B) = ¢(A’|B’). 

Beweis: Es sei A das Hauptsystem von A, a seine erste Zeile, 
; Md A =a, a‘ der Hauptmodul von A’, 6 = Md B irgend ein Divisor 
von q innerhalb der Classe B. Ist 


By, -.- Bie 
B— (: 3 

Dat eee Dan 
und werden mit £,, B,,... 8B, die Zeilen von B bezeichnet, so ist zu- 
niichst 6 = Md (6,,...B,) und, weil a durch 6 theilbar ist, mithin 
die Zeile a dem Modul 6 angehért, 6 — Md (a, B,,... B,). Aus 
ClLB=B, a,— 6, folgt, dass die Elemente 6, simmtlich durch a, 
theilbar sind. Setzt man nun bj; = ma, (i=—1,...n), Bs —mae=—y, 


so wird 6 — Md (a,7,,... 7a). In y ist das erste Element — 0; 
bezeichnet y;,’ die nach Weglassung dieser Null zuriickbleibende Zeile 
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1 von » — 1 Elementen, so ist 6’ = Md (y;,... 7) ein Modul (m —1)' 
1 Grades. Ist 
sd . bi eee Bin-1 
7 (3) B’ -( ; 
| bau +++ On—an—1 
: irgend eine quadratische Basis dieses Moduls, so ist 
. a,0 ...0 
h ao 0 bi eee Din—1 
(4) Bal .. 
O bau. ++ Op-19—1 
? eine Basis von b. Aus Cl B =B folgt leicht Cl b’ = Cl B’= B, und 
, aus der Theilbarkeit von a durch b ergiebt sich, dass a’ durch }’ theil- 
!) bar ist. Umgekehrt ist Folgendes leicht zu ersehen: Hat man zwei 


quadratische Systeme B’, B, wie sie durch (3) und (4) dargestellt 
werden, und ist Md B’= }’ Divisor von a’, Cl B’= B’, so folgt, dass 
Md B =} ‘Divisor von a, Cl B =B ist. Endlich erkennt man, dass 
in der angegebenen Weise der Modul b’ durch den Modul 6 und ebenso 
der Modul 6 durch den Modul }’ eindeutig bestimmt ist. Es hat also 
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a in der Classe B ebensoviele Divisoren wie a’ in der Classe B’, 
d. h. es ist 
¢(A|B) = ¢(A’|B). 


Es sei jetzt A= Cl(a,|a,|... a,) theilbar durch B = Cl(b, |b, |... dn) 
und es werde 
Cl (@i41| @i42|..- Gn) = Ai, 
Cl ([a;, b:41]|[as, bi42]| - -- (4%, bn]) = Bi, 
Cl ([ae41, be4s] | [ae41, bi-4e]] --- Carr, bal) = Bi, 
Gawd t....0—h 


(5) 


gesetzt. Dann ist m 

B; = [a;4,E, Bj] 
und daher (Satz I) 
vCO . 4A|B) 
(B,) “i 


ferner ist [aj+1, 0:41] = a;41, woraus (Satz IT) 
t(A:|B,) = t(Ac41|Br41) 


folgt. Beriicksichtigt man endlich, dass ¢(A,-1|B,-1) = 1 ist, so ge- 
langt man zu der Formel 


t(A;| B;) = 





(B)¥(B,) --- ¥(By—a) 
»(B)»(B,)...~(B,_») 


Die Function v(A|B) lasst sich unter Anwendung zweier Sitze, 
welche ein dualistisches Analogon zu den unter I und II angegebenen 
bilden, ebenfalls als Quotient aus Producten von w-Functionen dar- 
stellen. Dasselbe kann aber auch erreicht werden, indem man die 
Formeln § 7, I und die soeben fiir die Function ¢(A|B) gefundene 
anwendet. Man erhalt dann 


IV. »(A|B) = 


Ill. ¢(A|B) = 








v(A) (By) --- (Bye) © 
v(8)w(B,)... o(B,_2) 
Die weitere Ausrechnung der Functionen ¢(A|B) und v(A|B), bei 


welcher wir uns auf primire Classen beschrinken kénnen, soll erst an 
spaterer Stelle erfolgen. 





§ 9. 
Darstellung der Function 7 durch ¢-Functionen, der Function d durch 
v-Functionen. 

Nachdem in § 8 gezeigt worden ist, wie sich die Functionen ¢ 
und v durch -Functionen ausdriicken lassen, soll nunmehr dargethan 
werden, wie man mit Hiilfe der Functionen ¢ und v die Functionen 7 
und @ darstellen kann. 
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Es seien A,,...A,, 1, A beliebige Classen n'e* Grades, und 


af? @) (i) 


» WZ, +++ Ap(A) (¢—=1,2,...8) 


die simmtlichen Moduln von A;. Die Anzahl der Systeme zu je 
s Moduln 


(1) Qn) gy + += ays 


welche bez, den Classen A,, A,, ... kK angehoren, betrigt 


%(A,)- ¥(Ay) ..- W(A,). 
Die Anzahl der Systeme (1), fir welche das kleinste gemeinsame 
Vielfache 
@) [ol of... a 


gleich einem bestimmten Modul einer Classe © wird, ist durch die 
Function 7(0; A,,...A,) dargestellt. Ist daher c irgend ein Modul 
von [, so ist die Anzahl derjenigen Systeme (1), fiir welche (2) irgend 
ein der Classe © angehdriger Divisor von ¢ wird, gleich 


t(F|O).7(0; Ay, ... Ay)s 


Um endlich die Anzahl aller Systeme (1) zu erhalten, fiir welche (2) 
irgend ein Divisor von c wird, hat man nur die Summe 


> #010) 7(05 Ar, -- Ay) 
(2) 


zu bilden, in welcher © alle Classen n‘e" Grades durchlauft. Bedenkt 
man aber, dass der Modul (2) stets und nur dann Divisor von ¢ wird, 
wenn alle Moduln des Systems (1) Divisoren von ¢ sind, so erkennt 
man, dass die zuletzt berechnete Anzahl auch durch den Ausdruck 


t(F|A,) .2(F]A,) ... e(F] Ay) 
dargestellt wird. Man erhialt daher die Relation 


E>) H(F|©) 705 Ay, --As) = A(FLA,) ««. E(PJAY). 
() 


Diese (fiir jedes System von Classen [, A,,...A, geltende) Relation 
reicht nun vollkommen hin, um die Function y zu definiren. 

Zuniachst erkennt man aus I, dass 7(;A,,...A,) verschwindet, 
wenn [f nicht Vielfaches jeder der Classen A,, ... A, ist. In diesem 
Falle nimlich verschwindet das Product auf der rechten Seite von I. 
Setzen wir jetzt unsere Behauptung fiir alle Divisoren von [ mit Aus- 
nahme von [ selbst als bewiesen voraus, so verschwindet fiir jedes 
von [ verschiedene © ein Factor des Productes unter dem Summen- 
zeichen, wahrend ¢([|f) = 1 wird. Man erhalt daher 


P(T;A,,...A) =0. 


Mathematische Annalen. LII. 
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Sremirz. 


Hieraus folgt, dass man fiir jede Classe [ der Relation I die Form 
geben kann: 


(3) S4(F ©) . F(O; Ay, --- A) = ACPA)... E(FAY), 
(0, r)=0 
(0,I")=I" 


wo [’ das kleinste gemeinsame Vielfache der Classen A,,... A, bezeichnet 
und die Summation sich auf alle zwischen [ und [’ (mit Einschluss 
der Grenzen) liegende Classen © erstreckt, wie dies durch die unter 
das Summenzeichen gesetzten Bedingungen 


(0,1F=—9, @6,r)=P 
gekennzeichnet ist. Ist daher [—T["’, so erhilt man einfach 
V(T’'5 Ay, +. As) = E(P'|A,) .. . (FA), 
ist aber [ ein Vielfaches von [’, jedoch von [’ verschieden, so denken 
wir uns der Berechnung von 7(f; A,,...A,) die Berechnung derjenigen 
(nur in endlicher Anzahl verhandenen) Ausdriicke (0; A,,... Ay) 


vorangegangen, in denen © zwischen [ und [’ liegt und von [F ver- 
schieden ist. Man erhalt dann aus (3) 


Ta, 7(F; Ay, +A, = #(FJA,) ... EFA.) — >) #(F 0) 7 (0; Ay, --- Ad) 
(0,1)=@ 
(0,r)=r" 
o+r 
und hier stehen auf der rechten Seite nur bekannte Grissen. 
In gleicher Weise erhalt man fir 0, wenn 


(Ay, «++ Ay) = 
gesetzt wird: , 


I. >) 0(@|A)5(0; Ay, ... A) = 0(A,|A)... 0(As|) 


@ 
Ta. 5(A 5 Aj,..+A) = 0(A\|4)...0(A1A) — >1v(@[A)5(05A,...A). 
Or=6 
@+4 


Die Recursionsformeln Ia, Ila zeigen’, dass man die Functionen 
y und @ aus ¢- bez. v-Functionen durch die Operationen Addition, 
Subtraction, Multiplication zusammensetzen kann. Diese Darstellung 
ist aber wesentlich complicirter als die Darstellung der Functionen ¢ 
und v durch w-Functionen. Wiahrend niamlich bei dieser die Anzahl 
der darstellenden ~-Functionen durch den Grad m der betrachteten 
Classen beschrinkt ist, ist die Anzahl der bei der Darstellung der 
Functionen 7(f;A,,...A,), 0(A; A,,...A,) verwandten ¢ und v-Fune- 
tionen zwar in jedem einzelnen Falle eine endliche, sie ist aber, wenn 
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35 
auch der Grad m und die Zahl s gegeben sind, an keine obere Grenze 
gebunden. Ferner wird durch die hier in den Formeln auftretende Sub- 
traction die Beantwortung der Frage nach dem Verschwinden der y- 
und 6-Function sehr erschwert. Diese Schwierigkeiten werden besei- 
tigt, indem es gelingt, die fiir die Functionen 7 und 0 gewonnenen 


Ausdriicke umzuformen in Producte von Functionen, welche eine 
leichtere Uebersicht gestatten. 


§ 10. 
Vorbereitende Betrachtungen. 


1. Wir beschrinken uns von nun an auf die Betrachung primirer 

Classen. Eine solche Classe 
A = Cl (p"| p™|... pr) 
ist vollkommen bestimmt durch das Exponentensystem 
(1) a eee 
und die Primzahl py, Denken wir uns nur das Exponentensystem (1) 
gegeben, so haben wir es mit einer sog. ,,halbbestimmten“ primiren 
Classe zu thun. Unter den kleinen griechischen Buchstaben sind im 
Folgenden stets halbbestimmte primare Classen zu verstehen. Ist @ 
eine solche Classe und (1) das System ihrer Exponenten, so schreiben 
wir auch 
a = cl (7,|7,|... %n)- 
Ist wie in § 6 
v; =e af, = ¢, 


Toph ety 


Ta-g pi =n =e, 
QS eyes << ey 
so erhailt man (§ 6, III; a, b) 
> ili %) a 
> (p; ) 
(2) ~~" F (ps 6) 9(P; &)-.. (Ps &) 


ith — %—1) 
=" -9(P5M,8;)9 (Pj N—S}, 82) G9 (P}N—S,—-"— Se-2 Sk-1)- 





als ganze Function der unbestimmten Primzahl p. 

Werden mehrere Classen a, B ... gleichzeitig betrachtet, so ist, 
vorausgesetzt, dass fiir alle die unbestimmte Primzahl p dieselbe ist. 
Hiernach ist klar, was Ausdriicke wie ,,a ist theilbar durch B“ u. a. 
bedeuten. Hat man s Classen 


3* 
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: yy Maye. My 
und ist 


a; = cl (a;1| ai2| ..- Gin) (ta=1,...8), 

Y = [a,,.. . a] = cl (¢,'|.- . en) 
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches 

0 == (a,,... &) = cl (d,'| ... ds) 
ihr grésster gemeinsamer Theiler, so ist c, (k—=1,...m) die grdsste, 
dy die kleinste der Zahlen a,;,...a,,. Ferner ergiebt sich aus der 
in § 7 gegebenen Definition leicht, wie man das Grenzvielfache 
y” =([|a,,...a@,|] und den Grenztheiler 0° —(|a,,...a,|) der 
Classen a,...a, zu ermitteln hat: Man ordne die n.s Exponenten 
von «,,...«@, nach ihrer Grésse (sodass sie eine nirgends abnehmende 
Reihe bilden). Sind dj,...d, die m kleinsten, cj, ...c, die  grdssten, 
so ist 

yp’ =cl(ci|...c), 8 =—cl(d|...d,). 

Dass « durch B theilbar ist, driicken wir durch die Ungleichung 
a>f6 oder B< a aus; die Bezeichnungen a > 6, B < a@ schliessen 
die Gleichheit der Classen @ und 6 aus. 

Ist die Ungleichung « > 6 nicht erfiillt, so verschwinden ¢(a|B) 
und v(«|f) identisch, d. h. fiir jedes p. Sonst ergiebt sich die Be- 
deutung von ¢(a@|f) und v(a|) aus den Formeln § 8, III, IV, ebenso 
wie die der Functionen 7(y; «,, ...a,), 0(0; a, ...,) aus den 
Formeln § 9, Ia, Ila. Alle diese Functionen sind, wie man leicht 
erkennt, ganze Functionen von p. Die Darstellung gewinnt an An- 
schaulichkeit, wenn wir hierbei p als eine im reellen Gebiete beliebig 
veranderliche Grésse betrachten. Wir bringen dies fusserlich zum 
Ausdruck, indem wir den Buchstaben p durch 2 ersetzen. 

2. Somit haben wir jetzt 


=> 9 & (¢4— %) 2 
an le (x; ) i. 
Y(a) = a “ ® (a; 8)... O(a; 5) 





> *% (4-4-1) 

== gmt G(X; , S)... g("; M—S, — +++ — Se-2, Se-1), 
WO S,,-.+ Sk, &,- -,e ihre friihere Bedeutung haben. Sind also die 
Exponenten von @ nicht numerisch gegeben, so muss man, um den 
Ausdruck (a) bilden zu kénnen, noch die Zahlen s,,...s,; haben, 
d. h. es muss von zwei aufeinanderfolgenden Exponenten noch gesagt 
sein, ob sie gleich sind oder nicht. Noch grésseren Unbequemlich- 
keiten ist man bei den Functionen ¢ und v ausgesetzt, und die Be- 
handlung der Functionen 7 und @ wird dadurch ganz uniibersichtlich. 
Man kann diese Schwierigkeiten beseitigen, indem man die Exponenten 
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durch andere Gréssen ersetzt, welche unter dem Namen _,,Indices* 
in die Betrachtung eingefiihrt werden mégen. 

Als ,,Reihe der Indices‘‘ einer Classe a bezeichnen wir eine un- 
endliche Reihe ganzer Zahlen 


Bap Gay Gays +5 
deren his Element a, angiebt, wie viele Exponenten von a kleiner 
als h sind. So gehéren z. B. zu den Classen 
‘tin el (2|3|3|5|8); el (0| 4| 7) 
0, 0, 1, 3, 3, 4,4 4, 5, 5,5,...; 1,1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3,...; 
Man erkennt leicht die Richtigkeit der folgenden Sitze: 


1) Die Reihe der Indices einer Classe n'e" Grades @ ist eine un- 
endliche niemals abnehmende Reihe ganzer nicht negativer Zahlen, 
welche bis zur Zahl » ansteigt. 

2) Umgekehrt ist jede Reihe, welche die unter 1) angegebenen 
Kigenschaften besitzt, Reihe der Indices fiir eine gewisse Classe a 
vom Grade n. 

3) Der Definition zufolge giebt der h'e Index von @ an, wie viele 
Exponenten < h sind. 

4) Umgekeht giebt der h'e Exponent von @ an, wie viele Indices 
< h sind. 

Man kann sich die Reihe der Indices a,, a,, ... einer Classe a 
auch nach der negativen Seite hin fortgesetzt denken. Es ist dann 
a = 0, a1 =0, a.g=—0,... zu setzen. 

Wir fiigen nun zu den Siatzen 1) bis 4) noch die folgenden, deren 
Beweis ebenfalls leicht ist. 

5) Sind @ und 6 Classen vom Grade m, a, (wo ftir h jede ganze 
Zahl zu setzen ist) die Indices von a, b, die Indices von £, so ist die 
Ungleichung « > 8 dann und nur dann erfiillt, wenn fir jedes h, 
an < b, ist. 

Es seien jetzt 

Ai, Boy. +o My 
Classen n'™ Grades und es werde 


[@,, &%,... 0%) = yy, (@, , Ga, . ++) == J, 
[|@,,@,.-- O|J =", (|@y, G5. . &%|) = 0” 
gesetzt; mit a\? (i—=1, 2,...8), cn, di’, x’, a’ seien die Indices der 
Classen a; (i=1,2,...58), y’, 0, y”, 0” bezeichnet. Aus 5) folgt: 
6) Der he Index ¢,’ des kleinsten gemeinsamen Vielfachen y’ von 
@,,...a; ist gleich dem kleinsten, der h'e Index d,’ des gréssten gemein- 
samen Theilers 0’ von «,,...a, gleich dem gréssten unter den h'™ 


Indices a}, ... af? von a,,... Gs. 
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Fiir die Reihen der Indices des Grenzvielfachen und des Grenz- 
theilers erhalt man den Satz: 


7) Der he Index ¢,” des Grenzvielfachen y” der Classen a,,...0, 
ist gleich der grésseren der beiden Zahlen 


O und » ~ al’) = (> a) — (s—1)n, 


i=l i=1 


der h'* Index d,” ihres Grenztheilers 0” gleich der kleineren der beiden 
Zahlen : 
m und » ay. 
(i) 


Dabei sind mit a,’ die Indices von a; bezeichnet worden. 

Aus 4) ergiebt sich leicht: 

8) Zwischen den Indices a, und den Exponenten @,,.. .G@, einer 
Classe « besteht unter anderen die Relation 


(1—n)a, + (8—n)a, + (6—n)@,+- --+(n—1)a, = >) ax(n—ai). 


Die Grenzen, bis zu welchen die Summation erstreckt werden 
muss, brauchen nicht angegeben zu werden, da die Relation jedenfalls 
richtig ist, wenn man h alle ganzen Zahlen durchlaufen lisst. 

3. In §6 ist die Function g(x; , m) eingefihrt und fiir alle 
ganzzahligen Werthe von m und m definirt worden. Wir stellen hier 
einige Formeln und Satze, welche diese Function betreffen und welche 
wir spater brauchen, zusammen. 

b (1— 2") (1—a"*~1)--- (1-4) 

1) g(x; ™, m) (1—a)(1— a) --- (1— a2) 
2) g(a; 0,0) —1. 
3) g(a; n,m) =O fir m< 0. 
4) g(x; 0,m) =0 fir m20, g(x; 0,0)—1. 
5) g(a; n,m) = g(x; n—1, m) + 2*-™g(x; n—1, m—1). 
6) gz; ,m) = =g(e; n—1,m—1) + 2™g(z; n—1, m). 
T) g(x; ”, m) = gem) g (=; n, m). 
8) g(x; 8,9) .9(%} s—g, 7) = g(a; 8,7). g(u; s—r, 9). 
sleet: m(m—1) 

9) g(x; —n, m) = (—1)"a 2 g(z; n-+-m—1,m). 
10) g(a; n,m) = g(x; n,n—m) fir n>O0. 


x (a; n) 7 
11) 9 (=; n,m) ~ Sn den oa fir n>m>0. 


12) In allen Fallen giebt die Entwickelung von g nach Potenzen 





fir m> 0. 
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von x nur eine endliche Anzahl positiver und negativer Potenzen und 
sind die Coefficienten ganze nicht negative Zahlen. 

13) Fir n>0 ist g(x; m, m) eine ganze Function von 2, fiir 
n>0, m=O verschwindet dieselbe nicht identisch. 


§ 11. 


Die Functionen (a), ¢(a|B), v(a@|B), dargestellt mit Hilfe der Indices. 


Hat die Classe amd @l&|...%) 


die Indices a,, so stellt a, —a,—1 die Anzahl derjenigen Exponenten 
dar, welche gleich h—1 sind. Beriicksichtigt man daher, dass 
(xz; 0) = 1 ist, so erhilt man nach § 6, III die Formel 


(1) P(x) ae eB MAT EM ate HOD ay , # (a; a) 


[]* @ 4-4-4) 
A 
D> ("—) 4a 


gi MatB—n) a+ +(m—1dy yh 





Es ist aber (§ 10, 2, 8)) 


M7 ) 
ferner 
O(a; m—a, 4) (2; 4) 
O(a; m) -lTiear=ay ~8(@; n—a,) . (x; a,_4)’ 








®(a; n) od (2; nN — A, 1) 
IT & (a; a, — a, 1) I] 3 (au; n—a,) O(a; a, — a1) 
. -[]7 (a3 a) 

. O (x; a1) F(@; @, —a_1) 

=[[oG:; nm — A-1,  — an) 
h 

=[Jo(4; a, 0-4) (810, 3,11), 
h 


und daher unter Beriicksichtigung von § 10, 3, 7) 





S(t) a 


LL v(a) =a * [TG nm — A~1, n —ay) 


("—4, )@ 
_* ae IT9G an, a1) 


>("-) @,-1 


=z g(a; %— ar-1, N— A) 
h 


DS ("—4h) %—1 
== g* [Toe G,, Gr—1)« 
h 





Ist von den Classen 

a = cl (a,'|... an), 

B = cl (b,'|.. . bx) = By 
die erste durch die zweite theilbar, so ist (§ 8, IIT) 

® (8B). 9(B:) .--¥(B,-2) —-¥ (B). ¥(B1) .--  (By_1) 

2 t a = — = = — = _ -° 
©) Keo) -¥ @)-- 9-3) 9@)- #6) 6.) 
Dabei ergiebt sich die Bedeutung der Classen 

B= fo, B, Bs (i—1,...m—1) 
aus § 8, (5). Wir bezeichnen mit 

ay, bd, = di, BY, OY, OP (= 1,...n—1) 

die Indices der Classen 
a, B= fo, B = po, Bi, Bi 


und erhalten, weil 6; und B; (i =0,...~—1) vom Grade m— i sind, 


So-1-)? 
¥(B) =a" IToG oP, bi1) 


Dd (o-1-Wyw? 
oG)— at” TT 9G: 8, Bes 


also nach (2) 





n—i-dy)) oh) — (n—s3) n—1 g(-,; j 
(3) ely -aP Das) o(4; 99; 0) 


yr det 9(2s BP, BE) 


Wir wollen den eben gefundenen Ausdruck so umformen, dass er nur 
die Indices von @ und # enthilt. 


Fiir a, <i ist der Exponent von a a; =h, daher werden, wie 
aus § 8, (5) zu ersehen, bf? — 0, bY — 0, 


fiir a, = 1% ist aj Ch <aj4s 


mithin 
i =—0, =k —i—h — a, 
fiir a, > 7 ist ajgi <h, 
daher wird 
bf) == df — b, — i. 
Hieraus folgt 


(n—i — bY) bY — (n—i— BY) OY =O fir i> ay, 
= (% —_ Da) an om a) fir i= an; 
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(4) 32 (n—i—0)) 09 — (n—i—B) 1 = S"(n—bs) (Ci —aw). 
i=0 A 


Die Summe rechts ist tiber alle h zu erstrecken, fiir welche a, einen 
der Werthe 0, 1,...%—1 hat; da aber a, ausserdem nur noch gleich 
m sein kann und in diesem Falle auch b, =m wird, so brauchen wir 
dem h keine Beschrankung aufzuerlegen. Ferner ergiebt sich 


o(=; , oo :) 


ne. ills. fir i2 
9(2; 9, 3 3, 50.) oor 


—_ 9(E; Da— G1, bra — Gy) fiir ¢ = a1, 


o(2 ; oi) ’ of.) 
” ithe B®, B,) —[T9Gs = My dra — a1). 


i=0 





> —,) (o»— 4) 


Il. t(a|B) = x* : TT G; bh —-1, bs—-1—a_-1) 
h 
Se by) (h—1-2A—1) 
as g* 9(@; bx— Gar, Das — ays) 


> (*—*a) (2a) 


=z [TG bs—aa-r, bs—br-s) 
A 


>) (*a-1-4—-1) 
=gh T[ 9: ba—an—1, Dy — Da-1) 
A 
(§ 10, 3, 10)). 
Nach § 7, I hat man jetzt 
v(a) ge ee (nn) (%—an} 
6) (|B) = $9) t(«|6) — 


mW %, a,_,) o(=; b,—%_1) o,-1 — 4-1) 





h o(=; dy» b,-1) 
Es ist aber 
> {("—2%) 20— (* Pr) ont (® Pr) (P49) } > (nh) % 
(1) @ =x , 


und nach § 10, 3, 11) der Ausdruck hinter dem Productzeichen gleich 
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(a; a, & (a; b,_,) (a; b, — b,_,) 





# (x; a _1) F(a; @,—4)_1) ‘ ® (x; b,) 


& (@; b,_1—4,_1) F(x; 6, —b,_4) 





Da nun 


& (x; a) , O(e;b1) 14 
Tee @,-1) = B(x; n), I] 3 (a; b;) — (a; 2)’ 
IT & (x; b,—a,_1) ai IT & (x; b,—a_1) 
‘ #(x; a, — a_,) O(a; b,_;—4_1) . (a; a,—a,_,)#(x; b, —@,) 


= T]sG: by — G1, b,— an) , 
h 














so geht (6) iiber in 


(1-40) % 
Ill. a IT9G: ba — Qa-1, bs — an) 
> ('—%) M1 
=" T] oe; bi — Qn-1, D4, — an) 
A 


(4,—@,) @ 
it a T]oG: ba — Gy-1, dy — dys) 
h 


> 2) 1 
=z T]o@: b, — ai, a, — @-1)- 
h 


Alle diese Ausdriicke sind unter der Voraussetzung hergeleitet 
worden, dass a> ist. Ist aber diese Voraussetzung nicht erfiillt, 
so kann man h so wahlen, dass bj1 < a1 < b, ist, dann wird 

g (; 4 a— M1, Oh-1 — ay-1) = 0, 

9(@; ba—G-i, Kr — G1) = O,7 
1 

g <; bh — aa-1, On — bss) = 0, 

9 (%; bx.—aa-r, bx—Dhu) ==, 


die vier unter II angegebenen Ausdriicke verschwinden also identisch, 
und dasselbe gilt von den vier Ausdriicken III, Da nun in dem hier 
besprochenen Fall thatsichlich ¢(a| 8) — 0, v(«|B) = 0 ist, so bestehen 
die angegebenen Formeln ohne jede Eiuschrinkung. 
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§ 12. 
Die Grade der Functionen y, ¢, v, 7, 0. 


Da es im Folgenden nirgends mehr ndthig sein wird, Classen 
verschiedenen Grades neben einander zu betrachten, so sei jetzt fest- 
gesetzt, dass der Grad aller vorkommenden Classen mit » bezeichnet 


werde. 
Die Formeln § 11,1 zeigen, dass y(a) eine ganze Function von z 
) mit ganzzahligen Coefficienten ist, dass der Coefficient der héchsten 
Potenz von « gleich 1 und der Grad von (a) gleich 
(1) > (n—aa) ay 
h 


ist, wenn mit a, die Indices von a@ bezeichnet werden. Ist B ein 
Divisor von «, so sind (§ 11, II, III) ¢(a|B), v(a|) ebenfalls ganze 
Functionen von z mit ganzzahligen Coefficienten, und es ist auch bei 
ihnen der Coefficient der héchsten Potenz von 2 gleich 1. Als die 
Grade der Functionen ¢(a@|8), v(a|8) ergeben sich, wenn mit b, die 
Indices von B bezeichet werden, die Ausdriicke 


(2) P (n — by) (b,— aa), 
(3) P (d, i ay) 7 


Fiir die Functionen 7(y; a,,...a,), 0(0; a,,...0) haben wir 
* nach § 9, Ila, IIIa die Relationen 


t (75 & ++) == t(y|a,)... E(y| a5) —> t(y |e) 7 (ws %,+--M), 
(4) y Su<y 


5 (B5 04 5-..0t2) = v(a,|9)...0(a4|8) — >” v(w|d) 5 (ws ot, 04), 
J>u>d 
worin y =[a,,...@,], 0’ = (a,,...«,) ist und die Summation tiber 
alle diejenigen Classen w zu erstrecken ist, welche den unter den 
Summenzeichen angegebenen Bedingungen gentigen. Aus (4) und den 


h ‘ Eigenschaften der Functionen ¢ und v ersieht man, dass 7 und 0 ganze 
- : Functionen von x mit ganzzahligen Coefficienten sind, ferner, dass 7 
verschwindet, wenn die Bedingung y>y’ nicht erfillt ist, dass 6 
verschwindet, wenn die Bedingung 6 < 0’ nicht erfiillt ist, 

Wir wollen zunachst den Grad von @ naher untersuchen und 
setzen 0 < 0’ voraus. Der Coefficient der héchsten Potenz von x kann 
in keiner d-Function negativ sein, weil die Function fir keinen Prim- 


iene 


TS PH) 


on 


7 % 
sia 
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zahlwerth von x negativ sein kann, indem sie alsdann eine gewisse 


Anzahl darstellt. Aus (4) folgt daher, dass der Grad von 0(0; a,... &) 
héchstens gleich dem Grade von v(a,|0)...v(a,| 6) d. i. — wenn mit 


as’, d die Indices von a; (i—1,...s), 3 bezeichnet werden — 


(6) yya- ) al? 


i=1 
sein kann und dass nur die beiden folgenden Falle méglich sind: 
Entweder sind die Grade der Functionen 
(6) v(wld)d(u; a, ... &) 
(6 >> 9) simmtlich kleiner als der Ausdruck (5); dann erreicht 


den angegebenen Maximalgrad und der Coefficient der héchsten Potenz 
ist 1. Oder es steigt von den Functionen (6) eine bis zum Grade 


Yd @- aya 
i=1 h 


an, dann bleibt der Grad von 0 hinter diesem Ausdruck zuriick. 


Wir wollen beweisen, dass die Function 3(0; «,,...«,) den an- 
gegebenen Maximalgrad (5) dann und nur dann erreicht, wenn die 
Classe 0, welche bereits als Divisor von 6’ vorausgesetzt wurde, ein 
Vielfaches des Grenztheilers 6” der Classen «,, ... a, ist. — Bezeichnen 
wir zu diesem Zweck mit m, die Indices der variabelen Classe uw, so 
ergiebt sich als Maximum fiir den Grad von 


v(w|d). 0(w; a,,... a) 
der Ausdruck 


(7) 2 (d,— my) m, + > 2 (m,—a'?) at? 


i=1 


- > Duara — D{a-m (Se at) — ml 


Es wird ferner (§ 10, 2, 7) u. 5) 0 dann und nur dann ein Vielfaches 
von 0” sein, wenn fiir jedes h 


(8) dy < > al? 
ist. eo 

Ist nun diese Ungleichung bestindig erfillt, so folgt aus u > 0, 
dass kein Glied der Summe 


@) 2 {a—m (( af) — m)} 
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negativ wird. Dagegen muss wenigstens ein positives Glied in der 
Summe vorkommen, da die Gleichheit von wu und @ ausgeschlossen ist, 
also wenigstens fiir ein h die Differenz d,— m, und somit auch 


(>) —m,>0 


i=1 
ausfallt. In dem betrachteten Falle ist daher der Ausdruck (7) fir 
jedes w kleiner als der Ausdruck (5). 
Wenn dagegen die Bedingungen (8) nicht durchweg erfiillt sind, 
so setzen wir 
(3, *] =e, 


dann ist der Index m, von w’ gleich der kleineren der beiden Zahlen 


ay und dy, und die Classe u’ kommt, weil 0’ > wu’ > o” ist, unter 


i=1 


den Classen w vor. Aus m< e al folgt nach dem soeben Be- 
i=] 


wiesenen, dass die Function d(u’; a,,...4,) wirklich bis zum Grade 


a (m; — ah”) af? 
h 


i=1 


die Function 


v(w'|d). (u's a,,... a) 
bis zum Grade rey ; 


i=1 
ansteigt, und da iiberdies das Product 
(dy — mi) ((Se) - ni) 
i=1 
fiir jedes h verschwindet, so wird der Grad von 


gleich v(w'|d) 0 (ws a, ... a) 
eic 


& 


> Da aral. 
h 


i=1 
In ganz ahnlicher Weise ergeben sich fiir die Function 


V(V5 & y- ++ Me) 
die folgenden Resultate: 
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Ist y ein Vielfaches von y' = [a,,...«,] so ist P(y; a,,... a) 
héchstens vom Grade 


(10) > Py (n — ah’) (a —«), 


wo mit ¢, die Indices von y bezeichnet worden sind, Die Function y 
erreicht diesen Grad, wenn y Divisor von y”=[|a,, ... |] ist, und der 
Coefficient der héchsten Potenz von x ist alsdann = 1; in den anderen 
Fallen wird der Maximalgrad nicht erreicht. 

Da die Functionen 7 und 6 in den Fallen, in welchen der an- 
gegebene Maximalgrad erreicht wird, nicht identisch verschwinden, so 
miissen sie, sobald x eine gewisse positive Grésse tiberschreitet, stets 
positiv bleiben. Es wird sich spater zeigen, dass dies schon fiir x > 1 
eintritt, dass daher die Functionen fiir keinen Primzahlwerth von x 
verschwinden. Ferner wird es sich herausstellen, dass in den tibrigen 
Fallen, fiir welche bisher nur gezeigt wurde, dass jener Maximalgrad 
nicht erreicht wird, die Functionen 7 und @ identisch verschwinden. 

Damit ist alsdann der Beweis des Satzes § 7, V vollstaindig ge- 
fiihrt. Um aber dahin zu gelangen, geniigt es nicht, die Grade der 
Functionen 7 und @ zu betrachten. Wir miissen ihre Natur niher 
untersuchen und wollen zunichst diejenigen Functionen ins Auge 
fassen, aus denen sich, wie spater nachgewiesen wird, die Functionen 
y und @ durch Multiplication unter Hinzufiigung eines Factors, der 
nur eine Potenz von « ist, herstellen lassen, in derselben Weise, wie 
die Functionen y, ¢, v mit Hilfe der g-Functionen ausgedriickt wurden. 


§ 13. 
Die w-Functionen. 


1. Wir bezeichnen mit 
. oo (2|K\e|Qy, 145 Qo» 23 ++ + sy Ms) 
die Summe 
m(m—1)_, 
(1) Sys % . g(wse, m) g(@3 a4 —m, 71) 9 (5 G2 —m, 72) 
” «++ G(LZ3 Qs—™M, 1s). 


x heisst das Argument, k der erste, e der zweite Parameter der 
o-Functionen, g, und r, bilden das erste, g, und 7, das zweite,... 
q; und r, das s‘* Parameterpaar. Alle Parameter sollen ganze Zahlen 
sein, und die Summe erstreckt sich tiber alle ganzen Zahlen m. Ist 
e >0, — und auf diesen Fall kénnen wir uns hier beschrinken — so 
ist nur eine endliche Anzahl von Gliedern der Summe von 0 ver- 
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Die w-Function ist dann eine rationale Function von 2, 


welche nur fiir «<0 und 2 =oo méoglicherweise unendlich werden 


kann. 


Die Function (1) soll eine ,,eigentliche“ w-Function heissen, wenn 
kein Parameter negativ und ferner 


é . 
wz, (t=1,...5) 


ist. In diesem Falle heisst der Ausdruck 


k+r4+-:-:-+".—e 


die kritische Zahl der w-Function; ihre Bedeutung werden wir bald 
kennen lernen. 
2. Wir behandeln zunichst die w-Function ohne Parameterpaare 


m(m—1) = 


o(a|kle) = >>) (—1)"2 5 "9 (3 &, m). 





Es ist 


(2) 


@(x|k|O) = 1 


und fiir e > 0 folgt aus 


(3) 


also 


g(x; €, m)=g(a; e — 1, m—1) + ag(x; e— 1, m) 








a(e|kl = Syte " g(a; e—1, m—1) 
+> (- 1)” ee e—1,m). 
Da nun 
mm) hy = SHV) _ 1) (m—1) —k 


m(m—1) 7 


> (-1)"2 ’ "g(x; e—1, m—1) 





(m—1) (m—2) 


ee) — (k—1)(m—1) 
_ — a* S)(-1""2 : w g(23 e—1, m—1) 


m(m—1) 


=—a2* S(-1"2 2 





—(k-1)m 


-g(x; e—1, m) 


ist, so erhiilt man aus (3) 


(4) 


w(x |k\e) = (1—2-*) @(a\k—1e—1) 
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und weiter, unter Beriicksichtigung von (2), 
(5) @(x|k\e) = (1 —a—*) (1—a-*+})... (1—a- te), 
Die betrachtete w-Function sei nun eine eigentliche, also 
k>0, eD>0O. 
Dann ist k —e die kritische Zahl und man sieht aus (5), dass die 
Function identisch verschwindet, wenn die kritische Zahl negativ ist, 


dass sie dagegen anderenfalls fiir jedes x > 1 einen positiven (von 0 
verschiedenen) Werth hat. 


3. Fiir die w-Function mit s Parameterpaaren, von welcher wir 
zunachst nur voraussetzen wollen, dass ihr zweiter Parameter e nicht 
negativ ist, erhalt man durch Anwendung der Relation 

9 (3 G—™, 7.) = g(x; g, —1—m, r,—1) + 2g (x; g, — 1—m, 7) 
die Formel 
(6) @(% Ke e\Qy 5 145..+Qs» %s) 
== 2'*. co (a|k |e] Qs 145 +++ Goa, Ms-15 Yo — 1, 15) 
+ @(%| hl e|qy, 145 -+-Gs—1, M15 G —1, %—1) 
und hieraus allgemeiner 


(7) oo (a |k\e|qy, 745 -+ + Qe» Ms) 
t 
_ > Cj o(a|kle|qy, 145+ ++ Qe-1) 13 G@—t, »— J), 
i=0 


wo ¢ irgend eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet. Der Coefficient 
C; ist, wie man durch Induction leicht findet, gleich 


ats 0°—) g(a; t, 1), 

das, worauf es uns ankommt, ist, dass er fiir jeden positiven Werth 
von x selbst positiv ist. 

4. Wir betrachten den besonderen Fall, dass g,—e ist, und 
setzen e>0 voraus. Aus 

g(x; ¢, m). g(x; e—m, 7) = g(x; ¢, 1%) g(a; e—rs, m) 
ergiebt sich: 
(8) @ (%|Kle| dy, 143 ++ - Ge—ty %s-15 €, 1) 
= g(X; €, %) o(x|kl\e—15|\9,, 715 + - - Get) Ys—1)+ 

Die w-Function auf der rechten Seite enthalt ein Parameterpaar weniger. 
Der Factor g(x; e, r;) verschwindet, wenn 7; < 0 oder > e ist; sonst 
hat er fiir positives x einen positiven Werth. 

5. Es sei jetzt 

@ (2 | h\e\Qs, 115+» Ges Ms) 

eine eigentliche @-Function. Dann ist g,—e>0, und wenn wir 
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Formel (7) fiir ¢—g,—e und darauf Formel (8) zur Anwendung 
bringen, so erhalten wir 


(9) (| kle|qy, 14, -+ + Gey 7) 
Gs 
-»> Cig (a; e,%—l). o(a|kle—r,+1]q,, 743 --- Ge—1, %s—1)- 
i=0 


Setzt man r, —1—=h, so wird demnach 
(10) o (x|k\e|9,, 7), +++ Qs, Ms) 
= >) C;,-1.9(2; ¢ bh). o(a bleh] g,5 745 + - + Get Pe) 


U <i< e 
youen® =)r; 


= >) Gy. o(alkle— Belay, 115 + + + Gent, Me). 


0 e 
sh 
Ts +e—9s \s ™ ee 


Die Summe erstreckt sich iiber alle h, welche den Bedingungen 


‘ 0 e 
eee 


geniigen, und die Coefficienten C haben fiir jedes positive x einen 
positiven Werth. Die w-Functionen auf der rechten Seite von (10) 
sind eigentliche und enthalten nur k — 1 Parameterpaare. Es ist daraus 
zu ersehen, dass man jede eigentliche w-Function linear und homogen 
durch eigentliche @-Functionen ohne Parameterpaare so ausdriicken 
kann, dass alle Coefficienten fiir positives x positiv werden. 

Die kritische Zahl der betrachteten -Function ist 


k+74,+---+"—e, 


o(x|k\e —h| gy, 143. -- Qs—1y %s—1) 
hat die kritische Zahl 


kK+trft---++rniu+h—e, 


welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von h 


$4+%4+°+-+%—8 
ist. Daraus folgt, dass eine eigentliche w-Function mit negativer 
kritischer Zahl sich linear und homogen durch ebensolche w-Functionen 
ohne Parameterpaare ausdriicken lisst und mithin verschwindet. 
Wir wollen nun annehmen, dass die kritische Zahl 
k+tr+t-+-+r,—e20 
sel. Auf der rechten Seite von (10) verschwinden die w-Functionen 
mit negativer kritischer Zahl, es bleibt aber wenigstens noch eine 
o-Function zuriick, deren kritische Zahl nicht negativ ist, diejenige 
4 


die Function 
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namlich, welche man erhailt, wenn man h gleich der kleineren der 
beiden Zahlen e und r, setzt. Man erkennt hieraus, dass man in diesem 
Falle die @-Function durch eigentliche w-Functionen ohne Parameter- 
paare mit nicht negativer kritischer Zahl linear und homogen aus- 
driicken kann, und dass in diesem Ausdruck wenigstens eine derartige 
Function wirklich vorkommt. Da ferner die auftretenden Coefficienten 
fiir positives x selbst positiv sind, die w-Functionen aber, sobald 


* > 1 ist, so hat auch w(x|kle|q,, 7,3 .-- Gs, %) fir « >1 einen 
positiven Werth. 


Damit sind wir zu dem wichtigen Resultat gelangt: 


I. Eine eigentliche w-Function, deren kritische Zahl < 0 ist, ver- 
schwindet identisch. 


II. Eine eigentliche a-Function, deren kritische Zah] > 0 ist, hat 
fiir x > 1 einen positiven Werth. 


§ 14. 


Die Functionen ¢ und 3. 
Fiir e > 0 ist 


m(m—1) 


(1) 0 = w(2|0je)—= S'(—1)""% * . g(a; em). 


Sind daher a, b,c ganze Zahlen, welche den Bedingungen 
(2) O0<e<a<b 


gentigen, so geht, wenn man e durch b —a@ und m durch 6b — m 
ersetzt, Gleichung (1) itiber in 


(o—m) (6—m—1) 


> (-nr" 2 . - 9 (2; b—a, b—m) = 0, 


und man erhalt durch Multiplication wit 
x9) . g(x; b—c, a—c) 
und unter Beriicksichtigung der Identitiaten 
g(x; b—a, b—m) g(x; b—c, a—c) = g(x; m—c, a—c) g(x; b—c, b—m) 


= g(x; m—c,m—a) g(x; b—c,b—m) 
die Relation : , aa , 
(6—m) (6—m— 


(—m) (0—m—1) 
(3) eres * 


- g(x; m—c, m—a) g(x; b—c,b —m) = 0. 


Es seien nun @ und # zwei Classen, deren Indices mit a, b, be- 
zeichnet werden mégen. Die Summe 
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ler (%»—™n) (2% —™a—1) 

—— ee ee 
er- mp, 

us-  g(&; My— Ayr, M,— Ap) . G(%; D,—Dp-1, b, — mM) 

i hat dann fiir jedes h, wenn m, alle ganzen Zahlen durchlauft, nur 


eine endliche Anzahl nicht verschwindender Glieder. Man sieht ferner, 
dass Fi, = 1 wird, wenn h <0 oder grésser ist als alle Exponenten 
von @« und £. 

Da man ‘sich bei der Summation auf diejenigen Werthe von m, 
beschranken kann, welche den Bedingungen 


() bs > m, 2{ naa 


a, 


ald 
Len 


‘er- 


hat 


geniigen, so verschwindet F’, fiir a, > b,. F, verschwindet aber auch, 
wenn @—; = by, und zugleich a, < b, ist. Denn alsdann geht, wenn 
man dj: = bh1 = C¢, a, —a, b, = b setat, der Ausdruck (4) in (3) 
iiber und die Bedingung (2) ist erfiillt. Ist dagegen aj: = bj-1, 
a, = b,, so ergiebt sich F, = 1. Das Product 
[]* 
h 


hat daher den Werth 1 oder 0, je nachdem die Classen @ und 6 gleich 


oder verschieden sind. Aus der in § 7 fiir die Functionen ? und 0 
gegebenen Definition folgt fiir den Fall, dass die Anzahl s der in 


P(y3 %,... a), O(0; a, ...c,) vorkommenden Classen « sich auf 1 
reducirt, 7(y; «) = 1 oder =O, 0(0; a) = 1 oder —0, je nachdem 
y und a, bez. d und @ gleich oder verschieden sind. Man kann daher 


das fiir | } F,, erhaltene Resultat ausdriicken durch die Gleichung 
ah 


(6) []*=16 6. 
Aus (4) folgt 


-m) 
m) ©) IT ” =2 


Moy ™M5°** 





(—1)7 a 


( Ser) FO + amas 


: Toe: b, — ba—-1, a) 
h 
> (1-1) 1 
| (* TT] (2; m—a1-1, m—a) \I- 
h 


4* 
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Man erhilt ein Glied dieser Summe, indem man dem m, fir jedes h 
einen bestimmten Werth nach Belieben beilegt. Man darf sich aber 
auf solche Werthenreihen fiir m, beschrinken, welche den Bedingungen 
(5) gentigen, andere Werthenreihen liefern verschwindende Glieder 
und diirfen also nach Willkiir hinzugenommen oder fortgelassen werden. 
Man erhilt daher die Summe (7) vollstiindig, wenn man alle diejenigen 
Werthenreihen m, beriicksichtigt, welche den Bedingungen 


(8) by = ™m), = Aa, 
mM, -_ Mr-1) 
oder gar alle diejenigen, welche den Bedingungen 
(9) ™m), = Mrp~1 = 0, lim mM, =n 
h=o 


geniigen. Die letzteren besagen genau, dass die m, die Indices einer 
Classe w vom Grade » bilden, wihrend durch (8) noch ausgedriickt 
wird, dass diese Classe die Ungleichung 

a>ussB 
erfiillt. Unter der Voraussetzung, dass die m, die Indices einer Classe u 
bilden, ist der zweite Factor unter dem Summenzeichen in (7) nichts 
anderes als unsere Function v(a«|m), wibrend der erste eine wohl- 


definirte Function von 6 und pw darstellt, die mit d(u|B) bezeichnet 
werden mag 


(%%—™a) (%a—™)(%—™A—1) — 
(10) 5@\s)—(—* x? soiling 
h 
° g(x; ba— by-1, ba— m,). 
Die Gleichung (6) geht hiernach iiber in 
(11) > («|u) 5(u\8) = 5 (@; 8), 
BK 


wo die Summe tiber alle Classen w oder nur die zwischen « und p 
gelegenen zu erstrecken ist. 
Aus (11) folgt 


22 |v) o(v|w) 0(u|B) “2 #) (u\B), 


(12) TT eemsoinewin —eeo, 


ferner 


(13) D(a |B) = 3 (@; B) —>” v(a\u) 5(u| A). 


u<a@ 


Die Summe rechts erstreckt sich tiber die Classen uw, welche < a sind; 


rer. 
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h ist also fiir alle diese Classen o(u|f) bekannt, so lehrt (13), 0(a|B) 
ar zu berechnen. Demnach ist durch die Relation (11) die Function 
n v(a@|B) vollkommen definirt. 

r Ist @ kein Vielfaches von B, so ist 0(@|8) = 0; man ersieht dies 
2. aus (13), wenn man fiir uw < a@ die Gleichung 0(u| 8) = 0 als bewiesen 
n annimmt. 


Sodann zeigt (13), dass fir a= £6 0(a|B)—1 wird. In beiden 
Fallen hat man: 


(14) Sb (a\u) v(u|B) = 5 (e; 8). 


Indem wir nun fiir den noch nicht betrachteten Fall a > 6 die Richtig- 
keit von (14) beweisen wollen, kénnen wir wieder fiir jede Classe 
v <a die Gleichung 


t > ®(¥\u) 0(u|B) = 5 (v5 6) 
7 
als bewiesen ansehen. Aus dieser folgt 


DD’ o(a\n) F(o|u) 0(u) 8) =>) o(a\») (v5 8), 


v<a KB v<a@ 
(15) SS) o(e |v) 5e\u) o(u/8) = v(@ |B). 
v<a ob 
Subtrahirt man (15) von (12), so erhalt man rechts Null und links 
> v(@\@) 5(@|u) o(u|B) = >) 6(a|u) v(w/A). 


“ue K 


oe ¢ & & 


Damit ist (14) allgemein bewiesen. 
Fiir die Function 


(16) (u|6) = 22. 5(u/6) 
folgen aus 





t(a|u) # (w|B) = SE o(a\u) o(u/B), 


E(a|w) t (w\B) — 20 (a|u) (eB), 
2B 8 (a; B) = 8(u; B) = 7(a5 B) 7 
und unter Beriicksichtigung von (11), (14) 
(17) > t(a|u) € (w|B) = 7(a@; 8); 
4 


(18) >) ta\u) t (u\B) = F(a; B). 
7 
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Die Ausrechnung von ¢ mit Hiilfe der fiir » und w geltenden ( 
Formeln ergiebt nach (16)*) 

Sh - mp) (oa- mp) (Ca os _ 1) 

(19) #(u|B)—=(—1) * [[-  ° 


h 
. g(x; mM, — Mp1, Opa — m1). 


Nach § 9, I, II ist 
(20) Se(v|u) 7 (ws ay, --. a) = t(v|@) (|e) «.. t(v|,) 
“ 





+ (8m) (6>—1— ™-1) h 


(21) > o(ula)d(u; a, ++ Oy) = U(a,|A). v(a,|A)... v(@,|d). 


“ 


Multiplicirt man (20), (21) bez. mit é(y|v), 0(4|6) und summirt man 
dann tiber v bez. 4, so erhalt man unter Anwendung von (18), (11) links 


D terre |w) Fes G,---0) = SVs n). Fj a, +.) 
“ 


¥, Me 


VEO Ol tl 


= 7(7; %,-.. &) 


bez. | 
} 


> (| A)6(A]8)F(w; a, .- .,) = 78 (wld) .5(u; @y,...@) 


au 





= 0(8; a,,... a) 
und somit die Gleichungen 


(22) PY; Gy, +++) = DS E(y|y). t(v| a)... t(v|@ ) 


(23) B(8; a, ... ey) = 15 (A] 9). v(@,|a) .. . 0(@|A). 


7 


§ 15. 
Darstellung von 7 und d durch «-Functionen. 
Die beiden letzten Gleichungen fiihren unmittelbar zur Darstel- 
lung von 7(y;a,,...@,), 0(0;a,,...«,) durch w-Functionen. Es 
seien mit a’, c,,d, die Indices von «;(¢=1,...8), y, d bezeichnet. 


Wir wollen nur die Function 6 etwas eingehender behandeln. 
Man erhiilt, indem man die fiir die Functionen v, 0 gefundenen Aus- 
driicke substituirt, die Gleichung 


*) Vgl. die Berechnung von v(a|§), S. 41. 
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() B(al8)e(esla) «+» Cee) 
-[] {(- 1.2 amma (ma kt (mal) 02 


° g(x; ad, — dh-1, ad, — ma) g(a; m),— af., af) — al. 1) 


. 9(e; m, — aks, al’ — af, i}, 


wo die m, die Indices von uw bedeuten. Um 0(0; @,,...@,) zu erhalten, 
hat man die Summe aller solcher Producte zu bilden, welche man fiir 
die verschiedenen Werthenreihen m, erhalt. Die m, unterliegen dabei 
den fiir die Indices einer Classe n‘" Grades geltenden Beschrankungen. 
Da man aber sofort sieht, dass fiir jede Reihe von Zahlen m,, welche 
nicht Indices einer Classe n‘** Grades sind, das Product anf der rechten 
Seite von (1) verschwindet, so kann man die angegebene Beschrankung 
aufheben. Alsdann erhalt man: 


(2) 5 (0; a)... @%) = >) (wld) . (a, |a) .. . 0(c|m) 
“ 


we 


(4,—™p) (4a—™A—1) (1) 


1) 4)) (8) 
—m ——_— —— + (4d, —m) dn_ + ( ma—a a fee m—a a, 
T\>(: 1)" he 2 (4%2—™p) 2h—1 (mm, Ya, +(m, \”) h—1 


h ™);, 





g(x; dy — dha, dr — m) « g(x; m, — al, af? — al.) 


g(x; m — af., af — af’. )}.- 


Setzt man zur Abkiirzung 


(3) (dx — ah) ahs +--+ + (da, — oP )ata = fh 
(4) ayy +++ ay, — Aya = Kya 

(5) dy — dhs = & 

(6) d, — a, = gh, af’ — a, =r? G—1,...3), 


so wird die in (2) vorkommende Summe gleich 


ej . 
x *co(a|Kr—s|enlgh?, rh; ..°. gh, ri), 


und man erhilt 
| I, d(8;a,,.. a) =] [« Ty 6a (a0\Ien—a|en| qi, ri; ... gh”, ri). 


Jede der hier auftretenden w-Functionen 


(7) Op (a Kas |en| gh, 1295 -.. gh? 2%) 


wird dargestellt durch eine Summe, welche nur eine endliche Anzahl 
nicht verschwindender Glieder enthilt, weil nach (5) e, >0 ist. Wenn 
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h <0 oder grésser ist als alle Exponenten der Classen 0, a,, ... a, 
so ist f,—=0 und w,—1, weil alle Parameter von , ausser dem 
ersten gleich 0 werden. In dem Product I sind daher nur eine end- 
liche Anzahl] von Factoren von 1 verschieden. 

Nach (5) und (6) ist 


(8) a >0, m>O. 


Damit 6(0; «,,... @,) nicht identisch verschwinde, ist nothwendig und 
hinreichend, dass kein w, verschwindet. Wir wollen annehmen, es sei 
dies der Fall, und sehen, welche Schliisse wir daraus ziehen kénnen. 


Fiir h Ss 4 ist g;’ —O— rj). Ist jetzt h irgend eine ganze Zahl, 
fiir welche gi; > ri), ist, so hat man 


0<@s — r= dh 1— ais d— ae 1= 9, 


also 
qn = 0. 
Ware nun q\” < r\, so wiirde aus ri) > gf > => 0 sich w, = 0 ergeben, 
Dies widerspricht der Voraussetzung, und daher ist fiir jedes h 
(9) gi >r (i=1,...8). 


Aus qi) — ri? = d, — al = qi. — ex4: folgt, dass die Bedingung (9) 


mit jeder der beiden folgenden Aquivalent ist: 
(10) d,>ay’ (i=1,...8) 
(11) g>e (i—1,...38). 


Fir h <0 ist k, =O. Ist hk irgend eine ganze Zahl, fiir welche 
kx-1 > 0 ist, so ist zufolge (8), (9), (10), (11) m, eine eingentliche 
@-Function. Ihre kritische Zahl ist 

ky - ifr 4+e...+—aqg=uk 
und muss, damit , nicht verschwindet, > 0 sein. Man hat also fiir 
jedes h 
(12) ky, > 0. 

Umgekehrt ergiebt sich aus (8) bis (12), dass jedes w, eine eigent- 
liche @-Function mit nicht negativer kritischer Zahl ist, und hieraus 
folgt (§ 13, II) nicht nur, dass d nicht identisch verschwindet, sondern 


auch, dass 6 fiir jedes x > 1 einen positiven Werth hat. Die Rela- 
tion (12) ist mit 


(13) dy < >, 
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die Relation (10) mit (9) und (11) aquivalent, wihrend (8) von selbst 
erfillt ist. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das 
Nichtverschwinden der Function 


O(0; a, ... a) 


werden also durch die Relationen (10) und (13) dargestellt; und von 
diesen besagt die erste, dass 0 ein Divisor von 0’= (a,,... a), die 
zweite, dass 0 ein Vielfaches von 0” = (|a,,...«,|) sein muss. 

Fiir die Function 7(y; «,,...«,) erhilt man in derselben Weise, 
wenn man hier 


(m — abs) (ah? — ea) +++ + + (n— ah) (@? — a) =f 


(n —_ ays) +eeet+ (n = ay), = (n ans C41) —_ nga 


Cati — Ch = & 


ania — =, ah — ay) = 


(¢==1,...8) 


Il. 7(y3@,,... @) = ] =” a” «(| Kars|enlqh’, rh’; ... gh”, rf). 
h 


Damit 7 nicht verschwinde, miissen alle 
oy = (| npi|en|qh’s 725 «+ gh, 7h’) 


eigentliche w-Functionen mit nicht negativer kritischer Zahl werden, 
und es hat alsdann 7 fiir jedes 2 >1 einen positiven Werth. Die 


nothwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir werden darge- 
stellt durch die Relationen 


Ch < al? 
s 
“a> n— > (n — aj’), 
i==1 


von denen die erste besagt, dass y ein Vielfaches von y’=([a,,... a], 
die zweite, dass y ein Divisor von y” = [|a@,,...«@,|] sein muss. 
Hiermit ist Satz V, § 7 vollstindig bewiesen. 


Charlottenburg, den 9. April 1898, 














Stetigkeit und Differentialquotient. 
Von 


Ernst Stemirz in Charlottenburg. 


Dass es stetige Functionen giebt, welche an keiner Stelle einen 
Differentialquotienten besitzen, wurde von Weierstrass zuerst nach- 
gewiesen. Den von ihm angegebenen Beispielen haben andere Autoren 
eine Reihe weiterer hinzugefiigt. Im Folgenden sollen einige allge- 
meine Betrachtungen iiber Stetigkeit und Differentiirbarkeit von Func- 
tionen angestellt werden, aus denen sich die Existenz stetiger nicht- 
differentiirbarer Functionen naturgemiiss ergiebt, sodass das Gewéhnliche 
des Falles in einer deutlichen und, wie ich hoffe, fiir Unterrichtszwecke 
geeigneten Weise hervorgehoben wird. Es wird sich dabei stets nur 
um (endliche) reelle, eindeutige Functionen einer reellen Verinderlichen 
handeln. 


§ 1. 

Es seien p und g zwei reelle Zahlen, g > p, es sei A der Bereich 
aller Zahlen zwischen p und q (mit Einschluss der Grenzen) und f(z) 
eine in diesem Bereiche definirte stetige (reelle, eindeutige) Function. 
f(a) ist alsdann auch gleichmissig stetig. Ist 

Gas Gaothes +... 
eine Fundamentalreihe von Zahlen in A, so gehért ihr Grenzwerth a 


ebenfalls dem Bereiche A an, und aus der Stetigkeit von f(x) folgt, 
dass die zugehérigen Functionswerthe 


f(a»), F(a), F(a2), +--+ 

eine Fundamentalreihe mit dem Grenzwerth f(a) bilden. 

Hieraus kénnen wir einen wichtigen Schluss ziehen. Ist B ein 
in A enthaltener Zahlbereich, (sodass also jede Zahl von B auch in A 
enthalten ist) und so beschaffen, dass jede Zahl von A als Grenzwerth 
einer Fundamentalreihe aus Zahlen von B darstellbar ist, so folgt, 
dass die stetige Function f(z) durch die Werthe, welche sie an den 
Stellen des Bereiches B annimmt, fiir den ganzen Bereich A mit- 
bestimmt ist. Ist also (x) eine fiir den Bereich B definirte Function, 
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so kann es sicherlich nicht mehr als eine Function f(x) geben, deren 
Giiltigkeitsbereich A ist, welche daselbst iiberall der Stetigkeits- 
bedingung geniigt und an den Stellen von B mit der Function g(x) 
iibereinstimmt,. 

Natiirlich wird aber nicht zu jeder fiir den Bereich B definirten 
Function g(a) eine Function f(x) von der angegebenen Beschaffenheit 
existiren. Denn wenn eine solche vorhanden ist, so ergiebt sich, dass 
p(x) folgende Eigenschaft besitzt: Ist d >0 eine beliebig kleine 
Grésse, so kann man ¢>0O so bestimmen, dass fiir irgend zwei 
Stellen x, und 2, des Bereiches B, deren Differenz < «¢ ist, die Differenz 
der zugehérigen Functionswerthe p(x,) und g(a) <0 ausfallt. Dass 
andererseits, wenn g(x) dieser Bedingung geniigt, auch eine Func- 
tion f(%) von der angegebenen Beschaffenheit existirt, ist leicht nach- 
zuweisen. Ist namlich a irgend eine Stelle von A, so ergiebt sich 
aus der tiber g(x) gemachten Voraussetzung, dass jeder Fundamental- 
reihe aus Stellen von B 


bo, by, by, . 


deren Grenzwerth a ist, eine Fundamentalreihe 


P (bo), PO), P(b.), -.- 
entspricht und dass alle diese Fundamentalreihen denselben Grenzwerth 
haben. Indem man diesen Grenzwerth mit f(a) bezeichnet, gelangt 
man zu einer im ganzen Gebiete A eindeutig definirten Function f(z), 
von der man leicht erkennt, dass sie stetig ist und an den Stellen 
von B mit der Function g(x) iibereinstimmt. 

Ich will von einer fiir irgend einen Bereich definirten Function 
(x) sagen, sie sei innerhalb dieses Bereiches stetig, wenn fiir irgend 
zwei Stellen z,, x, des Bereiches, sobald ihre Differenz nur hinlinglich 
klein ist, die Differenz p(x.) — m(x,) unter einer vorgegebenen Grosse 
bleibt. Dabei kommt nicht in Betracht, ob der Giiltigkeitsbereich 
von (x) selbst stetig ist oder nicht. Dann kann das soeben erhaltene 
Resultat so ausgesprochen werden: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz 
einer im Bereiche A stetigen Function f(x), welche an allen Stellen 
des Bereiches B mit einer fiir denselben definirten Function p() tiberein- 
stimmt, ist die Stetigkeit der Function g(x) innerhalb B. 


§ 2. 

Um eine bestimmtere Vorstellung vor Augen zu haben, wihlen 
wir als Bereich A die Zahlen zwischen 0 und 1 mit Einschluss der 
Grenzen. Es sei ferner m eine ganze positive Zahl > 1 und B der 
Inbegriff der rationalen Briiche von A, deren Nenner eine Potenz 
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von m ist. Da jede Zahl zwischen 0 und 1 als Grenzwerth einer von 
solchen Briichen gebildeten Fundamentalreihe darstellbar ist, so finden 
die in §1 angestellten Ueberlegungen Anwendung, und wir haben, 
um die séimmtlichen im Bereiche A stetigen Functionen f(x) zu er- 
halten, nur die im Bereiche B stetigen Functionen g(x) zu bilden, 
deren jeder eine bestimmte Function f(x) entspricht. Die Zahlen von 
B constituiren im Gegensatz zu denen von A eine abzahlbare Menge, 
und hierauf beruht es, dass die Kinfiihrung des Bereiches B an Stelle 
von A thatsiichlich den Ueberblick tiber die Gesammtheit der stetigen 
Functionen erleichtert. 

Wir wollen uns auf solche Functionen beschrinken, welche an 
der Stelle 2 — 0 verschwinden, aus welchen alle andern durch Addition 
einer Constanten abgeleitet werden kénnen. g(x) sei eine derartige 
im Bereiche B definirte Function, welche zuniichst nicht stetig zu 
sein braucht. Die Zahlen von B kénnen wir in der Weise anordnen, 
dass wir das Intervall 0 ...1 zuerst in m, dann in m?, m® gleiche 
Theile theilen u.s, w., und die erhaltenen Theilpunkte in ihrer natiir- 
lichen Aufeinanderfolge notiren, wie es das folgende Schema zeigt 


0 1 
1 2 

0 x lat 

Se. 2. oe 


Setzen wir 
(1) — p(0) = Ano, 


(= )— 90) —Aro, » (2) — (=) = 411, 9 (1) — 9 ("—) =A 


allgemein 


1+1 l ora ) 
1 | ae anil 
@)  ( m* ) " (ce) wa ee 
so sind nicht nur alle Differenzen A,,, durch die Function g(x), sondern 


es ist auch umgekehrt, da (0) = 0 vorausgesetzt wurde, die Function 
(xz) durch die Differenzen A, vollkommen bestimmt. Aus (1) folgt 


(2) Dit = Oegiem + Asgiimer $+ + Hf Aepyintm-—s- 

Will man daher eine fiir den Bereich B giiltige Function p(x) in der 
Weise construiren, dass man ihre Werthdifferenzen A, vorschreibt, 
so hat man folgendermassen zu verfahren: Man wihlt Ao,o beliebig, 
theilt Ao auf irgend eine Weise in m Theile Ajo Aji, .-- Aijm—rs 
sodass Ayo + --- + Aim—1 = Aoo ist, theilt jede nun erhaltene Dif- 
ferenz A wieder in m Theile und fahrt damit in infinitum fort, wie 
es durch (2) vorgeschrieben ist. Alsdann ist durch die Bedingung 
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(0) =0 und die vermége (2) mit einander vereinbaren Gleichungen (1) 
die Function g(x) im Bereiche B definirt. Natiirlich muss, wenn 
nach der angegebenen Methode die Construction einer Function g(x) 
durchgefiihrt werden soll, irgend eine Vorschrift angegeben werden, 
nach welcher die Theilung der Gréssen A zu vollziehen ist. 

Die so erhaltene Function g(x) wird im Allgemeinen nicht stetig 
sein; ist sie aber stetig, so gelangen wir durch sie weiter zu einer 
fiir den ganzen Bereich A giiltigen und daselbst stetigen Function f(z), 
wie in § 1 gezeigt wurde. 


§ 3. 

Die Differenzen A miissen, um zu einer im Bereiche B giiltigen 
Function g() zu fiihren, den Bedingungen § 2, (2) gemiss gewiahlt 
sein. Es entsteht nun die Frage: Welche weiteren Bedingungen kommen 
hinzu, wenn die Function g(«) stetig ausfallen soll? 

Wird mit a, (O=—0, 1,--- co) der grésste der absoluten Be- 
triage von 

4,09 Au a. Bi mk 1 
bezeichnet, so stellt a einen Zuwachs der Function g(x) dar, welcher 


einem Zuwachs der Variabelen um a entspricht, und da lim + =0 
m 


k=a mM 
ist, so ergiebt sich als eine nothwendige Bedingung fiir die Stetigkeit 
von (x), dass auch 
(1) lim a, = 0 
sein muss. Dass dieselbe aber nicht hinreichend ist, lasst sich leicht 
an Beispielen nachweisen. Es hat nun zwar keinerlei Schwierigkeiten, 
die Bedingung der Stetigkeit von g(x) in Bedingungen fir die Dif- 
ferenzen A umzusetzen, aber diese gestalten sich nicht iibersichtlich. 
Ich will mich deshalb darauf beschranken, eine sehr allgemeine Be- 
dingung anzugeben, unter welcher man sicher zu einer stetigen Func- 
tion gefiihrt wird. Ich behaupte: 

Wenn die Reihe der im Vorhergehenden definirten Gréssen 

Gq, Hy Hoy- ss 

welche wir als die ,,Maximaldifferenzen“ bezeichnen kénnen, nicht nur 
der Bedingung (1) sondern der. weitergehenden Bedingung geniigt, 
dass ihre Summe 
(2) % +a, +a,+--> 
convergirt, so ist die durch die Gleichungen § 2, (1) definirte Function 
p(x) stetig. ' 

Um diese Behauptung zu beweisen, setzen wir unter Annahme 
der Convergenz der Summe (2) 








Hn = -— 


, 


YyA-1 = 
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@ 


(3) > oe = bi (i=0,1,...), 


k=i 
dann ist 


(4) lim u; = 0. 


Sind ss Sf, irgend zwei Zahlen in B, so ergiebt sich aus der 
m m 
Definition der Gréssen a 


6) 9 (2) — 9 (2)|Sig—pl- a 


wo die Striche andeuten, dass der absolute Betrag der eingeschlossenen 


Grésse zu nehmen ist. Ist 2 eine zwischen = und i - gelegene Zahl 











von B, 

i +1 
(6) a <2“ - 
so hat x die Form 
(7) fox —es (r>0), 
und man kann, wenn x ea 

m 
l Cc, 

(8) ‘o2 7 = a+ sat: +35 


und wenn RA < x ist 
m 
41 A ey ¢, 
(9) +4 (Sat ght +5) 


setzen, so dass die Coefficienten c, c’ ganze, den Bedingungen 


(10) 0<e<cm—1, 0<eé<cm—1 
geniigende Zahlen sind. Setzen wir zur Abkiirzung 
U 1+1 ’ 
- —— 


1 Cc 1+41 Cy ¢, , 
> ea ss se aH ly (4, led =n) =a 
(h=1,...1), 


sodass %,—= 2 = 2, wird, so folgt aus 








Um" +-¢,m*—? +:+-+e,_,m Im" +¢,m*—1 +... +¢,_, m-+e, 
mth ? = mera ’ 








mere > =~ meth 





SES OTT oe ett: git 
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eens 
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unter Beriicksichtigung von (5) und (10) 
| p(@x) — p(%r—-r) | < Caeapa < (m — lL) ows, 
| 9 (xi) - 9 (2-1) | < Ch Onn “4 (m— 1) ep 
mithin nach (3) 


j9(2) — © (<2) |= le (=) —(40)] < (m—1)angr S (om — 1a, 
1 





(2) — 9(B*) | = | a2) — 9(a6)| < (m1) mags S (m— 1) 
Die Ungleichungen 
(11) |o@ —9(2)|< 








=r |o@) —9 (SS 


oder = ‘2 ist. 
m 


*) is (m—1) ux 


1 
gelten aber auch, wenn % = —| 


m 
Es seien nun 2, und 2, >, zwei Zahlen in B, deren Differenz 


Foi ae ist. Bestimmt man die ganze Zahl / so, dass 
m 








1 141 
(12) asas4t 
und somit nach (11) 
l 
(13) |) — 9 (“E*)| < m—1)a 
wird, so liegt x, entweder zwischen us und a - oder zwischen ‘+ 
™m m 
und “+*. In beiden Fallen ist 
™m 
1 
(14) | (a) — 9 (S") |< m—1mn, 
und folglich hat man 
(14) | p(%2) — 9(%) |S 2(m—1) me. 


Nach (4) ist aber lim 2(m—1)u, = 0, und damit ist die Stetigkeit 
k=a@ 
von g(x) erwiesen. 

Die Convergenz der Summe (2) stellt eine hinreichende aber nicht 
nothwendige Bedingung fiir die Stetigkeit von p(x) dar. Wenn wir 
daher auf alle méglichen Arten Systeme von Gréssen A;,; herstellen, 
zwischen denen dle Relationen § 2, (2) bestehen und fiir welche die 
Summe > a, convergirt, so liefert zwar jedes derartige System eine 

k=0 
stetige Function, aber die Gesammtheit der so erhaltenen Functionen 
stellt nur einen Theil aller stetigen Functionen dar. 


E, Srerrrz. 


§ 4. 

Die angegebene Methode zur Herstellung stetiger Functionen mége 
an einem einfachen Beispiel erliutert werden. 

Wir wihlen fiir Ao irgend eine von 0 verschiedene Zahl, theilen 
Ao,o auf irgend eine Weise in m Theile Ajo, ... Asm—1, nur sei 
vorausgesetzt, dass auch diese simmtlichen von 0 verschieden sind. 
Wir wollen nun fiir die weitere Theilung folgende Vorschrift geben: 
Die m Theile, in welche irgend ein A zerlegt wird, sollen in dem- 
selben Verhiltniss zu einander stehen wie die m Theile Aj,o,... 41, m—1, 
in welche Ao,o zerfiel. Durch diese Vorschrift ist das ganze System 
der Differenzen A bestimmt. Hat man A,,, so folgt aus 


Aio +--+ + Aim = Aw, 
Arsiyim + ++ + Qepi,impm—1 = Axi, 
Ai+ijim : Aneijim+i liad. Aitijimt+m—1 = Ai,o: Ai ees > Qi,m-1; 
dass 


A, ; A; 
Autijim = _ Aro, Aspiimp = ra Ain: 
0,0 0,0 


wird. Die angegebene Methode der Theilung der A mige ,,periodisches 
Theilungsverfahren“ heissen. Setzt man zur Abkiirzung 

Aro = 0; ? Ais —_ 0,, eee Ai, m—1 =m Om, 
so ist bei einem periodischen Theilungsverfahren durch @,,,..., Om 
eine im Bereiche B giiltige Function g(x) bestimmt, welche der Be- 
dingung g(0) 0 und den Gleichungen § 2, (1) geniigt. Wir be- 
zeichnen diese Function mit 

—(a;8,, @,... Ga). 

Ist sie stetig, so entspricht ihr eine im ganzen Bereiche A giiltige 
stetige Function, fiir die wir das Zeichen 


f (aw; @,, Oy, ... On) 
einfihren. Um zu erkennen, wann die Function (a; 0,,...0,) stétig 
wird, hat man die Maximaldifferenzen a,, a,,... in Betracht zu ziehen. 
Man sieht sofort, dass dieselben in unserem Falle eine geometrische 
Reihe bilden. Die Bedingung lim %, —=Q0 und die Bedingung der 


Convergenz der Summe a, + a, + --- fallen also hier in eine zusam- 
men; sie sind erfiillt, wenn a, < a, ist. Wir kénnen das so gewonnene 
Resultat folgendermassen aussprechen: 

Damit ein periodisches Theilungsverfahren zu einer stetigen Func- 
tion fiihre, ist nothwendig und hinreichend, dass die m Theile, in 
welche Ao,» zerlegt wird, dem absoluten Betrage nach simmtlich kleiner 
sind als Ao. selbst. 
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Fiir m = 2, 3, 4 stellen 
f(z; 1,2), fw; 3,3, —2), fiw; 1,1,1, —1) 
nach einem periodischen Theilungsverfahren gebildete stetige Functionen 
dar; denn in allen drei Fallen hat man 
}d, +O, +---+0,)/>96;  (¢—=1,2,...m). 
Schreibt man /, (x), p,(x) fiir f(a; 1,2), p(x; 1,2), so ergiebt sich 


A= 90) =0, K(J)=—aG=1 AM—=9,(1) =3, 
AD-aD=-+, sO=-a@-=$, 
Fir f, (<) erhalt man wegen 
swttG +Q+--- 


3 


Die Berechnung der Function f(x; 0,,... 9m) fiir bestimmte 
Werthe von x gestaltet sich hiernach sehr einfach. Sind die Zahlen 
0,,,-.9, rational, so erkennt man leicht, dass die Function fir 
rationales x stets einen rationalen Werth annimmt. 


§ 5. 

Es sei f(a) wie zu Anfang eine fiir den Bereich A definirte stetige 
Function. Jedem Intervalle z,...2,, welches einen Theil des Inter- 
valles 0...1 darstellt, entspricht ein bestimmter Differenzenquotient 

f(%.) ine f(@) 
Xe — % 
Um zu erkennen, ob die Function f(z) an der Stelle x = 2, einen 
Differentialquotienten besitzt, hat man fiir ein die Stelle x, enthaltendes 
Intervall 2, ..., den Differenzenquotienten zu bilden und das Inter- 
vall w,...%, auf die Stelle 2, zusammenzuziehen. Wenn bei jeder Art, 
in welcher diese Zusammenziehung erfolgen kann, der Differenzen- 
quotient sich einem und demselben endlichen Grenzwerth nihert, so 
ist dieser Grenzwerth der Differentialquotient von f(~) an der Stelle 
“== %,. Andernfalls existirt an dieser Stelle kein endlicher Differential- 
quotient. Kann man z. B. das Intervall 2, ...2, in der Weise zusam- 


menziehen, dass der absolute Betrag von fie) — Fe) tiber alle Grenzen 


wichst, so ist an der betrachteten Stelle kein endlicher Differential- 
quotient vorhanden. Der Differentialquotient kann nun noch einen 
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bestimmten unendlich grossen Werth + co oder — oo haben, d. h. es 
kann der Differenzenquotient bei jeder Art der Zusammenziehung des 
Intervalles iiber alle positiven Zahlen hinaus wachsen oder unter alle 
negativen herabsinken, worauf jedoch zuniachst nicht eingegangen 
werden soll. Wir wollen das die Stelle x, einschliessende Intervall 
in folgender Weise verkleinern. Zu der Verinderlichen k, welche be- 
stimmt ist, die ganzen positiven Zahlen zu durchlaufen, ermitteln wir 
die ganze Zahl i so, dass x, zwischen = und na mit Einschluss 
der unteren und (wenn 2% + 1 ist) Ausschluss der oben Grenze liegt. 
Wird wieder mit p(x) die im Bereiche B definirte, daselbst mit f(x) 
iibereinstimmende Function bezeichnet und haben die A,,, ihre friihere 
l, +1 

hale” 


f(@_) — f(a) 
<a on. 


Bedeutung, so wird fiir 7, = 


Ist lim m* | Ax, | = oo, so ist an der Stelle x, kein endlicher Differen- 


k=@ 
tialquotient vorhanden. Bezeichnet f, die kleinste der absolut genom- 
menen Differenzen |Azo|, |Azi! ... |Aznt—1|, so stellt m* 6, den 
kleinsten der zugehérigen Differenzenquotienten dar. Ist daher 
lim m* B, = oo, 


k=@ 


so hat f(z) an keiner Stelle einen endlichen Differentialquotienten. 


§ 6. 

Aus dem letzten Resultat ergiebt sich ein einfaches Verfahren um 
stetige Functionen ohne (endlichen) Differentialquotienten zu construiren. 
Wir stellen ein System von Differenzen A, her, indem wir ein Ver- 
fahren angeben, nach welchem die Theilung der A auszufiihren ist (§ 2). 
Um sicher zu einer stetigen Function zu gelangen, wihlen wir ein 
solehes Verfahren, dass die sich ergebenden (absoluten) Maximal- 
differenzen 
(1) Gq, Hy, M,-- 
eine convergente Summe liefern (§ 3). Dann wird auch die in § 5 
betrachtete Reihe der Minimaldifferenzen 
(2) Bo, By, By, --- 
eine convergente Summe haben. Dasselbe gilt in jedem Falle von 
der Reihe 


(3) loos 


> mm? m?? 


Wenn es nun gelingt die Convergenz der zweiten Summe so langsam 
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zu gestalten im Vergleich zur Convergenz der dritten, dass die aus 
entsprechenden Gliedern von (2) und (3) gebildeten Quotienten 

(4) B,, mB,, m?B,,..., 

welche die Reihe der minimalen Differenzenquotienten bilden, iiber alle 
Grenzen wachsen, so wird die so gewonnene stetige Function an keiner 
Stelle differentiirbar sein (§ 5). 

Dass man dies auf mannigfache Weise erreichen kann, ist sehr 
leicht zu sehen, Die cinfachsten Beispiele hierfiir erhalten wir unter 
Anwendung eines periodischen Theilungsverfahrens (§ 4). Alsdann 
nimlich wird die Reihe (4), ebenso wie die andern, eine geometrische. 
Die Bedingung fim m*B, = co ist erfillt, wenn mB, > B), wenn also 


B,, die kleinste der Differenzen |Ajo| . ~~. |A:m—i|, grésser als 


, By =) |Aoo| ist. Man erhilt somit, indem man dieses Ergebniss 


mit dem in § 4 gewonnenen zusammenfasst, folgende Vorschrift: Man 
stelle nach einem periodischen Theilungsverfahren ein System von 
Differenzen A so her, dass die m Theile, in welche Ao o zerfallt, dem 


absoluten Betrage nach kleiner als Apo aber grésser als = Aoo sind. 


Dann fiihrt dieses System zu einer stetigen durchweg nicht differentiir- 
baren Function. 


Eine solche Theilung ist stets méglich, wenn m> 2 ist. Die 
Functionen 


f(a; 3, —2, 3), f(#; 1,1,1,—1), F(a; 4,4, —5, —5, 4, 4) 
sind Beispiele hierfiir. 


§ 7. 


Bisher ist die Frage nach dem etwaigen Vorhandensein eines 
bestimmten unendlichgrossen Differentialquotienten unerértert geblieben. 
Durch die in § 6 angegebene Methode ist es nicht ausgeschlossen, dass 
an gewissen Stellen ein unendlich grosser Differentialquotient auftritt. 
Es wird sich jetzt darum handeln, dies zu vermeiden. Beschrinkt man 
sich, wie es hier geschehen soll, darauf, Functionen nach einem perio- 
dischen Theilungsverfahren herzustellen, so braucht man den am 
Schlusse von § 6 angegebenen Vorschriften nur noch eine weitere (fiir 
m > 5 ausfiihrbare) hinzuzufiigen, um auch das Zustandekommen un- 
endlich grosser Differentialquotienten unméglich zu machen. Realisirt 
findet sich diese Vorschrift bei der zuletzt angegebenen Function 
f(a; 4,4, —5, —5,4,4) und midge an der Hand dieses Beispiels 
erlautert werden. — Hier haben wir 


m=6, Aoo = 6, 
Aio = 4, Ais = 4, Ai2 = — 5, Ai; = — 5, Aisa = 4, Ais = 4. 
5* 
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Wir betrachten neben den Differenzen A;,, die Summen, welche von 
benachbarten dieser Differenzen gebildet werden, also die Summen 

Aio+ Aix, O11 + Aiyg,---Aim—2+Ai,m—-1, Aio+Aia+Argy,... 

Ai, m—3 + Ai, m—2 + A1, m—1,++- Aro B11 + Ase + +++ + Ai m-i- 

Jeder Differenz A,, ordnen wir eine dieser Summen, die wir mit Aj,; 
bezeichnen, zu, und zwar so, dass unter den Summanden von Aj,; 
auch A; vorkommt. Bei dem vorliegenden Beispiel kann man nun 
Ai,; (J =0,1,...m—1) so bestimmen, dass Aj,; und A,,, entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben — indem man z. B. 

Mio = Aro + Aisa + Are + Ais, Aia—Aia+ Arig, 
(1) Aiz = Aigo + Ari + Ai, Ais = Ais + Arist Ar, 

Ais = Ais + Aza, Ais = Aisa + Ais + Ara + Ars 
setzt, sodass 
Aio=—2, Aiwi=— ] ? Ai2= 3, Ais =3, Avsa= = a, Ais=—2 


wird. Jedesmal, wenn ein solcher Fall vorliegt (und ausserdem die 
schon im vorigen Paragraphen angegebenen Bedingungen erfiillt sind), 
hat man es, wie nun gezeigt werden soll, mit einer Function zu thun, 
die an keiner Stelle einen endlichen oder auch unendlich grossen Dif- 
ferentialquotienten besitzt. 

Es stellt A,; einen Functionszuwachs dar, welcher einen Zuwachs 


der Variabelen um = entspricht, wenn ¢ die Anzahl der Summanden 


bezeichnet, aus denen Aj, sich zusammensetzt. Der entsprechende 
Differenzenquotient ist 


1 , 
= m. Ai = D,.mAy,, 
i 


Ay : ‘ 
wo ©, fiir . x gesetzt ist. D), D,, . . . Om—1 sind nach den Voran- 
¢ 1, 


gehenden negative Zahlen. Die Differenz A,, zerfillt in die Summe 
Ax. — Aiti,im + leh los + Aisi m-+m—1-+ 
Wir verstehen unter 
Ai+t,ims Aisaimts see Aitt,im+m-t 
diejenigen Gréssen, welche man erhilt, indem man in den Gleichungen (1) 
Ai,s, Ais (S=0,...m—1) durch Apyijimts, Aizi,im4s ersetzt. Dann ist 
Aiit,im-ts _ Ais 
Apstjim+s 4,’ 


jedes A,,,, jedes Aj, stellt einen Functionszuwachs dar, und die ent- 
sprechenden Differenzenquotienten sind 


m*Ax,, Dz. mPA;z.. 
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Dabei ist ©, gleich derjenigen der Zahlen D,, D,, ... On—1 deren 
Index = 1 (mod. m) ist. 
Bedeutet x, eine beliebige Stelle des Bereiches A und wird die 


m*® 


nur A;,,, sondern auch Aj,,, einem Intervalle, welches die Stelle 2, 
umschliesst. Die zugehdrigen Differenzenquotienten sind 
m* Ayr, Di, m* Qyr,. 

Nach § 6 wiichst der erste und daher auch der zweite mit k dem 
absoluten Werthe nach tiber alle Grenzen. Beide Quotienten haben 
ferner bestindig entgegengesetztes Vorzeichen. Daher ist an der Stelle 
az, weder ein endlicher noch ein bestimmter unendlich grosser Differential- 
quotient vorhanden. Man kann vielmehr innerhalb jedes noch so 
kleinen die Stelle z, im Innern enthaltenden Intervalles 2,’...2,' ein 
zweites ebensolches Intervall z,... 2, bestimmen, fiir welches der 


Differenzenquotient fm) — F@) einen beliebig gegebenen Werth an- 
1 


l U 
ganze Zahl i so bestimmt, dass =F < a < + ist, so entspricht nicht 


nimmt. Das Letztere folgt aus dem Vorhergehenden, wenn man 


beriicksichtigt, dass der Differenzenquotient fae , abgesehen von 
™ 


solchen Stellen, an denen x, =, wird, eine stetige Function der 
Variabelen x,, 2, darstellt. 





Zur Functionen- und Invariantentheorie der binomischen 
Gebilde. 


Von 


J. Weiusrem in Strassburg i. E. 


1, Wenn man die Galois’sche Theorie der algebraischen Groéssen*) 
auf die algebraischen Functionen einer Verinderlichen tibertrigt, treten 
gerade diejenigen Functionenkérper in den Vordergrund des Interesses, 
welche von den bisher ausgebildeten functionentheoretischen Systemen 
ausgeschlossen worden sind. Hierher gehéren insbesondere die Korper, 
deren Monodromiegruppe cyklisch ist, Functionen also, die verzweigt 
sind wie die n'® Wurzel aus einer rationalen Function einer Verinder- 
lichen. Es macht zwar keine Schwierigkeit, fiir diese Functionen die 
grundlegenden Integrale 1., 2. und 3. Gattung aufzustellen, und das 
ist auch bereits geschehen, aber dariiber hinaus ist man noch nicht 
gekommen. 

In den folgenden Zeilen, die einen Auszug meiner demniichst in 
den Nova Acta der Leopoldinisch-Carolinischen Akademie erscheinen- 
den Habilitationsschrift bilden**), méchte ich zeigen, dass die binomi- 
schen Functionen auch vom Standpunkt der Invariantentheorie aus 
Beachtung verdienen. 

2. Wie ich a. a. O. § 1 nachweise, sind die binomischen Func- 


tionen, deren Verzweigungspunkte durch die Nullpunkte der Binairform 
n'e* Ordnung 
(1) fe, |.) = >) dat 3 
v=0 

geliefert werden, eindeutig auf dem algebraischen Gebilde 
(2) f(#,|%) = 1, 
welches fiir 

x; = =" Ly = 
in die tibliche Form 
eee s* = f(x|1) 


*) Vergl, Weber, Algebra, I, Bd., 3. Buch. 
**) Band 74, 2. 





Binomische Gebilde. 71 


iibergeht. Es ist nun bemerkenswerth, dass die fundamentalen Inte- 
grale 1., 2. und 3. Gattung sich als binére Formen von ,, x, dar- 
stellen lassen. Hat f(z,|z,) lauter verschiedene Nullwerthe, so ist 


(3) o,= —{@ di, —%,dx,) = — f (eaa) 


das einfachste Integral 1. Gattung, wihrend die iibrigen enthalten 
sind in dem Ausdruck 


(4) Wuy -| Pur(X, |%) d@,, 
wo man fiir g,, der Reihe nach w + 1 linear unabhingige, sonst be- 
liebige Binarformen gw Ordnung einzusetzen hat: 

Pudr Put» Pudy+ ++» Puns HHO,1,2,...,n—3; Po = 1. 
Das Geschlecht ist also 

p=14+2434---+n—2— 5 (n—1)(n—2). 

An Stelle des gewohnlichen Integrals III. Gattung benutzen wir das 
schon gelegentlich von Weierstrass gebrauchte, allgemein aber von 
Christoffel*) eingefiihrte Integral R, welches nur logarithmisch un- 


stetig wird, und zwar 
1) in einem Punkte der Flaiche 7 mit dem Gewicht 1, 


2) in den ” unendlich fernen Punkten je mit dem Gewicht — :. 


Verlegt man diese letzteren Unstetigkeiten, um eine covariante Normirung 
zu erzielen, ebenfalls ins Endliche, und zwar nach den » einander 
bedeckenden Punkten 

221i 


(2,0, #,0*), O=e*, k=1,2,...,m, f(#,|4) = 1, 


so lautet dieses Integral 


39 

a eye _ (@y) 

R,(2| y) nn ,_@a) (@a)(wy) dW, 
(sy) 

f(%|%) = 1, FY ly.) = 1, F(%|%2) = 1 


und giebt, in der Form 


(6) RaCwiy) — f2 {24+ 29 + Oar + ...4 COI fide _ code 


(5) 


(ey) + (zy)? (zy)” 
geschrieben, folgende Unstetigkeiten zu erkennen: 
1) in y,, ¥: R,(a\y) = ln (yx) + stetiger Theil, 
2) in 2,0', 2,0*, k=_m1,2,...,” 
: R,(«|y) = — — In (ex) + stetiger Theil , 


(ya) (#a) 


*) Annali di Matematica, Ser, II*, Bd. IX. 
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und andere Unstetigkeiten sind nicht vorhanden. Dann ist: 


Thy, n(x) = R,(x|y) — B.(a|) 
das gewohnliche Integral 3. Gattung mit den beiden Unstetigkeiten in 
Y;,Y_ und y,,%. Das Integral 2. Gattung kann daraus in bekannter 
Weise abgeleitet werden. 

3. Da somit die wichtigsten Gebilde der Classe sich als binire 
Formen von 2,, 7, darstellen lassen, wird man zu ihrem weiteren 
Studium die Hiilfsmittel der Invariantentheorie heranziehen. Die Lehre 
von den typischen Darstellungen und associirten Formen enthiilt 
Forschungsmethoden, die fiir functionentheoretische Zwecke noch gar 
nicht nutzbar gemacht worden sind. Um das im vorliegenden Falle 
zu erreichen, fiihren wir durch die Substitution 


a, = t,8; + - ont §, 
(7) 
r= t,§, — - at ts) é, 
mit der Determinante — /(¢,|¢,) = —1 sik Veriinderliche: 
1 on | te) ors lt) 
® fe EFM + Me 
§&, = 4, t, — ait == (xt) 


ein. Ist dann 


(9) 1 = /(&;|22) = >) (}) wit 

v=0 
die Transformirte von f(x,|%,), so sind die Coefficienten u, Co- 
varianten von /(é,|¢,) und bis auf die Bedingung /f(¢,|¢,) = 1 identisch 
mit den von Clebsch, Algebra der biniren Formen, § 83 eingefiihrten 
associirten Formen. Wendet man dieselbe Substitution auf beliebige 
andere Binarformen 


( 
hk ’ 
(ale) = >'(*) Py Xt "23, 


v=0 


(10) rk 


os | Lp) -»> » ) Ya” 22, 


v=0 








an, so sind die Coefficienten v,, w, der transformirten Formen 
v=h 
h —~Vev 
9 (2X, | 2») =)'(3) vy &t”&. 


(11) —e 


vk 


(212) — >) (9) wokt" 8s 


v=0 
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ebenfalls Covarianten, und zwar von /(¢,|¢,) und p(t, |t,) beaw. w(t, |t,) 


simultan. 

in Es gelten dann folgende Sitze: 
om (12) Um eine Covariante der Formen f, 9, ¥,... auf 

f = 1 typisch darzustellen, ersetze man dy, Py, Wy,» . +3 Ly, Lo 
_ : durch Uy, Vy, Wy,+++3 &, & wnd gebe dem entstandenen Aus- 
in ; druck positives oder negatives Vorzeichen, jenachdem die 
sian ; Covariante gerade oder ungerade ist. 
It Invarianten werden hier und im Folgenden stets als Covarianten 
me : der Ordnung Null aufgefasst, ferner: 
lle 4 (13) Eine in den Variabeln t,, t. geschriebene Covariante 


der Formen f, p,¥,... erhdlt man aus ihrem Leitglied bis 
auf das Vorzeichen, indem man darin die Coefficienten 
Gy, Pr» W,.-- durch die Schwesterformen u,, Vy, Wy, ... 
ersetet, v = 0, 1,...; das Vorezeichen ist positiv oder negativ, 
jenachdem die Covariante gerade oder ungerade ist. 

4. Zwischen diesen rein invariantentheoretischen Siitzen und der 
Functionentheorie wird ein inniger Zusammenhang hergestellt durch den 
Satz: 

‘, (14) dass auf dem Gebilde f(x,| x.) = 1 das Differenziren 


o nach @, = — “(a dx) eimer einmaligen Ueberschiebung tiber 





f (%,|%_) gleichkommt. 
Ist symbolisch 


i, (15) f (#4 |%_) = az, 


- a 9(@,|%) = 92, 
ten so ist namlich: 
ige (16) Ap (xy |) __ h(pa) gta Ign), 


do, 


(17) Jede Linearform 4= 4,2, + 4,2, geniigt daher 
auf f(%,|%_) = 1 der verallgemeinerten Riccati’schen Differen- 
tialgleichung 

2 4 Udact 
da? 
wo 


H = —— =! (aa? ec” 


die Hesse’sche enon: von f(a,|%_) bedeutet. 
Daher ist speciell: 
a d d 
jai t té, =0, ia — g., ia, t&, 
(18) 


wo 


5 (aa’)* al n—2 ae. 
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Von besonderem Interesse sind die recurrenten Differentialgleichungen, 
welche sich aus den bekannten Recursionsformeln*) fiir die u,, v,, w,,... 
ableiten lassen; es ist: 


du 
{(m—v) typ =7. a, + VTH1; &=1, u =O, 


dv 
(k— ») ton = age + voy 15 Vy = P(t, | t), 








. dw, 
(k—v) O41 = da, + VTEWy-15 Wy = H(t, |t,). 


Fiihrt man zur bequemeren Rechnung 

(n) nt (ih! 
(20) Oy Gaeta” 
ein, so folgt: 


au” ui) 
0: = do, + v(n—v+1) 101, r=, 


n 


(21) 


dV. 
Vi = - + v(h—v+1)t Hi, Vo” =o (ht), 


und man erhilt durch wiederholte Anwendung dieser Relationen 


folgende Tabellen: 


= — dt 
aN 


0 = iat + 3(n—2)r2, 


(n) 
U; = igs + 2n— 12)t ia 


9 U8" = Tort (1m —44) x gos + (10m —24) (Fy) 


+ 15(n—2)(n —4)r°, 

1 (n) dt @t 
— U; — #4 (21n—14)t 4 ae + (85m —92) 7 5 
¢ 40; 


n do, 





+ 3(35n? — 238+ 360) 2? 2* 


ao, ? 
etc. 
und 


*) Clebsch, Algebra d. biniiren Formen, § 83. 
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( d 
A ar , (p=9(t, to), F(t, \ to) = 1) 


a 
Vi = dat htg, 


Vy — tas + Bh—2)0 58 +h ae, 
Vo =4 at (6h—8)e + (4h— 2) 


x +h (Jar +30—2)e*) 9, 


etc., die erst ihre volle Bedeutung erlangen durch den Satz: 
(24) Berechnet man mittels der Gleichungen (21) die 
Gréssen UL, Us (cihnlich wie in (22) und (23)) , 80 erhéilt 
man fiir t und @ folgende Differentialgleichungen : 
UM.=0, Vii. 
5. Alle ganzen Formen auf f= 1 geniigen demnach Differential- 
gleichungen vom Typus Vi\); = 0; ist z. B.h—=3, 


do, da, 





v= 3 


3 : 
gy (t, | ty) -»> (°) gt,"t,?, p= p(t,|t), 
r*=0 


so ist nach (23): 


dt d ad? 
dort 100 To, + 10 55 Ge +3 (gar t 8%) 9 =O, 


wihrend t selber der Gleichung U,, — 0 geniigt. Letztere gewahrt 
mannigfaches Interesse. Bezeichnet man nimlich den Ausdruck 


(n—2)* 
n—1 


1 , 
T: = 5 (n—2). (aaPar ar” , 


in seiner Abhingigkeit von @, betrachtet, mit — g(@;), und sind 
@,, @., W;,--+-, @, die Werthe von @ in den Verzweigungspunkten, 
so gilt der Satz: 


(25) Die Function ¢(@,;) wird unendlich nur fiir 
@; = D,, Dy,.. +, Gn, 
und gwar ist 
nm By Y yon 1,2... ., 95 
9(@) = way + stetiger Theil. 
Richtet man die untere Grenze der Integration so ein, dass @, = 0 
ist, so ist fiir @,=0: 


9(,) = ow + stetiger Theil. 
t 
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Dieser Satz hat zur Folge, dass in allen Fallen, wo g(@;) durch die 
Gleichung US, = 0 als einwerthige Function von @; definirt wird, 
diese mit der Weierstrass’schen g-Function identisch ist, mit der unser 
allgemeines g noch folgende Eigenschaften gemein hat: Erstens ist 


9(— @) = g(o); 
sind ferner J,, J., ..., Jn—e gewisse ausgezeichnete Periodicititsmoduln 
des Integrals @, von denen ¢(@;,) abhingt, so ist: 
fo) J, 

9 (=: 2, “2, eae “s#) _ we(@|d,, J», eee Jn—2). 
Dagegen unterscheidet sich das allgemeine g(@;) von dem Weierstrass’ 
schen dadurch, dass es i. A. keine einwerthige Function von @; ist. 
Auf jeden Fall haben wir es aber mit einem binomischen Analogon 
der Weierstrass’schen g-Function zu thun. 

6. Wie erwihnt, giebt es Grundgleichungen f—1, deren zu- 
gehériges 9 (@) mit der Weierstrass’schen g-Function identisch ist. 
Dazu gehért natiirlich in erster Linie der Fall, dass f eine biquadratische 
Form ist, also der elliptische Fall selber. Auch wenn / eine der 
Polyederformen bedeutet, ist ~(@;) die Weierstrass’sche Transcendente. 
Wir betrachten in der eingangs citirten Schrift eine (Hexaeder-)Form 
8. Ordnung, deren vierte Ueberschiebung itiber sich selbst auf f= 1 
eine Constante C ist. Die Untersuchung gestaltet sich folgender- 
massen, Von der Form (/,/), wird das Leitglied in bekannter Weise 
berechnet, hierin die Coefficienten nach dem Satz (13) durch die u, 
bezw. nach (20) durch die U, und letztere nach Tabelle (22) durch + 
und seine Derivirten ausgedriickt. Das giebt 


a 6. 
dap t6-7P=C, 
und indem man mit $ = als integrirendem Factor multiplicirt und integrirt: 
(ga,) +47 =20r — D, Sean 
t 


7 
dp\2 
(aa) = 4p* — gp — 9s; 


wo die Constanten g,, g, leicht zu berechnen sind und wiederum die 
Weierstrass’sche Function sich als Lésung einstellt. Dieses Beispiel 
giebt hinreichend zu erkennen, wie Grundformen /, die durch besondere 
Covariantenbeziehungen charakterisirt sind, sich mit den dargelegten 
Hilfsmitteln behandeln lassen. 


7. Aus den Differentialgleichungen, denen die ganzen Formen 
auf f= 1 geniigen, lassen sich auch solche fiir die gebrochenen 
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Formen ableiten. Bemerkenswerth sind die Differentialgleichungen 
derjenigen gebrochenen Formen, die in den Variabeln homogen zur 
Dimension Null sind, wegen ihrer vielfachen Zusammenhiinge mit der 
Schwarz’schen Differentialinvariante; ist namlich: 


(26) t=—F, 
so findet sich: 
(27) (Ela, =2t, — (cfr. (18). 


Sind 9, zwei quadratische Formen mit den Invarianten 

(9,P)2= OY? (9, ¥)2=Doy, (¥,%)2=Dyy, Roy =Dygy Dyy = Dow; 
so erfiillt 

(28) o- 
die Gleichung 


d 2 © € 
(29) 3 Ryy ($2) = 2{ Dog —2Dowy + Dywy’} {[y]o— 27}, 
und solcher Gleichungen ergiebt sich eine ganze Reihe. Die Glei- 
chung fiir € lasst sich umformen in 


AQ F F. — Fie 
(30) age —_ (n— 1)Q . ae 1 (§) ; 


wo die F’ ganze Functionen und F,, F, bis auf einen Zahlenfactor 


€\s 





ihre Derivirten nach § sind; Particularlésungen sind Q, =—>F VD und 
o 
2, D =(«B). Doch kénnen wir hier darauf nicht weiter 
eingeher. 
8. Die recurrenten Differentialgleichungen (21) sind specielle Fille 
des folgenden allgemeinen Satzes: 
Ist D(x, |x) eine beliebige analytische Function ihrer 
Argumenie auf f(%,|%,) = 1, welcher im Punkte t,, t, ein- 
deutig und stetig ist und von t,, t, nicht abhdngt, so gilt 
in t,, t, und seiner Umgebung die convergente Reihenent- 
wicklung 


wo 


v(m) 
(31) O(a) = St, gad. 


v! eg?’ 





v=0U 
wo m=1,+1, +2, +3,... sein kann und die Ent- 
wicklungscoefficienten aus 


- ttel Cy” = O(,|t,) 
mittels 
aa) 
(33) = da Tt U(m—v+i)r c™, 
t 


zu berechnen sind. 
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Man sieht sofort, wenn O,?, = 0 ist, so berechnen sich auch 
Cs, C&Ps, ete. gleich Null, die Reihe bricht ab und ist eine ganze 
Form von £,,&. Zusammen mit (24) heisst das: 

(34) Das identische Verschwinden von O;"), fiir irgend ein 
m in der Entwicklung von D(x, |x,) ist die nothwendige und 
hinreichende Bedingung, dass ® eine ganze Form m'‘* Ord- 
NUNG VON X,, XL, ist. 

Daraus folgt: 

(35) Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass eine Form m Ordnung O(x,|x,) den Factor f(x,|2x») 
genau 4 mal abzuspalten gestattet, ist die, dass © der Dif- 
ferentialgleichung Ci), = 0 der Formen kt" Ordnung geniigt, 
k—=m—An, und dass Cf), fiir x < k nicht verschwindet. 

Differentialgleichungen mit den Anfangsbedingungen Cj” = 1, C{”. =0, 

wie sie fir die U, die Nummer (21) charakteristisch sind, erhilt 

man aus (31) nur, wenn die Function ® eine Constante, und zwar 
® = 1 ist. Dann folgt: 


c™) 1 
1 = = . > — Pe wo 


: ac) 
(36) Co = ae + v(m—v + 1) rO™) 
t 


GC” —=1, GC” =—0, CG” = mr, 


und diese Entwicklung ist fiir m= identisch mit (9), falls man 
dort die U einfiihrt, es sind dann also die Cc identisch mit den U,™, 
Aus (36) folgt: 

(37) Fiir m= n, 2n, 3n, 4n,... ist (36) die Entwicklung von 


. n n—v ow 
f(a\2,) = >) (7) Ay%, t= 1, 
v=0 


bezw. von f?, f°, f4,... 

Fir m <n ist US): =0 die hinreichende und noth- 
wendige Bedingung dafiir, dass f(x,\x,) eine volle Potenz 
einer Form niedrigerer Ordnung m ist, wo USD, eu be- 
rechnen ist aus 


au 
US = G+ v(m—v 4) UA; WO” = 1, UI” = 0. 
t 


Dieser letzte Satz ist die Lésung eines auch von Hilbert *) behandelten 


*) Math, Ann, Bd, 27. 
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Problems, die auf Grund unseres Satzes mit Hilfe von (22) berechnete 
Tabelle 


(1 
7 U!) =r, 
1 
1 2 , 
5 US =e, 


i ‘ 
7 UP) = ct’ + 32°, 


1 “rn ’ 
+ US =e" + 16rr, 


$ US) = c 4+ Bice” + 26r'2 + 7523, 








ei Uf? = 4 52 rc” + 1180” + 56 re’ 


stimmt nach leichter Umrechnung mit der Hilbert’schen véllig tberein. 
Da diese Ausdriicke simmtlich aus der Hesse’schen Form t von f(t,|t,) 
durch Differenziren nach @; abgeleitet sind, so stellen sie nach Satz (14) 
Covarianten dar. Auch die in (31) definirte unendliche Reihe der 0{” 
besteht, wenn ® = 1 oder eine Binarform ist, aus lauter Covarianten. 
Aus diesen Covarianten lassen sich nun associirte Systeme ableiten, 
iiber deren Kigenschaften wir auf die eingangs citirte Arbeit verweisen 
miissen. Indem wir einige rein formentheoretische Abschnitte der- 


selben hier tibergehen, sei noch kurz iiber einen der letzten (a. a. O. § 9) 
berichtet. 


9. Ist, in Linearfactoren zerlegt, 
f (2, |t2) = (¢ 2)(¢y 2)... (ez) = J Pex), f=1, 
(40) | 
9 (a |) = (7,2) (22)... (raz) = J J wa), 
so ergiebt sich durch die Substitution (7): 


f(a, |%) = (&, ey £) (8 — &,&>) see (é; — En &>) =[[ —<&,), 
(41) y 


(ee | re) = (ts | to) (E101 Ba) + «(E10 = 9 (| te) J E,—eb2), 
@ 


wo 
Of (ts |te) (1) 4 OF(trI te) Qc 
(42) cath dt, 
7 = (et) 


und dhnlich g, definirt ist. Dann geniigen die ¢ und g, wie auch 





E= , den Riccati’schen Ditferentialgleichungen 
2 


(43) ge Ott gg ce telgs ete 
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und da > wegen u, = 0 verschwindet, so folgt aus der mittleren 


Gleichung durch Summation iiber alle «: 


(44) > tant. 


Also geniigen die Potenzsummen 


Sy(€) = ?, sy (9) = P 9”, 
e @ 


den Differentialgleichungen: 


ds, ( 
te = VS41(é) + VTS1(8), S(€)— x”, 
(45) 
ds, (e) 
da, = YSH(0)+ vtsa(@), (0) = h. 





Zur Berechnung dieser Potenzsummen hat man die schénen Sitze: 
Liegen die Punkte x,, x, und t,, t, der Curve f (a, | 2%.) =1 
hinreichend nahe bei einander, so gelten die convergenten 
Reihenentwicklungen 


(a, at 
I) M orale + 2) t,) (*L i 2) ay a 2») 


=s(2) + +8 4. 


doleslen 4, 4 2oterled,)(Afalt) 4, 4 Flt 
a a tt a) OG? a + as) 


= P(x; |p) (0) +e 4 Mo +. 





wo 
E = g, : E. 
ast. 


Aus den sich hier anschliessenden Untersuchungen der oben ge- 
nannten Schrift erwihnen wir noch das folgende, invariantentheoretisch 
interessante Resultat: Wie aus den Gleichungen (19) ohne Weiteres 
die Cayley-Aronhold’schen Differentialgleichungen der Covarianten als 
Functionen der Coefficienten entspringen, so kann man aus (43) die 
Differentialgleichungen ableiten, denen die Covarianten als Functionen 
der Wurzeln nach Brioschi*) geniigen. 


Strassburg i. E., 28. Juli 1898. 








*) Annali di Tortolini, V. 
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Ueber einige, bei Schwingungsproblemen auftretende , 
Differentialgleichungen. 


Von 


Max AsraAnam in Berlin. 


Viele Probleme der mathematischen Physik fiihren auf die partielle 
Differentialgleichung Au + k?u—0(. In manchen Fillen ist es eine 
scalare Grésse, beispielsweise bei Problemen der Wairmeleitung die 
Temperatur, die jener Gleichung zu geniigen hat. Schreibt die Grenz- 
bedingung dieser Grésse bestimmte Werthe an einer Fliche vor, so 
wihlt man zweckmissig die Raumparameter derart, dass einer von 
ihnen an der Grenzfliche einen constanten Werth besitzt. Die Dit- 
ferentialgleichungen, zu denen man so gelangt, und die Arbeiten, die 
sich mit ihnen beschiaftigen, sind neuerdings in dem bekannten Buche 
von F. Pockels*) in umfassender Weise behandelt worden. Bei den 
Problemen nun, welche Schwingungen continuirlicher Medien betreffen, 
ist es zuuiichst kein Scalar, sondern es sind die drei Componenten 
eines Vectors in -Richtung der Coordinatenaxen, welche jener Differen- 
tialgleichung geniigen sollen. Hier enthalten die Grenzbedingungen 
in ihrer einfachsten Form nicht diese Componenten, sondern die Com- 
ponenten senkrecht und tangentiell zur Grenzflaiche. Man hat also 
nicht nur die Coordinaten zu transformiren, sondern auch als abhingige 
Variable die Componenten in Richtung der neuen, krummlinigen Co- 
ordinaten einzufiihren. Um nun complicirte Rechnungen zu umgehen, 
werden wir einen Weg einschlagen, den schon Lamé als den gang- 
barsten erkannt hat**). Wir werden fiir die physikalischen Gesetze, 
welche die Wellenbewegungen beherrschen, einen vom Coordinaten- 
system unabhingigen Ausdruck aufsuchen, und in diesen direct die 
allgemeinen orthogonalen Coordinaten einfiihren. Fiir eine derartige 
Darstellungsweise bieten die Symbole der Vectoranalysis ein sehr 





*) F. Pockels: ,,Die part. Diffgl. Aw-+-k*w—0 und deren Auftreten in der 
math. Physik“, Leipzig 1891. 
**) Lamé: ,,Legons sur les fonctions inverses“ 1857, p. 196, 


Mathematische Annalen. LII. 
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geeignetes, und in neuerer Zeit vielfach angewandtes, Hilfsmittel dar, 
wenn man sie nicht als Zeichen fiir gewisse Operationen mit cartesi- 
schen Coordinaten auffasst, sondern ihnen einen vom Coordinatensystem 
unabhingigen geometrischen Sinn beilegt. Im ersten Paragraphen 
werden wir, der Darstellung von Heaviside*) folgend, eine derartige 
geometrische Definition der zu benutzenden drei Symbole der Vector- 
analysis vorausschicken, und in dieselbe allgemeine orthogonale Co- 
ordinaten einfiihren. Sind alsdann die physikalischen Gesetze durch 
jene Symbole dargestellt, so kann unmittelbar ihr Ausdruck durch 
orthogonale Coordinaten angegeben werden. 

In dieser Weise nun leiten wir im zweiten Abschnitte die Dif- 
ferentialgleichungen longitudinaler und transversaler Wellen ab. Longi- 
tudinale Wellen lassen sich stets auf die Bestimmung eines Scalars 
zuriickfiihren , welcher der Gleichung Au + k*u = 0 geniigt, die Dif- 
ferentialgleichungen, zu denen man gelangt, sind also mit den bei 
Problemen der Wirmeleitung auftretenden identisch, Anders verhalten 
sich die transversalen Wellen. Hier lasst sich stets ein Hilfsvector 
einfiihren, welcher mit dem urspriinglichen durch dieselben Gleichungen 
verbunden ist, die nach der Maxwell’schen Theorie die electrische 
Kraft mit der magnetischen verkniipfen. Es ist im Allgemeinen nichi 
moglich, das Problem auf die Lésung einer einzigen partiellen Dif- 
ferentialgleichung zu reduciren. Dieses gelingt einmal bei zweidimen- 
sionalen Problemen; hier stimmen die Differentialgleichungen longi- 
tudinaler und transversaler Wellen iiberein. Ferner gelingt die 
Zuriickfiihrung auf eine einzige partielle Differentialgleichung bei solchen 
transversalen Schwingungen, welche in Bezug auf eine Axe sym- 
metrisch sind; die Differentialgleichung ist aber nicht identisch mit 
der fiir longitudinale Wellen im gleichen Falle geltenden. 

Es sind also drei partielle Differentialgleichungen mit je zwei 
unabhingigen Variablen, welche wir der weiteren Untersuchung zu 
Grunde legen. Wir fragen zuniichst, wann sie sich durch ein Product 
zweier Functionen der einzelnen Parameter integriren lassen. Es gelingt 
dieses nur durch Einfihrung elliptischer Coordinaten oder solcher, die 
als Grenzfalle in diesen mit enthalten sind. Jede der drei Gleichungen 
zerfallt alsdann in ein Paar identischer gewéhnlicher Differentialglei- 
chungen. Das erste Paar bestimmt die sogenannten ,, Functionen 
des elliptischen Cylinders“, Mathieu **) hat dieselben zuerst durch 
Reihen darzustellen gesucht, welche nach Potenzen der Excentricitiat 
der Ellipsen fortschreiten, wihrend es Heine***) gelang, sie in 


*) Heaviside: ,,Electrical papers‘ I, Art. 24. 
**) Mathieu: ,,Cours de physique mathématique“ 1873, p. 122—164. 
***) Heine: ,,Handbuch der Kugelfunctionen“ 1878, I, p. 401—412. 
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Fourier’sche Reihen zu entwickeln*). Die zweite Differentialgleichung 
ist ein specieller Fall der bei dem Problem der Wirmeleitung eines 
Rotationsellipsoids auftretenden, welche gleichfalls zuerst von Mathieu **) 
behandelt wurde. Heine versuchte dann erfolglos***), auch die Inte- 
grale dieser Differentialgleichungen in Fourier’sche Reihen zu ent- 
wickeln. Von Niven wurde die richtige Analogie zu der von Heine 
auf die Functionen des elliptischen Cylinders angewandten Methode 
erkannt +) in der Entwickelung der ,,Functionen des Rotationsellipsoids“ 
nach Zugeordneten der Kugelfunctionen, In dem hier behandelten 
Falle gehen diese in zonale Kugelfunctionen iiber. Die dritte Diffe- 
rentialgleichung endlich wurde vom Verfasser}7+) fiir die electromagne- 
tischen Schwingungen eines Rotationsellipsoids aufgestellt. 

Der Darlegung der Eigenschaften dieser Differentialgleichungen 
sind die beiden letzten Abschnitte gewidmet. Als heuristisches Princip 
benutzen wir den, allerdings hypothetischen, Satz, dass jeder mégliche 
Schwingungszustand von denselben Symmetrieeigenschaften und von 
bestimmter Periode und Dimpfung nach den erwihnten particuliren 
Lésungen in Form von Producten, den sogenannten ,,Normalfunctionen“ 
des betreffenden Bereichs, entwickelbar sei, Ein méglicher Schwingungs- 
zustand, in Richtung der grossen Axe der Ellipsen fortschreitenden 
Wellen entsprechend, lisst sich leicht angeben. Mit Hilfe der ‘Ortho- 
gonalititseigenschaft der Normalfunctionen ergiebt sich aus jener Ent- 
wickelung eine Darstellung der Lésungen unserer Differentialgleichungen 
durch bestimmte Integrale, welche im Integranden wiederum eine 
Liésung derselben Differentialgleichung enthalten. Dieses Resultat, das 
wir auch, von den Differentialgleichungen ausgehend, verificiren, ge- 
stattet es, die Werthe zu ermitteln, denen sich die Integrale, im 
Sinne Poincaré’s+}}), mit wachsendem Argumente asymptotisch nihern, 
und sie in Beziehung zu den Werthen zu setzen, welche die Integrale 
in der Umgebung der im Endlichen gelegenen singuliren Punkte be- 
sitzen. Wiahrend sich die oben erwihnten Autoren in den physikalischen 
Anwendungen auf wenig von Kugeln und Kreiscylindern verschiedene 
Kérper beschrinken mussten, lassen sich, mit Hilfe jener Beziehungen, 
auch solche Probleme in Angriff nehmen, welche die Schwingungen 
sehr gestreckter Rotationsellipsoide betreffen 77. 


*) Weitere Litteratur findet man bei Pockels 1. c. p. 116. 
**) Mathieu 1. c. p. 270—290. 
***) Heine 1, c. Il, p, 328—332, 
+) Niven: Transactions of the R. Soc. of London 1880, I, p, 117—151,. 
+t) M. Abraham: ,,Die el. Schwingungen um e, stabfirmigen Leiter‘. 
Wied. Ann. d. Physik u. Chemie, Bd. 66, p. 485—472. 1898. 
ttt) Poincaré: Acta mathematica Bd. VIII. p. 295 ff. und Méth. nouvelles 
de la mécanique céleste. II. p, 2. 1893. 
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Sa, 


Vector-Analysis und orthogonale Coordinaten. 


I. Gegeben sei ein Scalar a als eindeutige stetige Function des 
Ortes. Wir definiren*) einen Vector 


(1) B= — Va 
durch die Festsetzung: Das Linienintegral von $ lings einer un- 


geschlossenen Curve @ ist gleich der Differenz der Werthe, die der 
Scalar « an den Endpunkten 1, 2 der Curve besitzt 


2 
1 


Ein Vector %, welcher in der, durch (1) dargestellten Beziehung zu 
einem Scalar @ steht, besitzt die Ligenschaft, dass sein Linienintegral, 
erstreckt ttber eine geschlossene Curve, verschwindet. 

Il. Ist das Linienintegral eines Vectors $ lings einer geschlossenen 
Curve im allgemeinen von Null verschieden, so definiren wir einen 
neuen Vector 


(2) © = curl 8 


durch die Festsetzung: Das Flachenintegral der Normalcomponente 
von ©, erstreckt tiber eine ungeschlossene Fliche 6, ist gleich dem 
Linienintegrale von % lings der Randcurve @ 


(2a) eds =[B, ae. 
° e 


Denkt man sich die Randcurve @ so durchlaufen, dass die Fliche 6 
zur Linken liegt, so ist unter v diejenige Normale verstanden, welche 
am Rande dem Umlaufenden von den Fiissen zum Kopfe gerichtet 
ist. Ein Vector ©, welcher in der, durch (2) dargestellten Beziehung 
zu einem anderen Vector 8 steht, besitzt die Eigenschaft, dass das 
Integral seiner Normalcomponente, erstreckt iiber eine geschlossene 
Flaiche, verschwindet. 

III. Ist das Flachenintegral der Normalcomponente eines Vectors 
© tiber eine geschlossene Fliche im allgemeinen von Null verschieden, 
so definiren wir einen Scalar 
(3) d = div € 


durch die Festsetzung: Das Integral des Scalars 8, erstreckt tiber 


*) Heariside: ,,Electrical papers‘ I, Art, 24. Siehe auch A. Féppl ,, Ein- 
fiihrung i. d. Maxwell’sche Theorie“, Lpz. 1894. Cap. I. 
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einen Raum t, ist gleich dem Integrale der Componente des Vectors € 
in Richtung der fusseren Normalen, erstreckt iiber die Grenzfliche o 


(3a) fear—foas. 


Wir denken uns nun die Lage eines Punktes im Raume durch 
drei Parameter (wv w) in eindeutiger Weise bestimmt. Erfahren beim 
Fortschreiten um das Linienelement ds die Parameter die Aenderungen 
(du, dv, dw), so soll 


2 2 2 

dst = Te + Fe + 
sein, d. h. wvw sind orthogonale Coordinaten. Die Eindeutigkeit der 
Bestimmung verlangt, dass U?, V*, W? einwerthige und zwar stets 
positive Functionen der Parameter sind. Setzen wir fest, dass fiir 
U, V, W die positiven Wurzeln derselben zu nehmen sind, so sind 
auch diese Gréssen eindeutig durch die Parameter bestimmt. Wir 
nehmen ferner an, dass sie in dem betrachteten Raumtheile stetig und 
von Null verschieden seien. Wir wollen nun die symbolischen Glei- 
chungen (1, 2, 3) mit Hilfe der geometrischen Beziehungen (1a, 2a, 3a) 
in Gleichungen zwischen den vorkommenden Scalaren und den Compo- 
nenten der Vectoren in Richtung der wachsenden Parameter (uv w) 
umsetzen. 

I. Wir wiahlen fiir g die Schnittcurve zweier F lichen v = constans, 
w = constans. Dann folgt aus (la) 


? i 
du Oa 
J ® U ee jy ou: 
1 


Da das Intervall (wu, — u,) beliebig gewahit werden kann, und analoge 
Betrachtungen auf die Schnittcurven je zweier Flachen anwendbar 
sind, auf denen die Parameter (w, u) und (u, v) constante Werthe 
besitzen, so erhalten wir als Componenten des Vectors 8 = — Va 


Ou Ou — da 
(1b) B,=—Uz Bw — Ve, Bo = — Ws,: 


II. Wir wahlen fiir o ein Flichenstiick, auf dem der Parameter u 
constant ist. Dann folgt aus (2a) 


dv dw 
fede f(B Vide + Bu wa,) 4: 
o @ 


Wir bilden die Fliche 6 auf eine Ebene o’ ab, deren Abscisse v, deren 
Ordinate w ist. Hierdurch wird jedes Element der Flaiche o einem 
Elemente der Ebene o’ in eindeutiger Weise zugeordnet; es ist 


do — ede _ ao’ 
~ VW VW 
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Jedem Elemente dg der Randcurve von 6 entspricht ein Element dg’ 
der Randcurve von o’', und zwar derart, dass beim Fortschreiten um 
entsprechende Strecken die Parameter um die gleichen Betrige wachsen. 
Es ist also 


dv dv 
de “@ = ae’ 


¥ = dv B, dw ° 
Jo vv SCF a+ w iy) de. 


Nehmen wir an, dass die Richtungen der wachsenden wow mit einem 
Rechtssysteme zur Deckung zu bringen sind, und beachten wir die oben 
angegebene Fortschreitungsrichtung lings der Randcurve, so folgt mit 
Hilfe einer bekannten Integraltransformation 


fie se ~fe(t)—20 


Diese Transformation, die einen speciellen Fall des Stokes’schen Satzes 
bildet, ist hier gestattet, da die Componenten von % als einer physi- 
kalischen Grésse eindeutig durch Angabe des Raumpunktes bestimmt 
sein miissen, und auch U V W als einwerthige und von Null verschiedene 
Functionen der Parameter angenommen wurden. Da nun das Flichen- 
stiick o’ beliebig gewihlt werden kann, und analoge Betrachtungen auf 
die Flachen »v = constans, w = constans anzuwenden sind, so erhalten 
wir als Componenten des Vectors © = curl S 


o= VW 5) — ae (7)]) 
(2b) 0, = WOL 55x") — aww), 
co = UV S(F)— we (H)]: 


Ill. Aus (3a) ergiebt sich zur Bestimmung der Divergenz die 
Gleichung 


’ dw dw,, 
de’, de OG 4) 


und es wird 











fear = fas ((C. cos (vw) + C, cos (vv) + C,, cos (vw))- 


Wir bilden den Raum + auf einen Raum rt’ ab, dessen Cartesische 
Coordinaten wow sind. Hierdurch wird jedes Element dt einem 
Elemente dr’ in eindeutiger Weise zugeordnet; es ist 


—_— du dv¢ dw ar 
— UVWwW UvVWw 
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Jedem Elemente do der Oberfliiche von + entspricht ein Element do’ 
der Oberfliche von 1’; es bestehen die Beziehungen 


dv dw do’ 








do - cos (vu) = vw rw 8 (vu), 
dé - cos (vv) = = et or: - cos (v'v), 
dudt do’ 


dé - cos (vw) = 








TV Ty * 008 (vw). 
Somit ergiebt sich 


Jain — feo (vs vw “08 (v'u)-+ ptr c0s(v'v) +7: -cos(v't0)) « 


t 


Formen wir die rechte Seite mit Hilfe des Green’schen Satzes um, was 
bei den iiber die Gréssen UV W gemachten Annahmen gestattet ist, 
so folgt 


Srbw 08 — feel 8 (ote) + & (ots) + (0%)} 


Da wir nun den Raum 7 beliebig wihlen kénnen, so erhalten wir 
fiir den Scalar d = div © 


C, a ( % Co 
ey 80 WS (viv) +4 (we) +a (va) 
Die Gleichungen (1b, 2b, 3b) geben uns den Ausdruck der drei 
definirten Symbole der Vectoranalysis durch allgemeine orthogonale Co- 
ordinaten. Der Ausdruck durch Cartesische Cvordinaten geht aus 
diesem hervor, indem man U = V= W—1 setzt; er lautet 


(1e) B,——%, By ——&, B, — — 3. 
es 
a2 

(3e) 8m eg Oe 


Im folgenden Paragraphen werden wir die erhaltenen Resultate auf 
die Gesetze der Wellenbewegungen eines continuirlichen Mediums an- 
zuwenden haben. 
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g 2. 


Die partiellen Differentialgleichungen longitudinaler und transversaler 
Wellen. 


Unsere Untersuchungen sollen sich auf ein Medium beziehen, in 
dem sich Wellen irgend welcher Art mit der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit ¢ ausbreiten kénnen. % sei der die Wellenbewegung charakte- 
risirende Vector, etwa die elastische Verschiebung bei mechanischen, 
die magnetische Kraft bei electromagnetischen Wellen. Die zeitliche 
Aenderung des Vectors ¥ soll durch den Factor e~*** bestimmt sein, 
wo # eine complexe Grésse bedeutet, deren reeller Theil entweder 
positiv oder Null ist, d. h. die Schwingungen sollen periodisch oder 
gedimpft sein. Durch diese Festsetzung gewinnen wir einerseits die 
Méglichkeit, eine Absorption der Schwingungsenergie in Betracht zu 
ziehen, andrerseits tritt auch in einem absorptionsfreien Medium eine 
»conservative Diimpfung‘‘*) durch Ausstrahlung iiberall dort auf, wo 
nicht das Feld der Schwingungen rings von einer vollkommen 
reflectirenden Hiille umschlossen ist. 

Einen Vector §, dessen zeitliche Verainderung durch den Factor 
e-%¢ bestimmt ist, werden wir als Wellenvector bezeichnen, wenn die 
raumlichen Veranderungen seiner Componenten in Richtung der recht- 


winkligen Coordinatenaxen durch die Differentialgleichungen regulirt 
werden 


, _#F, , #F, , #F, 
oF, ae. . = + oy? r+ oe? 
oF, OF 
2 Pmt y 
(4) a F, te yt oye oz ? 
oF @F, eF 
2 peal. alt, Bid. IM 
PF, = ox? oy? oz 


Mit Hilfe der im vorigen Abschnitte definirten Symbole der 
Vectoranalysis kénnen wir diese Gleichungen fiir die Componenten 
durch eine einzige Vectorgleichung ersetzen 


(5) # = + V div F — curl curl F. 

Denn aus (1c, 2c, 3c) erkennt man, dass die Componenten der Vectoren, 
welche auf der linken und rechten Seite von (5) stehen, mit der die 
linke und rechte Seite der Gleichungen (4) bildenden Gréssen identisch 
sind. Bevor wir die allgemeine Wellengleichung (5) specialisiren, 
wollen wir zwei auf ebene Wellen beziigliche Sitze anfiihren. 


I. Bei longitudinalen ebenen homogenen Wellen verschwindet der 
curl os Wellenvectors. Denn sei die (yz)-Ebene die Wellenebene, so 


*) M. Planck, Berl. Sitzungsber. Febr. 1896. 
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verschwinden die Differentialquotienten nach y, 2; ferner ist wegen der 
Longitudinalitat F’, — F,—= 0, woraus sich nach (2c) die Richtigkeit 
des Satzes ergiebt. 

II. Bei transversalen ebenen homogenen Wellen verschwindet die 
Divergenz des Wellenvectors. Denn sei wieder die (yz)-Ebene die 
Wellenebene, so verschwinden die Differentialquotienten nach y, 2; 
ferner ist wegen der Transversalitit F’, —0, woraus sich nach (3c) 
die Richtigkeit des Satzes ergiebt. 

Wir gerathen also nicht in Widerspruch mit der bei ebenen 
Wellen iiblichen Bezeichnungsweise, wenn wir Longitudinalwellen und 
Transversalwellen allgemein, wie folgt, definiren: 

I. Longitudinal sind solche Wellen, bei denen der curl 
des Wellenvectors verschwindet. 

Il. Transversal sind solche Wellen, bei denen die Di- 
vergenz des Wellenvectors verschwindet. 

Durch Einfiihrung dieser Definitionen in die allgemeine Wellen- 
gleichung (5) erhalten wir die Grundgleichung longitudinaler Wellen 


(5a) #F = + V div F, 
und die Grundgleichung transversaler Wellen 
(5b) & & = — curl curl F. 


Indem wir uns im Folgenden auf die Behandlung longitudinaler 
und transversaler Wellen beschrinken, umfassen wir alle bekannten 
Wellenbewegungen homogener, isotroper Medien. Denn die allgemeinste 
Wellenbewegung eines elastischen, festen Kérpers lisst sich, wie 
Stokes*) und Clebsch**) bewiesen haben, in eine longitudinale und 
eine transversale zerlegen, die sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
fortpflanzen. Die fliissigen und die gasférmigen Koérper dagegen ge- 
statten nur die Ausbreitung longitudinaler Wellen , wihrend die electro- 
magnetischen und die Licht-Wellen transversaler Natur sind. 

Longitudinale Wellen lassen sich stets auf die Bestimmung eines 
Scalars zuriickfiihren. Denn setzen wir 


6 = div §, 
so hat der Scalar o der aus (5a) folgenden Gleichung zu geniigen 
(6) 6 = div Vo. 
Ist 6 dieser Gleichung gemiiss bestimmt, so ergiebt sich aus 


(6a) 3 = Gr Vo 


*) Stokes, Math. Phys. Papers. II. p., 258. 
**) Clebsch, Crelle’s Journal. Bd. 61. 
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bei gegebenem @ der Wellenvector §. Satzen wir nun aus (1b, 3b) 
den Ausdruck der Symbole div. und VY durch orthogonale Coordinaten 
ein, so folgt aus (6) als Differentialgleichung longitudinaler Wellen 
, U @6 6 Vi @6 W @6 
(6b) #o—UVW |S (vw a) + ae wD os) + aw (UV Se): 
Dieselbe Gleichung hiatten wir erhalten, wenn wir fiir den Scalar o 
die Differentialgleichung (4) aufgestellt und die unabhangigen Varia- 
beln transformirt hitten. 
Kehren wir nun zur Grundgleichung (5b) transversaler Wellen 
zuriick. Wir fiihren einen Hiilfsvector G ein durch die Beziehung 
— #6 = curl F. 
(7) Dann folgt 
oF = curl G. 


Dieses Gleichungssystem ist, bei geeigneter Bestimmung der Constanten 
®, identisch mit demjenigen, welches nach den Grundgleichungen der 
Mazxwell’schen Electrodynamik in der von Heaviside*) und Hertz**) 
angegebenen symmetrischen Form die electromagnetischen Schwingungen 
beherrscht. Wir sehen hier, dass es fiir alle transversalen Schwingungen 
gilt. Setzen wir aus (2b) den Ausdruck der Componenten des curl 
durch orthogonale Coordinaten ein, so erhalten wir als Differential- 
gleichungen transversaler Wellen 


— 8G, =VW 


(7a) — #G, 


Se |e slo 
a J 
& q ot | _ 


Qs 


(7b) 


——" 
q]2 =| 
wee” 
a 


Diese Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nicht auf die Lésung 
einer einzigen partiellen Differentialgleichung reduciren. Dieses ge- 
lingt indessen, falls die Componenten von § und G von einem der 
Parameter, etwa w, unabhangig sind, und auch U, V nicht von w 
abhaingen. Dann zerfallen die Gleichungen (7a, b) in zwei Gruppen 


*) Heaviside, ,, Electrical papers“. I, Art. 30. 
**) H. Hertz, ,, Ausbr. d. el. Kraft“, p. 148. 
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-enrwi(%), sa-wo2(%), 
or. or[2(9)- 2(@)) 
ww), —9R— WO sy), 
~e6.— 07 [2 (%)- £()} 
Da diese Gruppen von einander unabhingig sind, und sich nur durch 


das Vorzeichen unterscheiden, so geniigt es, die erste zu behandeln. 
Wir setzen 


(7d) 


F, 
A= >. 


Dann hat A der Differentialgleichung zu geniigen 


@ wee TRG BOF HI 


Ist A demgemiss bestimmt, so ergeben sich die Componenten F,,, G,, G, 
nach (7c) aus den Gleichungen 


(@:) F.—-4.W, —96,-7w%4, +96,-0W %4. 


W law\ Vou 


Stellen wir (8) die Differentialgleichung gegentiber, die fir longitudi- 
nale Schwingungen bei Unabhingigkeit vom Parameter w gilt 

: 0 U dc 77 V @e 
8b) #6 — UV WE wy aa) + ae (we Be) 

Die Differentialgleichungen longitudinaler und transversaler Wellen 
sind nur dann identisch, wenn W von u und v unabhingig ist. Als- 
dann kann man durch geeignete Wahl des Parameters w W gleich 1 
machen. Dieser Voraussetzung entspricht der Fall, dass w in paral- 
lelen Ebenen constant ist. Zweidimensionale Schwingungsprobleme 
fiihren demnach stets auf die Differentialgleichung 

0 (U 0Z @¢V eZ 
(9) eZ=-UV 2 (+a FD: 
Ist andererseits der Schwingungszustand in Bezug auf eine Axe sym- 
metrisch, so kénnen wir fiir w den Winkel setzen, den die betreffende 
Meridianebene mit einer festen bildet. Auch hier sind, wie voraus- 
gesetzt wurde, U, V von w unabhingig. Der Abstand von der Sym- 


metrieaxe ist 9 = € - In diesem Falle lautet die Differentialgleichung 
longitudinaler Wellen 


(0) em Ur [2 2 (0.7 2) 1 2 (0. F ay). 
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Die Differentialgleichung transversaler Wellen dagegen nimmt die 
Form an 


an eave ZC-FM+eR0-F HO 


Auf die Gleichungen (9, 10,11) sollen sich unsere weiteren Unter- 
suchungen beziehen. 


§ 3. 
Reduction auf gewohnliche Differentialgleichungen. 
Innerhalb der Ebenen w = constans mag die Lage eines Punktes 


durch die cartesischen Coordinaten (z, 9) bestimmt sein. Wir wihlen 
die Parameter (u,v) derart, dass jene Ebenen durch die Beziehung 


(12) e+ ei —v(ut vi) 


conform auf die (uw, v)-Ebene abgebildet werden. Fiir das Verhiltniss 
entsprechender Linienelemente erhalten wir alsdann 


(12a) pay ale (uti)|, 
und fiir das Verhiltniss —r Flichenelemente 
(12b) h=a7 ='¥ ‘(u+ vi)/*. 


Durch Einfiihrung dieser iia nehmen unsere Gleichungen 
die Form an: 


die Differentialgleichung zweidimensionaler Schwingungen 
(13a) Z. hm SS 4 Oe, 


die Differentialgleichung ciiiitiallis Schwingungen bei Axen- 
symmetrie 
1 o 9% a a6 
(13b) 6. 0h— — © (0: ae) 4. > a e 6°), 
die sees transversaler Schwingungen bei Azen- 
symmetrie 
1 0A 1 0A 
(13 ¢) A.Ph=o 2 (= A )+er(- SF 
Wann ist es méglich, diesen Differentialgleichungen durch ein 
Product einer Function von u und einer Function von v zu geniigen? 
Fiir (13a) ist die Bedingung die, dass h als Differenz einer Function 
von « und einer Function von v darstellbar sei. Fiir (13b, c) tritt 
noch die zweite Bedingung hinzu, dass @ das Product zweier nur von 
u und v allein abhangiger Functionen sein muss. Die erste Bedingung 
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wird, wie H. Weber*) bewiesen hat, nur befriedigt, wenn die Curven 
u <= constans, v = constans confocale Ellipsen und Hyperbeln oder 
Grenzfalle dieser Curvensysteme sind. Bezeichnet f den halben Abstand 
der Brennpuncte, so hat man zu setzen 


(14) e+ oi = v(u+ vi) =f. cos (u+ vi). 
Man findet alsdann 
(14a) h=|v'(u+ vi)|? =f? (cos? (wi) — cos? v). 


Die erste Bedingung ist in der That erfillt. Durch Gleichsetzung der 
reellen und imaginaren Theile von (14) erhalt man 

(14b) 2=<=f.cos(ui).cosv, o=—/f.(—isin wi).sinv, 

Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt, und daher sind bei dieser 
Wahl der Parameter auch die Gleichungen (13b,c) durch Producte 
einer Function von «, und einer Function von v integrirbar. 


Durch Einfiihrung von (14a, b) nehmen die Gleichungen (13) die 
Form an 


in) 2.0872 oui —eate) BEBE, 


(15b) 6 . #/f?. (cos? ui — cos? v) = aitien d (sin ut 2) 


sin ut Ou ou 
1 @ de 
sinv Ov dv/? 
. , . >i 1 OA 
(15) A. #f*. (cos? ut — cos? v) = sin ui au ( = 
. 7) 1 @A 
+ sin 0 dv \sinv Ov/° 
Es war vorausgesetzt worden, dass einem Werthsystem (u,v) der 
Parameter ein Punkt einer Ebene w = constans in eindeutiger Weise 
entspricht. Dieses wird erreicht, wenn (w,v) in den Intervallen variiren 
Oc<uco, —acvc4na. 
Wegen der Einwerthigkeit des Wellenvectors kommen nur solche 
Lésungen von (15) in Betracht, die fir v = — a, und v =-+ m@ den- 
selben Werth besitzen. Fiihren wir nun die neuen Variabeln ein 
(16) “%=cos(ui), y=cosv, 
die in den Intervallen liegen 
l1<z<ow, —l<sy<s+t+l, 


so entsprechen einem Werthe von y zwei entgegengesetzt gleiche 
Werthe von v. Es kénnen sich daher im Falle des elliptischen 


(sin v 





*) H. Weber, Math. Ann. I, p, 27—380. Siehe auch Hiintschel ,, Reduction der 
Potentialgleichung“, p. 137 —140. 
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Cylinders die Componenten des Wellenvectors als zweiwerthige Func- 
tionen von y darstellen; im Falle des Rotationsellipsoids dagegen 
treten nur eindeutige Functionen von y auf, da dort die Componenten 
in zwei zur grossen Axe symmetrisch liegenden Punkten als gleich 
vorausgesetzt wurden. 

Die Variabeln (x, y) stehen nach (14b) zu den Cartesischen Co- 
ordinaten der Ebenen w = constans in der Beziehung 


(16a) e=fay, o=fyz?—1.yl—y. 

Es ergiebt also |fz| die Linge der grossen Halbaxe der Ellipse, die 
durch den betreffenden Punkt geht, wihrend die Lange der grossen 
Halbaxe der Hyperbel durch |fy| bestimmt wird. Durch Einfiihrang 


der neuen Variabeln nehmen die Gleichungen (15), wenn wir noch 
p = @f setzen, die Form an 


9 a a a3 Of 
(17a) i iam esti os 


+y¥i-—/-; Ai a oe 
(17b) 6. p'(at—y’) = — 2((1—-24) $ ©) +2 2 ((1 —¥) 2), 


(Qe) A. Py) = —(-) Stl) 





Wir erhalten particuléare Lésungen dieser partiellen Differentialglei- 
chungen in Form von Producten 


(18) Z, = Ba(y).Ci(x), Gn—= Dn(y). Ma(x), An = En(y) - Ha(x), 


wenn die Factoren den folgenden, gewdhnlichen, linearen Differential- 
gleichungen geniigen 

1 
19 on 
(19a) 5% 


1 


Bx (y)) + Baly)-(—p 

(9) tS EVIK#.@) + (> 
(—» 

(-» 


(199) jog a; . Lx(y)) + Ln(y): 


(19d) =a . M,(2)) + M,(a): 


(19¢) Ey (y) + Ely) + (— 2" ti 
(19) Hy (2) + Holz): (— p? + 783) =0. 


Diese Differentialgleichungen sind simmitlich functionentheoretisch da- 
durch charakterisirt, dass sie in den Punkten + 1 Singularititen be- 


> @ 


_- =o. aoe eelUmelC Ol 
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sitzen, und dass der unendlich ferne Punkt eine Unbestimmtheitsstelle 
fir die Integrale ist. Auf das Verhalten der Integrale in der Nahe 
der letzteren werden wir erst im fiinften Abschnitte eingehen, wobei 
auch die fiir die Wahl der Particuliirlésungen von (19b,d,f) mass- 
gebenden Gesichtspunkte erértert werden sollen. Hier wollen wir zu- 
nichst die Bedingungen aufstellen, die sich aus der Einwerthigkeit 
und Endlichkeit des Wellenvectors fiir die Functionen B, (y), Ln(y), En (y) 
ergeben, falls, wie wir annehmen, das Feld der Schwingungen nur 
von Ellipsen, nicht aber von Hyperbeln begrenzt wird. 

Bei den durch (19a, b) bestimmten, zweidimensionalen Schwin- 
gungsvorgingen verlangt die Einwerthigkeit des Wellenvectors, dass 
die Lésung auf einem, beide Brennpunkte umschliessenden Wege zum 
Anfangswerthe zuriickkehre. Um diese Bedingung zu erfiillen ist fir 
B,(y) ein particulires Integral von (19a) zu setzen, welches in Bezug 
auf » = are cos (y) die Periode 22 besitzt, also entweder in beiden 


singuléiren Puncten y=-+1 und y= —1 zur Wurzel = oder. in 


beiden zur Wurzel 0 der determinirenden Fundamentalgleichung gehért. 
Ein solches particulares Integral aber lisst die Gleichung (19a) nur 
fiir bestimmte Werthe der Constanten ¢, zu, die wir im ersten Falle 


mit &.1, im zweiten mit &» bezeichnen. Die zugehérigen Lésungen 
von (17a) 


Zar — Bui (y) . Cai(x), Zn — By 2(y) . Cy 2(x) 


stellen zur grossen Axe der Ellipsen antisymmetrische, beziehungsweise 
symmetrische ,, Normalfunctionen des elliptischen Cylinders“ dar. 

In den beiden anderen Fallen ist die Einwerthigkeit des Wellen- 
vectors von vorne herein durch die Annahme der Symmetrie um die 
Rotationsaxe gesichert. Hier werden die fiir die Verinderung des 
Schwingungszustandes lings der Ellipsen charakteristischen Functionen 
L,(y), E,(y) durch die Bedingung bestimmt, dass der Wellenvector 
auf den im Felde enthaltenen Theilen der Rotationsaxe g@ = 0, ins- 
besondere auf den Hyperbelzweigen y= — 1 und y= --1, endlich 
bleibt. 

Fir Z,(y) ist demnach ein in den singularen Punkten y= + 1 
endliches Integral von (19c) zu setzen. Ein solches existirt nur fiir 
eine Reihe bestimmter, durch den Index m unterschjedener Werthe der 
Constanten 4,. Die zugehérigen Loésungen von af b) 


On = L, (y) . MM, (x) 
wollen wir als ,,axial-symmetrische Normalfunctionen des Rotations- 
ellipsoids fiir longitudinale Schwingungen“ bezeichnen. 


Da nach (8a, 16a, 18) bei transversalen Schwingungen der be- 
trachteten Art der Wellenvector durch 
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he E,, (y) . H,, (#) 

ef. M—y Vat 

bestimmt wurde, so verlangt die Endlichkeit desselben, dass fiir E,(y) 
ein fir y—-+ 1 verschwindendes Integral von (19e) gesetzt. werde. 
Ein solches existirt nur fiir eine Reihe bestimmter Werthe der Con- 
stanten x,, und zwar verschwindet es, wie die Aufstellung der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung lehrt, in jenen Punkten von der 
ersten Ordnung. Die zugehérigen, durch den Index » unterschiedenen, 
Particularlésungen von (17c) 


An = E,(y) - Hn(2) 


wollen wir als ,,Normalfunctionen des Rotationsellipsoids fiir trans- 
versale Schwingungen“ bezeichnen. 

Die zu demselben Werthe der Constanten p, aber zu verschiedenen | 
Werthen von &:1, n2, 4n, %, gehdrenden, den Bedingungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit gentigenden Integrale von (19a, c, e) besitzen 
die sogenannte ,,Orthogonalitdtseigenschaft“, die wir nunmehr ableiten 
wollen. Aus (19a) folgt 


Ba(y): gy V1—¥ Bi) — Bel) ge (VI—¥ Ba) 


Bu(v)- Ba) 
Ni-y¥ 


F< 


wari 





= (Em — En) ‘ ' 


und durch Integration 


—__—_—_- , +1 
[Y1— y* (Buy) - Bay) — Ba(y) Ba(y)) |", 
*  Baly)- Baty) 
m\¥) » Pn \¥) 
— (ee). f dy - Vi-y ’ 
Wenn nun beide Functionen B,(y), B,(y) fir y—=-+1 von der 
Ordnung ; verschwinden, oder beide endlich sind, so verschwindet 


die linke Seite jedesmal von der Ordnung > also ist 


+1 

‘ “, Bay). Baly) 

(20a) J dy — a = (Q, mZn. 
—1 


Analog ergiebt (19 c) 


[(1—y*) (Lm(y) - Lay) — Ln(y) Lay) |" 
+1 
= (An — An) fay Ln(y) Ln (y). 


—1 



























Differentialgleichungen der Schwingungsprobleme. 97 


Da nun L,,(y), Ln(y) beide mit ihren Ableitungen fiir y= -+ 1 endlich 
sind, so folgt 





) BF a0) f dyLaQ)tay)—=0, m2n. 
Con- a 
ter- Endlich ergiebt (19e) 
der - f  Enly). Egy) 
a, [Ex(y) Em(y) — Eig(y) En (y)]*t = (2m — te) Jos dy SSS. 
; Da E,(y), En(y) fir y=-+1 verschwinden, die Ableitungen aber 
a endlich sind, so folgt 
ans- 
: £,(y) _ 
— (20c) fo™ -— =0, mZn. 
Ein- | 
itzen Die Functionen C, (x), M,(x), H,(x), mit denen man B,(y), L;(y), 
siten E,(y) multipliciren muss, um eine particulire Lésung der partiellen 
Differentialgleichungen (17) zu erhalten, werde ich mir gestatten, die zu 
jenen ,,complementiiren“ Functionen zu nennen. Fiir einen von con- 
focalen elliptischen Cylindern oder Rotationsellipsoiden begrenzten 
Bereich gentigen also die complementiiren Functionen denselben Diffe- 
rentialgleichungen. Dieses iindert sich indessen, wenn wir von Ellipsen 
zu Kreisen tibergehen. Wir haben dann den Abstand der Brenn- 
punkte (2f) gleich Null zu setzen, wobei der Radius fz =r und y, 
der Cosinus des Winkels zweier Radien, endlich bleiben miissen; da 
nun p = #/ war, so ist in den Differentialgleichungen (19) zur Grenze 
p =O iiberzugehen bei endlichem y und endlichem px = @r— gz. 
Es werden also fiir Bereiche, die von concentrischen Kugeln oder 
Kreiscylindern begrenzt sind, die complementiiren Functionen ganz 
ie verschiedenen Differentialgleichungen geniigen. Dieselben lauten, wenn 
bees wir fiir die Constanten sogleich ‘die aus den Bedingungen der Ein- 


deutigkeit und Stetigkeit folgenden Werthe setzen: 
Fiir die aus B, ” entstehende Function ®, (y) 


(la) = Y1—y- iy Vi-¥ —y? .Ox(y)) + n®®, (y) = 0. 


Ihre Integrale ,1(y) = sin ( are cos y) und ®,2(y) = cos (m are cos y) 
entsprechen den Functionen B,1(y) und Bys(y). 
Die complementiire Function G, (2) geniigt der Differentialgleichung 


(21b) 1 7 (c.Gx()) — G2) (1+ 4) =0, 


die durch die Substitution z = #7 in die der Bessel’schen Functionen 
J,(#) tibergeht (Heine I. Formel 42, p. 236). 
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Nach Heine’s Formel I. 43, p. 237, wird somit ein im Endlichen 
endliches Integral von (21b) erhalten 


(2a) (2) = 8 (F )" (@ ©) — 2. Ja(0), 
wenn 

Gy(z) = xJ,(#) 
gesetzt wird. 


Die Function L,(y) geht iiber in die zonale Kugelfunction P, (y), 
fiir welebe die Differentialgleichung gilt 


(21) ty (1-¥) Pa) + 0. H+ DPy) =O. 


Die zu P,(y) complementiire Function 7,(z) hat der Gleichung zu 
geniigen 

1 d , 1 
(21d) 1S (#.Ta(e)) — Tae) (1+ = &t”) =0. 
Dieselbe geht durch die Substitution z = #7 in die bei Heine (I. 44e, 
p. 240) angegebene iiber, deren Integrale w,(#), ¥,(#) sind. Man 
erhalt somit aus Heine’s Formeln (44c,d) ein im Endlichen endliches 
Integral von (214d) 


(22 b) Ta(2) = "(> G5) (Zo(e)) =. ¥a(9), 


wenn 





T, (2) = <== = (8) 


gesetzt wird, und ein im eli z= 0 unendliches 


(22) T,(2) = (4 4)'(Z,(2)) =" ¥,(8), 
wenn 
et? 
To (2) = —— = (iY, (8) 
gesetzt wird. 
Die Function E,(y) endlich geht iiber in 


(22d) R,(y) = (1 —y*). Paly), 
welche der aus (21c) durch Differentiation folgenden Gleichung geniigt 
(21) Ry) + Ba(y) "EY = 0. 





Fiir die zu R,(y) complementire Function S,(2) gilt die Gleichung 
” ee nm.(m+1)\ __ 
(21f) Sa(2) — Si (2) (*-SF7) =0 


IID wT TUNE PEN 


ee 
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Dieselbe besitzt, wie eine Vergleichung mit (21d) lehrt, die beiden 
Integrale 


: (22 e) S,(2) =n. (n+1).2.T7,(2), 
i (22f) S,(2) =n. (n+1).2.7,(2). 


hen 


§ 4. 
(y), Reihenentwickelungen nach Normalfunctionen. 


Im vorigen Abschnitte haben wir particulire Lésungen der par- 
tiellen Differentialgleichungen (17) gefunden, welche den allgemeinsten, 
innerhalb eines Rotationsellipsoids oder elliptischen Cylinders még- 
lichen, Schwingungszustand von den vorausgesetzten Symmetrieeigen- 
schaften und der durch die Constante p bestimmten Periode und 
Dimpfung beherrschen. Die Hypothese nun, die wir den Entwicke- 
lungen dieses Paragraphen zu Grunde legen wollen, besagt: Jeder 
beliebige Schwingungszustand, von bestimmter Periode und Démpfung, 
4e, 5 lisst sich als Summe von Normalfunctionen des betreffenden Bereichs 
Man darstellen. Oder, mathematisch formulirt: Jede, den Bedingungen der 
shes Kindeutigkeit und Stetigkeit geniigende Lésung der Differential- 
gleichungen (17) lisst sich in eine nach den particuliren Lésungen 


Zn = Bay). Cr(@), Gn = Ln(y). Ma(z), An = E,(y) . Hn (x) 


p fortschreitende, gleichmissig convergente Reihe entwickeln*). 
: 


zu 


ST wT Te ee 





Die aufgestellte Hypothese ist aihnlich derjenigen, welche Pockels 
benutzt und als ,,Rayleigh’sches Princip“ bezeichnet**), ist aber keines- 
wegs mit jener identisch. Dort wird die Constante p fiir jede einzelne 
particulire Lésung aus den Grenzbedingungen bestimmt, und es wird 
behauptet, dass der allgemeinste, mit den Grenzbedingungen vertrig- 
liche Schwingungszustand sich aus solchen particuliren Lésungen 
zusammensetzen lisst. Daraus folgt dann, dass eine soleche, nach 
Normalfunctionen fortschreitende Reihe jedem beliebigen Anfangs- 
zustande angepasst werden kann. Hier dagegen ist die den zeitlichen 
‘Ablauf bestimmende Constante p fiir alle Normalfunctionen die gleiche, 
es ist daher der Anfangszustand nicht mehr willkiirlich vorzuschreiben. 
Dagegen kann der Schwingungszustand an der Grenze des Bereichs 
willkiirlich gegeben sein, nur muss er die gleiche Periode und Dimpfung 
niigt besitzen und den Stetigkeitsbedingungen Gentige leisten. Daraus folgt, 








*) Diese Hypothese hat schon Mathieu (Liouv, Journ. [2] XVII. p. 249—323, 
1872) fiir d. Fall des ell. Cylinders aufgestellt, ohne sie indessen zur Herleitung 
1g der Relationen (24) zu verwerthen. Siehe auch Pockels 1, c. p. 8326—335. 
**) Dieses Princip ist spiiter von Poincaré, Rendic. del circ. math. di Palermo, 
1894, Tom. 8, bewiesen worden. 
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dass jede beliebige, im Intervalle — 1<y< +1 stetige Function 
von y, sich in eine, fiir diese Werthe des Arguments gleichmiassig con- 
vergente, nach den Functionen B,:(y), Bus(y), Ln(y), En(y) fort- 
schreitende Reihe entwickeln lasst, vorausgesetzt nur, dass das Ver- 
halten der Function an den Punkten y = -+ 1 dasselbe ist, wie das 
der Glieder der Entwickelung. Geht man von Ellipsen zu Kreisen 
iiber, so gelangt man zu den bekannten Fourier’schen und Kugel- 
functionen- Reihen, deren Glieder in den Punkten y = -+ 1 dasselbe 
Verhalten zeigen, wie die Functionen, aus denen sie bei jenem Grenz- 
iibergange entstehen. Insbesondere sind daher die Functionen B,;(y), 
Bis(y), Ln(y), E,(y) in Reihen entwickelbar, welche nach den 


Functionen 
sin (n are cosy), cos(marecosy), P,(y), Ra(y) 


fortschreiten, und umgekehrt. Diese Reihen convergiren im Intervalle 
—1l<y<-+1 gleichmissig, vorausgesetzt, dass die Constanten é&,, 
En2, 4n, %» den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit gemiiss 
bestimmt sind. Andererseits kann man theoretisch aus der Bedingung 
der Convergenz der ersteren Entwickelungen auf die Werthe jener 
Constanten schliessen, ein Verfahren, das zuerst von Heine*) auf die 
Functionen des elliptischen Cylinders angewandt und dann von Niven **) 
auf die Functionen des Rotationsellipsoids ausgedehnt wurde. 

Wir wollen nun weiter die Consequenzen der aufgestellten Hypo- 
these verfolgen. Ist, wie wir in diesem Paragraphen voraussetzen, die 
die Brennpunkte verbindende Strecke (21) in dem Bereich ent- 
halten, so behauptet dieselbe: Jede ftir y — +1 sowie fir r= 1 


von der Ordnung ; verschwindende Lésung von (17a) lasst sich nach 


Producten B,,(y).Cn1(”), jede daselbst endliche nach Producten 
Baz(y) . Caz(x) entwickeln; ferner lasst sich jede in diesen Punkten 
endliche Lésung von (17b) nach Producten L,(y).M,(x), jede von 
der ersten Ordnung verschwindende von (17¢) nach Producten 
E,(y) . H, (x) entwickeln. Die einfachsten derartigen Lisungen sind 


nun die folgenden. 
Z,=er*™. VlI—2.Yl—y?, Z,—erty, 6 = erty, 
A = eP*¥, (1— 2) (1— y’). 
Sie entsprechen, wie man aus (16a) erkennt, in Richtung der grossen 


Axen der Ellipsen fortschreitenden Wellenziigen. Es miissen also die 
folgenden Entwickelungen méglich sein 


*) Heine, Handbuch I, p. 404—413. 
**) Niven, l.c. p. 183—135. 
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evev, VI— a. V1— y® = > car. Bury) - Cur(2), 


n= 0 


erry = > car. Barly) « Ona (2); 


n=0 


epzy = > m . Da(y) . M,(@), 


ery, (1 — 2%) (1 — y®) = >” ly. En (y). Ha(2). 


Wir multipliciren diese Gleichungen mit 
Biiw) = Baa) E,(y) 
ye? Viay’ L(y), i—y 


und integriren von y= — 1 bis y=-+ 1. Dann fallen, den Ortho- 
gonalitatseigenschaften (20) zufolge, alle Glieder fort, mit Ausnahme 
des n', Setzen wir endlich der Kiirze wegen 


1 ; l 1 . 
- = 2 . 8 y - —_ = B 
fe Jo Vi —y?’ Cay i) n2(¥) 


1 ; 1 fe 2 d 
a, = f ay, h, -{ E, (y) = 
=—{ —1 


was nur eine specielle Wahl der in den Functionen C,i(”), Cy2(x), 
M, (x), H,(«) willkiirlichen, multiplicativen Constanten bedeutet, so 
erhalten wir 


+1 
C,,1 (2) cana : 2 
js = 5 ¥. Brily) . dy, 


1 
z B,2(y) 
Caa(#) = fo A wr 


=s 
+1 
M, (2) = fer Ly (y)ay, 


—1 


1 
H,, (2) 
i— a — fers . E,(y) dy. 


—1 
Die in den Gleichungen (24) enthaltenen Eigenschaften der Inte- 
grale der Differentialgleichungen (19) sind meines Wissens bisher nicht 
bekannt gewesen. Gehen wir indessen von Ellipsen zu Kreisen tber, 
so gelangen wir zu bekannten Formeln 
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(25a) oe (Cu 1 (2) : SP’) = G,(z) = - for . Sin (m are cos y) dy, 


j = = 3 _ dy 
(25 b) hears C2 (x) = G, (2) J e*Y. cos(m arc cos ¥) i 
1 
(25c) lim M,(x) = 7, (2) = few P,(y)dy, 
p=0 


—1 
41 
(25d) lim H,(2).(—p*) = S,(¢) = #*. f ev. R,(y)dy. 
= 

=! 
(25a) reducirt sich durch partielle Integration auf (25b), ebenso (25d) 
auf (25c), mit Riicksicht auf (22d,e) und (21¢c). Die Gleichungen 
(25b, c) aber sind mit Heine’s Formeln I. 43a (p. 237) und 44e (p. 241) 
identisch, wie man erkennt, wenn man nach (22a, b) unsere Bezeich- 
nungsweise auf die Heine’sche zuriickfiihrt. Jene Formeln folgen aus 
der bekannten Thatsache, die sich hier als Specialfall unseres Princips 
darstellt, dass bei der Entwickelung der Exponentialfunction e# 9s 
nach Fourier’schen Reihen die Bessel’schen Functionen J,(#), bei der 
Entwickelung nach Kugelfunctionen die Functionen y,(#) auftreten*). 

Wir werden im niachsten Paragraphen die Formeln (24), von den 

Differentialgleichungen (19) ausgehend, verificiren, und ziehen zuniichst 
weitere Folgerungen aus denselben. Wir nelmen an, wir hiitten die 
oben erwihnten, im Intervalle —1< y<-+ 1 gleichmissig conver- 
genten Entwickelungen gefunden 


Bui (y) = > bn . sin (v. are cos y), 


v=1 


Bas(y) = >) bs . cos (v. are cos y), 
(26) ys 
L.(y) = > v- Ply), 


v¥=0 


E,(y) = > 6,. B,(y). 
v=1 
Wir setzen diese Reihen in (24) ein und integriren gliedweise. Dann 
erhalten wir, mit Riicksicht auf (25), fiir die complementiiren Func- 
tionen die gleichmiissig convergenten Entwickelungen 


*) Heine I, Formel 14, 14b (p. 82). 
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4 ge 
pS.» =, (2 = px) 


Vi-2 


Cra (x) = >'bs . G,(e), 


v=0 


MU, (2) = >)». To(2), 


v=0 


=o-De-4 onal 


Wir kénnen also den folgenden Satz aufstellen: Haben wir die Con- 
stanten in den Differentialgleichungen (19) den Bedingungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit gemiss so bestimmt, dass gleichmiissig convergente 
Entwickelungen von der Form (26) nach den beim Uebergang von Ellipsen 
su Kreisen auftretenden Functionen im Intervalle —1<y<+1 
moglich sind, so sind auch die complementiren Functionen in Reihen 
entwickelbar, die, nach den bei demselben Grenziibergange aus ihnen 
entstehenden Functionen fortschreitend, fiir beliebige, endliche Werthe 
des Arguments gleichmissig convergiren, und zwar treten in beiden 
Entwickelungen dieselben Coefficienten auf. Fiir die Functionen B,» des 
elliptischen Cylinders ist dieser Satz von Heine*) auf anderem Wege 
gefunden worden. 

Die durch (24) bestimmten Functionen C,1(x), Ca2(x), M(x), Hn(x) 
sind von den Functionen Byi(”), Bne(x), Dn(x), E,(#) nur durch 
eine multiplicative Constante unterschieden, da sie derselben Differen- 
tialgleichung geniigen und fiir s—-+ 1 dasselbe Verhalten zeigen, wie 
jene. Unsere Resultate gewihren daher die Méglichkeit, diese Func- 
tionen fiir beliebig grosse Werthe des Arguments zu bestimmen, wenn 
wir sie im Intervalle — 1<2<-+ 1 kennen. Im folgenden Abschnitte 
werden wir noch andere Darstellungen der Integrale fiir grosse Werthe 
des Arguments kennen lernen. 


(27) 


§ 5. 

Verhalten der Integrale fiir grosse Werthe des Arguments. 

Wir werden in diesem Abschnitte das Verhalten der Integrale in 
der Nahe des unendlich fernen Punktes untersuchen, der fiir unsere 
Differentialgleichungen eine Unbestimmtheitsstelle ist. Poincaré hat 
die Theorie einer Classe von Differentialgleichungen, zu der auch die 


*) Heine, Handbuch, I, p. 414. 
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unsrigen gehéren, begriindet*), indem er nachwies, dass gewisse 
divergente Reihen, welche den Differentialgleichungen formal geniigen, 
fiir grosse Werthe des Arguments die Integrale asymptotisch darstellen. 
Seine Resultate sind in neuester Zeit von Kneser**) und Horn***) 
erginzt worden. In unserem Falle lehren diese Untersuchungen, dass 
es zwei particulire Integrale giebt, die sich mit wachsendem Argu- 
mente x asymptotisch den Functionen e+?*.a* und e—?*.2* nihern. 
Mit e~** multiplicirt ergeben diese Integrale Lisungen der Wellen- 
gleichung, die sich mit wachsender Entfernung vom Schwingungs- 
centrum den Functionen e~*(*'—/*) . a* beziehungsweise e—9(¢!+/*) , x 
nahern, sie entsprechen somit Wellen, die vom Centrum fort, beziehungs- 
weise zu ihm hin eilen. Die stets endliche Constante k giebt an, mit 
welcher Potenz der Entfernung die Amplitude abnimmt. Die Existenz 
solcher Lésungen ist auch aus physikalischen Griinden evident. Poincaré 
hat die erwahnte asymptotische Darstellung mit Hilfe der Laplace’schen 
Transformation abgeleitet. Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen 
ermoglichen es nun in unserem Falle, jedesmal eine mit der Laplace’schen 
verwandte Transformation anzugeben, derart, dass die transformirte 
Differentialgleichung mit der urspriinglichen identisch ist. Diese Eigen- 
schaft unserer Differentialgleichungen gestattet es, nicht nur, die Werthe 
zu ermitteln, welche die Integrale annehmen, wenn das Argument sich 
der Unbestimmtheitsstelle nahert , sondern auch, sie in Beziehung zu 
setzen zu den Werthen, welche die Integrale in der Umgebung der 
beiden im Endlichen gelegenen singuliren Punkte besitzen. Wir be- 
ginnen damit, die Resultate des vorigen Paragraphen, von den Dif- 
ferentialgleichungen ausgehend , zu beweisen, und andere particulire 
Integrale durch andere Wahl der Integrationsgrenzen abzuleiten. Wir 
beschrinken uns dabei auf reelle Argumente und nehmen ferner den 
reellen Theil der Constante p als wesentlich positiv an. 

Wir fassen zunichst die drei zu untersuchenden Differentialglei- 
chungen (19) in eine einzige zusammen. 


(28) p(v,y) = (1—y*)o” (y) +2(v—1) v'(y) + o(y) (¢ —p?(1—y*)) =0. 


Die hier mit ¢ bezeichnete Constante war so bestimmt worden, dass 
es ein Integral giebt, welches fiir y= -+ 1 von der v'*" Ordnung ver- 


schwindet, Dieses Integral hatten wir fir y=0 L,(y), fir v= > 


B,i(y), fir »=1 E,(y) genannt. Wir nennen es allgemein v(y) 
und setzen 





*) Poincaré, American Journal of Math. Bd, 7 und Acta Math, Bd. 8, siehe 
auch: Picard, ,,Traité d’Analyse“ Bd, III, Cap. 14. 
**) Kneser, Crelle’s Journal Bd. 116, 117 und Math. Ann. Bd. 49. 
***) Horn, Crelle’s Journal Bd. 118. 
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‘ wiz) _ f° 

(28a) aa eP2y u(y) dy. 

Wir setzen die Function w(x) in die linke Seite der Differentialglei- 
chung g(w, x) = 0 ein, und erhalten nach einigen Umformungen 


B 
(29) 902) [erzv@(v, y) dy + ¥(B) — v(a), 


(1—2*)" 


v(y) = (1— y*) (pao(y) — v'(y)) er2¥ — 2vy.v(y) ery. 


Da nun vo(y) der Differentialgleichung (28) geniigt, so verschwindet 
das Integral auf der rechten Seite von (29). Fiir y—=-+ 1 verschwindet 
das erste Glied von w(y) fiir beliebige, endliche Werthe von 2, es 


, : ' 1 . 
verschwindet auch das zweite, und zwar fiir vy = zy und y=1, weil 


es den von der v' Ordnung verschwindenden Factor v(-+-1), fir v0, 
weil es den Factor v enthilt. Ferner verschwindet p(y) fiir y= — oo, 
falls 2 >1. Denn da v(y) héchstens unendlich wird, wie e—?¥.y', 
so ist 
lim ~(y) = — px. lim erv(e—1) , yt +2, 
y= —@ y=—-@ 


Da nun & e‘ne endliche Zahl und der reelle Theil von p positiv ist, 
so wird 
lim ~(y)=0 fir 2>1. 
y=-—@ 
Somit erhalt man ein fiir beliebige, endliche 2 giiltiges Integral der 
Differentialgleichung p(w, x) = 0 
+1 


(29a) w (2) = (1—aty. fer=v0(y) dy, 
-1 
und ein fiir z > 1 giiltiges 
: +1 
(29b) w(x) = (l1—2*)”. J crv. v(y) dy. 


Gleichung (29a) enthalt (24, a, c, d) als specielle Fille. Um auch 
(24b) zn erhalten, setzen wir 


8 





8, 
(30) w(t) — fersv. ody, 
wo nunmehr v(y) ein fir v= 0, v= ; in den Punkten y= ~+ 1 


endliches, fiir » = 1 ein daselbst von der ersten Ordnung verschwin- 
dendes Integral von (28) darstellt. Es ergiebt sich 
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B, 
(300) (w, 2) — fersy. PST dy + 218) — x(a). 


ile , 
u(y) = aw (px-v(y) — v'(y)). 


Durch ahnliche Ueberlegungen, wie oben, erkennt man, dass lim 4(y) 


verschwindet fiir > 1, und dass bei beliebigem, endlichem 2 y(+1) [FF 
verschwindet fiir vy =9, v = > , wihrend fiir v1 dieses nicht statt- | | 
findet. Die fiir » —0 aus (30a) abzuleitenden Beziehungen sind mit [| 
den aus (29a, b) folgenden identisch. Fiir v = ; wird v(y) = Bus(y), 


man erhilt somit ein fiir beliebige, endliche x giiltiges Integral der 
Differentialgleichung p(w, x) = 0 











41 

. p B,»(y) 
(30b) Cx2(x) = { cosy. pea dy, 

=! 
und ein fiir z > 1 giiltiges 
41 

P B,o(y) 

(30c) Cus (x) — fer Hi iy. 


-@ 


Die durch (29a), (30b) gegebenen Integrale zeigen in den 
Punkten «= -+-1 dasselbe Verhalten, wie die unter dem Integral- 
zeichen stehenden Lésungen derselben Differentialgleichung, sie sind 
also bis anf eine endliche, multiplicative Constante mit jenen identisch. 
Wir erhalten also die im Endlichen endlichen Integrale von (19, b, d, f) 


1 


Cn1(%) = bai Bar (z) = V1 — 2? fom - Bury) dy, 


=% 


+1 
Ca2(x) = Daz - Ba2(x) => fer. Fe ; dy, 
(31) a 
1 
M,(z)=1,-L,(z) = feos -Ln(y)dy, 
=% 
41 


H,,(“) =¢,- E(x) = (1— 2?)- J erty E,(y) dy, 


= 









u(y) 
El) 
att- 
mit 
(y), 


der 


den 
ral- 
sind 
sch, 
1, f) 
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und die fiir x > 1 giiltigen Integrale, die, wie wir unten sehen werden, 
vom Schwingungscentrum fortlaufenden Wellen entsprechen 


Cnui(e) = V1 — 2 fon * Bai (y) dy, 


1 
» Bs (y) 
Cy2(x) = fom rae ° dy, 
(32) 7 : 
M,(2) = fore tua) dy 


—@ 


1 


+ 
H,(z) = (1— 2?) fore - E,(y) dy. 


Aus den mit den Gleichungen (31) identischen Gleichungen (24) leiteten 
wir die Formeln (25) fiir die im Endlichen endlichen Integrale der 
beim Uebergang von Ellipsen zu Kreisen aus den Differentialgleichungen 
(19b, d, f) entstehenden Differentialgleichungen (21, b,d,f) ab, Aus 
(32) kénnen wir eine analoge Darstellung der divergenten Wellen ent- 
sprechenden Integrale von (21, b, d, f) gewinnen 


1 

G,(2) = = . for sin ( are cos y) dy, 
1 

G, (2) = eY cos (n are cos y) ie 


¥ > 
(33) | 
T, (2) = f ev P,(y) dy, 


1 
S, (2) = 22+ fev R,(y) dy. 


—@ 


Die Gleichungen (32) sind ftir die Bestimmung der auf der linken 
Seite stehenden Integrale nur dann verwendbar, wenn die unter dem 
Integralzeichen stehenden Functionen im Intervalle —oo << y<+1 
bekannt sind. Dieses ist zunichst nicht der Fall, indessen werden 
durch die Gleichungen (31) die Werthe in jenem Intervalle zuriick- 
gefiihrt auf die im Intervalle —-1<y<-+1 geltenden. Wir setzen 
demnach die durch (31) gegebenen Ausdriicke in die rechten Seiten 
der Gleichungen (32) ein und erhalten 
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1 1 
bai + Cur (") = V1 —2? fersyi —y ay for Busle) de, 


A =! 


7” | Bas(e) 
baz: Cas (x) = for its for rae. = da, 
=a@ —1 
1 pa 
feorvay fer dat@) da, 
—1 


—@ 


1 1 
en - H, (x) = (1—22) - f ev=¥ (1—y?) dy form Be da. 
—1 


—m 


Durch Vertauschung der Integrationsordnung folgt hieraus 


+1 


bai» Cui(z) = W1— 2? Jaw. Bii(@) Serneve. Vi—ydy, 
1 - +1 
= (ete), 4 
Daa Cua() — fie} Vie fen iy’ 
1 + 
MN, (x) = foe - L, (a) fernere dy, 
Ae" pf 


(35) 


1 


+1 
H, (2) = (1 a x”) fac E,,(@) feonerar —y’) dy. 
—1 


—@® 


Setzen wir p(z-++a) = £, so kénnen wir diese, fiir x > 1 giiltigen, 
Gleichungen mit Riicksicht auf (33) schreiben 


Dai: Cri (“) = Y1l—2 foe Bai (a@) » 
ioc thalien fee nee G0), 
— 2 fae. 14). B), 


—1 


- ™ 
H, (2) = (1 — 2’) - fde-Eq(@)- 









a, 





Differentialgleichungen der Schwingungsprobleme. 109 







Durch analoge Operationen erhalt man fiir die im Endlichen endlichen 
Integrale mit Riicksicht auf (25) die fiir alle reellen Werthe von z 
giltige Darstellung 






1 


Oni? Cy 1(#) = bai Bu1(x) = Vi—2? fire-By (a) 10, 


—1 






i B,, (a) 
bas Ono(a) = bis+ Byo(2) = Jaap G8), 
(37) a 
 - My(2)— B+ L,(2) = fae Lee) 28), 





—1 








+1 
én -Hy(x) = e- E,(x) = (1—z?) _f da- Ey (a) A), 
1 


Die Beziehungen (36), (37) bieten die Méglichkeit, die asymptotischen 
Darstellungen der Integrale fiir grosse Werthe des Arguments abzuleiten. 
Wir begniigen uns damit, das erste Glied der Entwickelung anzugeben, 
da man die weiteren alsdann leicht berechnen kann, indem man formal 
der Differentialgleichung zu geniigen sucht. Nun erkennt man aus (22a) 
mit Hilfe der bekannten semiconvergenten Entwickelung der Bessel’- 
schen Function, dass fiir grosse ¢ wird 


G,(t) = y* (— ~ ‘) » Gif) = y= , _ ; 


somit wird fiir grosse € nach (22a) 


qo-VH(B+i5) o-/3- 









Ferner ist nach (22b, c) 


1o-—-f, hO=-f- 


Nach (22b, c, e, f) wird daher fiir grosse € 






S,(€) = 2ET, () = 2(ert+e-'), 8, (6) = 2. et. 


Da ferner = p(xz-+«a) war, und @ im Intervalle —l1<a<+1 
liegt, so erkennt man, dass die durch (36) bestimmten Integrale sich 
mit wachsendem x asymptotisch den Werthen nihern 





110 Max Asranam. 











; D 
C,3 (2) x etPe " 
ba VS a fm Bula . 
=e bi 
x etp2 m B,,2(@) 
Dae Caz (x) -)* Wea eP Vira da, : 
=J 
+1 B 
= ep e di 
M, (2) = pa Je . L,,(@) da, “ 
_ +1 ; fo 
H,, (x) 2. etpz . al 
* oe ™ (pa fe aie . oC 
ag m 
Setzt man zur Abkiirzung oo 
B,, 1 («) : P 
ie —- = Bri (@), ” 
so erhalt man mit Riicksicht auf =. fiir grosse x D 
Pa v 
——— se V 
Nn—2 y= won -Bai(+)), 
o ‘zs ete 
Cua(2) = V Fy Bult), a 
(38) Vee m 
etpz 
M, (2) eet alk L,(+1), G 
- + 
Hye) =. Ei(+)). ; : 
Die durch (32), (36) ciliate Integrale ergeben somit Lisungen der él 
Wellengleichung, die vom Centrum forteilenden Wellen entsprechen. In 
derselben Weise*) erhiilt man aus (37) als asymptotischen Ausdruck der 
im Endlichen endlichen Integrale 
= etpz 
bar Burl) — VF Ba ($1) + a = Bai(—I), 
=x er? po 
bas-Bus (2) = VF 9 ; Bas(+1) — = _— ( 
7 ” 
+p 
Ly (2) =< - In(+1) + <S- L,(-1), 
‘oe 
E,(z) =‘ a(— 1). 








*) Die Ableitung der beiden ersten Formeln (39) setzt voraus, dass der reelle 
Theil der Constanten £ positiv ist. 
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Die durch (31), (37) bestimmten Integrale entsprechen Wellensystemen, 
die sich aus nach innen und nach aussen fortschreitenden Wellen derart 
zusammensetzen, dass der Wellenvector auf der die Brennpunkte ver- 
bindenden Strecke (a = 1) endlich bleibt. Sie ergeben die Lisung der 
Wellengleichung fiir das Innere von Rotationsellipsoiden und elliptischen 
Cylindern. Die durch (32), (36) bestimmten, mit Ausschluss der die 
Brennpunkte verbindenden Strecke (v=—1) giiltigen Integrale ergeben 
die Liésung der Wellengleichung fiir das Aeussere von Rotationsellipsoiden 
und elliptischen Cylindern, falls in grosser Entfernung nur vom Centrum 
forteilende Wellen vorhanden sind. Die Werthe, welche diese Lésungen 
an der Grenze sehr gestreckter Rotationsellipsoide oder elliptischer 
Cylinder, d. h. fiir kleine Werthe von (c—1) annehmen, lassen sich 
mit Hilfe der Gleichungen (36) ermitteln. Die gefundenen Ligen- 
schaften unserer Differentialgleichungen ermiglichen es daher insbesondere, 
Probleme in Angriff zu nehmen, welche die, durch Ausstrahlung 
gedimpften, Schwingungen sehr gestreckter Rotationsellipsoide betreffen. 
Derartige Probleme sind hauptsichlich auf electrodynamischem Gebiete 
von Interesse, da man sich zur Erregung und Fortleitung electrischer 
Wellen zweckmissig sehr gestreckter Leiter bedient. Eine Anwendung 
auf die Theorie der, um einen stabférmigen Hertz’schen Erreger 
stattfindenden, electromagnetischen Schwingungen habe ich in ,,Wiede- 
manns Annalen“ verdffentlicht*). 

Zum Schlusse wollen wir auf die Bedeutung hinweisen, die den 
Gleichungen (36), (37) im Sinne des im vorigen Abschnitte benutzten 
Princips zukommt. Diese Gleichungen sind namlich identisch mit den- 
jenigen, welche aus dem Bestehen der folgenden Entwickelungen sich 
ergeben: 





? 


Gi(pe+py) _ Byi(Y) Oni () 
pa+ py Ds "ol AR iw 


G,(pa+py) = a baz*Cne+ Bys(y) + Cn2(2), 


n=0 


T,(px+py) = >h Mn» Ln(y) » Mn(2). 
n=0 

S,(px + py) -> ne H, (@). 

(px + py)? —y i— a 


*) Wied. Ann, Bd. 66, p, 485—472. 1898, 
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G,(pe +py) _ > ee De) | Sarl®) 
pax + py ae Nise Ne 


Gy (pa py) = >) bas: Cn2* Busy) -Cu2(2), 


(41) . 
Ty (px + py) =>) ln - ma + Ln (y) » My (2), 


S\(pe : E,(y) H,(@) 

“eet Wy ie 

Man erkennt dieses mit Hilfe derselben Ueberlegungen, durch die wir die 
Integraldarstellungen (24) aus den Reihen (23) ableiteten. Dort waren 
es in Richtung der grossen Axe der Ellipsen fortschreitende Wellen- 
ziige, die wir nach den, auf der Verbindungslinie der Brennpunkte 
endlichen, Normalfunctionen entwickelten. Hier sind es Wellen, deren 
Centrum sich im Brennpunkte z=—1, y= W— 1 befindet; denn, da 
\fz|, |fy| die grossen Halbaxen der Ellipse und Hyperbel bestimmten, 
die sich in dem betreffenden Punkte schneiden, so giebt (fx + fy) 
die Entfernung von jenem Brennpunkte an; derselbe ist fiir die Wellen 
ein Erregungspunkt einfachster Art. Die Gleichungen (41) stellen eine 
Entwickelung eines im Erregungspunkte stetigen Wellensystems nach den 
Particulérlisungen der Wellengleichung fiir das Innere eines Rotations- 
ellipsoids oder elliptischen Cylinders dar, die Gleichwngen (40) eine 
Entwickelung eines vom Erregungspunkte ausgesandten Wellenzuges nach 
den forteilenden Wellen entsprechenden Particulidrlisungen fiir das 
Aeussere dieser Flichen. Jenes Princip fihrt also direct zu Gleichungen 
von der Form (36), (37), wie es iiberhaupt fiir die Ermittelung der 
charakteristischen Kigenschaften der bei Schwingungsproblemen auf- 
tretenden gewohnlichen Differentialgleichungen von heuristischem Werthe 
sein diirfte. 
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Ueber die verschiedenen Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung und deren Ordnungen. 


Von 
L. Baur in Darmstadt. 


I. 


Es sei 
(1) Fy) = qy" + ayy +++ + ay = 0 
eine beliebige Gleichung n‘*" Grades mit constanten Coefficienten, s, die 


Summe der A‘ Potenzen ihrer Wurzeln und D,, D,, ..., D, die n 
aus der Determinante 


Sy | Sy | Sy | wee Spat 


(2) |Sa4e| =| So S$, Sy eee Sati (h,i=0,1,2,...,2 —1) 





| Sn—-1 Sn Sn4i.+-+ Sen—2 


gemiiss des durch die Striche angedeuteten Schemas zu bildenden 
Hauptunterdeterminanten. Ein friiher von mir bewiesener Satz kann 
dann fiir den jetzigen Zweck folgendermassen ausgesprochen werden: 
Die vorliegende Gleichung besitet immer dann und nur 
dann genau @ von einander verschiedene Wurzeln y’, y”,..., y®, 
wenn Dz, die letzte nicht verschwindende Hawptunterdetermi- 
nante aus der Reihe D,, D,,..., Dn ist wnd diese @ verschie- 
denen Wurzeln werden alsdann geliefert durch die Gleichung 
|S wwe Sgn 1 
ih my cwelly y 
(3) Boy)=|. . - . . . ee «| Doy? +--- — 0%). 
So—1 Sp. + + Sag—2 ye?! 
Se Soti--. Szo—1 y? | 


*) Vergl. meine Note im 50. Bd, dieser Annalen. Durch ein Versehen ist 
dort in der letzten Zeile dieser Determinante s,,_. an Stelle von Sgq—1 gesetat 


worden. S. a, H. Weber, Algebra, 2. Aufl., I, S, 171. 
Mathematische Annalen. LII. 8 
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Die Gleichung B,(y) = 0 bezeichne ich als die zur Gleichung 
F(y) =0 gehérige ,,Stammgleichung“. Thre Coefficienten sind ratio- 
nale Funktionen der urspriinglichen Gleichungscoefficienten und aus 
ihrer Bedeutung folgt, das ihre Discriminante, die mit A(B,) oder 
auch kurz mit A bezeichnet werden mége, nicht verschwinden kann: 
eine Bemerkung, die sich leicht verificiren lisst. Es besitze naimlich 
y™ als Wurzel der urspriinglichen Gleichung die Ordnung 4,. Compo- 
nirt man dann beide Seiten der Identitit 


(a)* | ! ow ti. (a)* | ne elena 
ly Aydg + de | , | Ginkt...o 


yor | a--gage ) 
aa. k=0,1,...,9—1 
und bezeichnet die Summe der a‘ Potenzen der verschiedenen Wurzeln 
durch 6,, so erhalt man die Gleichung 
| 6, O, «++ Ges | 
D 


| wa are 


(4) |G, Gy --+ Oe 


«| ates eg 
| Gg-1 Gp ..- 629-2 
mithin ist wegen (3) 

pre-} 
(6) A(Be) = =; 


* 
 S ae do )s 


so dass thatsichlich A(B,) nicht verschwindet. 
Es folgt aber hieraus weiter: 

Bei einer reellen Gleichung hat die Discriminante der 
Stammgleichung dasselbe Vorzeichen wie die letete nicht ver- 
schwindende Hauptunterdeterminante Dg der Determinante 
Sail} 

und die Anwendung eines bekannten Fundamentalsatzes auf die Stamm- 
gleichung fiihrt daher zu folgender Erweiterung dieses Satzes: 


Eine jede reelle Gleichung besitzt eine gerade oder un- 
gerade Anzahl von verschiedenen conjugirt imagindren Wurezel- 
paaren, je nachdem die letzte nicht verschwindende Haupt- 
unterdeterminante D, des Systems (s,4:) positiv oder negativ ist. 

Beilaufig sei noch bemerkt: 

Da die Discriminante der Stammgleichung nicht verschwindet, so 
lassen sich die Zeilen und Colonnen des Systems (4) immer so anordnen, 

*) In dieser Gleichung ist eine neue Beziehung zwischen den Subdetermi- 


nanten des symmetrischen Systems (%,4;) enthalten, auf die ich noch znriick- 
zukommen gedenke. 
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dass in der Diagonale die Elemente 6,, 6,,..., 629-2 in irgend welcher 
Reihenfolge stehen bleiben, dass aber nicht zwei aufeinander folgende 
Hauptunterdeterminanten dieses neu geordneten Systems verschwinden*). 
Bezeichnet man diese Hauptunterdeterminanten dann der Reihe nach 
durch A’,, A’,,..-, A>, so gilt der Satz: 
Bei reellen Coefficienten ist (die Anzahl der imaginiren 
Wurzelpaare der Stammgleichung oder, was dasselbe ist ,) die 
Anzahl der verschiedenen conjugirt imagindren Wurzelpaare 
der urspriinglichen Gleichung gleich der Anzahl der Zeichen- 
wechsel in der Reihe 


o_o. | 


Il. 


Ihre besondere Wichtigkeit erhalt die Gleichung (5) in der Form 
pre-! 

eee Se 
4(B,) 


(6) AA, ... de 
weil man dann den Satz hat: 


Das Product der Ordnungen der verschiedenen Wurzeln 
der gegebenen Gleichung ist gleich dem Quotienten aus der 
(2@ —1)'" Potenz von D, und der Discriminante der Stamm- 
gleichung, 
und in diesem Satze die Lésung der Frage nach den Ordnungen der 
verschiedenen Wurzeln liegt. Ich behaupte nimlich: 


@ positive ganze rationale Zahlen sind durch Angabe ihrer 
Summe und thres Productes vollstindig bestimmt. 

Zum Beweise dieses bemerkenswerthen Satzes bezeichne ich die 
gegebene Summe durch » > g. Dann giebt es zuniichst nur eine end- 
liche Anzahl] von Méglichkeiten, diese Zahl n in @ positive ganzzahlige 
Summanden zu zerlegen. Diese Summanden denke ich mir stets der 
Grésse nach geordnet in dem Sinne, dass, wenn 4,, A,,..., 49 irgend 
eine solche Zerlegung ist, die Beziehungen 

A+tAt-+++Aa=n 
a 
stattfinden. Als erste Zerlegung nehme ich die, bei welcher 
4y=n—o+1 
ae ae os | 
ist. Von dieser Zerlegung ausgehend und immer an der durch die 
vorigen Ungleichungen ausgedriickten Forderung festhaltend, kann 
man dann alle iibrigen successive dadurch herleiten, dass man immer 


*) Vgl. Frobenius, Berl. Sitzungsberichte 1894, S. 247. 
g* 
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einen in der Reihe voranstehenden Summanden um 1 vermindert und 
zugleich einen folgenden um 1 vermehrt. Hiernach wird also, wenn 
jetzt wieder 4,, 4,, ..., 4p eine beliebige, «,, *,,..., % die unmittelbar 
vorhergehende Zerlegung der Zahl n bedeutet, etwa 


%q, =A,.+1, %g = Ag —] (a > B) 


sein, wahrend fiir alle iibrigen Indices der Werth eines x gleich dem 
Werthe des entsprechenden 4 ist. Man hat dann 
Xe XB = dade — (Ae _ As) — 1, 
mithin 
(40~ 4s) F1 


Hy Hq... Mg Ada... dg — AA... Ag * “Fahy 


und da die Differenz 4. — dg sicher nicht negativ ist, so folgt: 
Uy Hye Ug ALA, .. Ag. 


Schreitet man also in der vorhin angegebenen Weise von Zerlegung 

zu Zerlegung weiter, so wird das Product der jedesmaligen Summanden 

fortwaihrend grésser, es kénnen mithin nie zwei solche Zerlegungen 

auftreten, bei denen die Producte der entsprechenden Summanden den 

gleichen Werth erhalten. Da man andererseits auf diesem Wege alle 

tiberhaupt méglichen Zerlegungen erhilt, so folgt das Gesagte. 
Hiernach ergiebt sich ohne Weiteres der Satz: 


Die Ordnungen 4, ,4,,..., 49 der @ verschiedenen Wurzeln 


der gegebenen Gleichung sind eindeutig bestimmt durch die 
beiden Relationen: 


Atay t-++tag—n, 


pe —1 
die ae 
Ady... dg = AB) 
und hieraus wiederum folgt: 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die @ verschiedenen Wurzeln von F'(y) = 0 beziiglich die Ord- 
nungen 2,, 4,, ..., Ae besitzen, ist die, dass 

Dt * am 4,4, ... dg (Be); 
d. h. die, dass die (2@ —1) Potenz der letzten nicht ver- 
schwindenden Hauptunterdeterminante Do des Systems (sp +i) 
gleich dem Producte aus jenen Ordnungen und der Diseri- 
minante der Stammgleichung (3) ist. 
Bringt man diesen Satz in Verbindung mit dem Eingangs er- 


wahnten, so wird dadurch eine Reihe fundamentaler Fragen aus der 
Theorie der Gleichungen entschieden. 
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So besitzt z. B. die biquadratische Gleichung 
Fy=y¥ +hyY thy th=9 


dann und nur dann 2 verschiedene Wurzeln y’ und y” von bez. den 
Ordnungen 4, und 4,, wenn 
D, = D, =0 
und 
D,° = 4,4, 4(B.) += 9, 
wahrend wir in - 
B,(y) = 0 


die Stammgleichung mit den verschiedenen Wurzeln y’ und y” haben. 
Nun ist hier, wenn man durch 
A=/f. 2 + 12f 4 
B = 2f,) — haf, + 21f¢ 
die bekannten zugehdrigen Invarianten 2‘ und 3't Ordnung bezeichnet, 


D, = 5 (4.4*— B?) 


D, = — 4(2f,° — 8f:f, + 9f¢) = — +(4f,4+B), 
D, —_o 8h, 
und 


B,(y) = — 8hy’ + hy — 4f? = 0. 
Also folgt 


A(B,) = 144/,* — 128 fh’, 
so dass die letzte der obigen Bedingungsg!e.chungen tibergeht in 
8(4 — A, Ay) fo? + 94,4, fy? = 0. 


Es besitzt demnach die biquadratische Gleichung dann und nur dann 
2 Doppelwurzeln, wenn 


f=9, f-9, 44=f 
und diese Doppelwurzeln sind reell oder conjugirt complex, je nach- 
dem A(B,), oder was jetzt auf dasselbe hinauskommt, — f, positiv 
oder negativ ist —; die Gleichung besitzt dann und nur dann eine 
3-fache und eine 1-fache Wurzel, wenn 

8h. + 277, = 90, f+ 9, 

D, = D,=90, 
welche Bedingungen wieder den anderen 

A=0, B=0, f, += 9 
fiquivalent sind. Die Stammgleichung liefert in diesem Falle fir y’ 
und y” die reellen und rationalen Werthe - fs(1 +2). 
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Je nachdem ferner 
D,=0, D,+0 
oder 
D, = D, = D, = 0, 


erhalt man zwei 1-fache und eine 2-fache, oder eine 4-fache W urzel u.s.w., 


alles in Uebereinstimmung mit auf anderem Wege gefundenen Resul- 
taten. 


Ill. 


Die bei unseren Untersuchungen auftretenden Functionen stehen 
in einem einfachen Zusammenhang mit der Sylvester’schen Determi- 
nante. Das Resultat der Elimination von y aus der Reihe der Func- 
tionen 

y" Fy), ---, yFY), Fly), Fy), yF'(y), -- wr Fy) 
erscheint namlich in Form einer Determinante, die sich von der Syl- 
vester’schen blos durch die Reihenfolge der Colonnen unterscheidet und 


durch R bezeichnet werden mége, so dass _* R die Discriminante 
0 


der Gleichung (1) ist. Durch eine geeignete Darstellung und zweck- 
miissige Composition des Systems 


(Se42) (k,l1=0,1,...,@—1) 
ergiebt sich dann die Relation 
1 

(8) D, = aze—! R, *). 
Dz, ist also abgesehen von dem Factor a, °* nichts anderes als die 
Determinante R,, die aus der in der obigen Weise modificirten Syl- 
vester’schen Determinante R dadurch entsteht, dass man ringsherum 
die (n — @) dussersten Zeilen wegliisst. 

In entsprechender Weise erhilt man die Gleichung 


(9) Bey) = ae Fe), 


wenn man durch a,/,(y) diejenige ganze Function g'" Grades von y 
bezeichnet, die aus Ry: hervorgeht, wenn man darin die g ersten 
Elemente der letzten Colonnen durch 0, die (9 + 1) letzten aber der 
Reihe nach durch die bekannten Functionen 


Y.= >) ayy"? agile 


a=(),1,...,0 
ersetzt. 


*) Das Verfahren ist Ahnlich dem, durch welches Hesse die Identitat von 
Sylvester’s Determinante und Euler’s Resultante nachweist (Tortolini’s Ann. di 
Matem., Tomo II, 1859; vergl, auch Werke, S. 475). 
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Durch diese Beziehungen ist jener Zusammenhang klargestellt, 
gleichzeitig aber sind durch sie unsere Functionen in explicite rationale 
Fumctionen der Gleichungscoefficienten verwandelt. 

Schliesslich bemerke ich noch: Sind die Coefficienten der gege- 
benen Gleichung etwa ganze rationale Functionen von beliebig vielen 
Veriinderlichen 2,, 7, ..., %,, 80 bleiben die vorstehenden Entwick- 
lungen durchaus bestehen in dem Sinne, dass sie sich dann auf die 
Verhialtnisse beziehen, die an einer bestimmten Stelle (c,, c,, ..., ¢n) 
im Gebiete jenér Verinderlichen stattfinden. 


Heppenheim a. B., October 1898. 








Kirzeste und geradeste Linien im Modbius’schen Nullsystem. 
Von 


H. Lizsmann in Gottingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Auf den folgenden Seiten beabsichtige ich ein einfaches Beispiel 
zu construiren um den von Hertz*) in seiner principiellen Bedeutung 
zuerst scharf hervorgehobenen Mangel des Princips der kleinsten 


Wirkung (a f yTit=0), zu zeigen, dass es im Falle einer nicht 


holonomen**) Bedingung nicht die richtigen Bahncurven liefert. Be- 
kanntlich hat iibrigens Herr Hélder***) spiter gezeigt, dass man 
das Princip der kleinsten Wirkung so modificiren kann, dass es doch 
die richtigen Bahncurven ergiebt. 

Eine kurze Orientirung tiber die Frage ist nun hier am Platze: 

Betrachten wir den kriftefreien Fall, so beschreibt der Punkt eine 
Curve, die nach dem ,,Princip der geradesten Bahn“) zu bestimmen 
ist. Das Princip der kleinsten Wirkung aber, welches hier sich ein- 


fach so schreiben lisst: 4 if ds =0Q, liefert nicht diese Bahncurven, 


sondern kiirzeste Linien, die mit den geradesten nur im holonomen 
Fall iibereinstimmen. 

Das lehrt schon die folgende einfache Betrachtung. 

Bahncurven giebt es im kriftefreien Fall dreifach unendlich viele, 
weil von jedem Raumpunkt einfach unendlich viele ausgehen. Kiirzeste 
Linien aber giebt es im nicht holonomen Fall vierfach unendlich viele, 


*) Hertz, Principien der Mechanik p. 23. Vergleiche iibrigens auch Voss, 
Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik, Math. Annalen 25, 
**) Der Ausdruck ,,holonom“ fiir ,,integrabel* ist von Hertz eingefiihrt 
worden a, a. O. p. 162. 
“**) Gdttinger Nachrichten 1896. Man vergleiche iibrigens hierzu: E. J, Routh, 
Advanced rigid dynamics, 4° Auflage. London 1884, p. 445. 
+) Hertz, a. a O. p. 283. 


ae. eo ae ss, Off 
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weil man von jedem Punkt zu jedem andern gelangen kann, und unter 
diesen Verbindungslinien sich auch eine hiirzeste befindet. 

Die geradesten Linien sind also durch die Anfangsrichtung in einem 
Punkt vollkommen bestimmt, die kiirzesten erst, wenn man auch den 
Anfangskriimmungsradius kennt. 

Die kiirzesten Linien haben aber nicht nur ein mechanisches, 
sondern auch ein rein geometrisches Interesse. Wir haben hier die 
Uebertragung eines bestimmten Begriffes der Flichentheorie, namlich 
des Begriffs der geoditischen Linien, auf nicht integrable Pfaff’sche 
Gleichungen. So ist es tiberhaupt wichtig, alle Curvenclassen, die man in 
der Flichentheorie keant, nun bei den nicht integrabeln Pfaff’schen 
Gleichungen wieder zu suchen. Ansitze in dieser Richtung riihren 
von Kummer*) her; spiater ist dann die Theorie von Herrn Voss**), 
in neuester Zeit von Herrn v. Lilienthal***) weitergefiihrt worden, 
ohne dass sie indessen an einem concreten Beispiel durchgefiihrt 


wurde. Dies soll nun im Folgenden bei einem sehr einfachen Fall 
geschehen. 


§ 2. 
Die Differentialgleichung der kirzesten Linien im Mobius’schen 
Nullsystem. 


Am geeignetsten fiir den Zweck, die kiirzesten Linien zu bestim- 
men, erscheint der lineare Complex oder das Mébius’sche Nullsystem, 
welches durch die Gleichung 


(1) ady — ydx —dz=0 
gegeben ist. Hier sind bekanntlich die geradesten Bahnen einfach 
gerade Linien, niimlich die Strahlen des Complexes. Um so auffallender 
zeigt sich der Unterschied von den kiirzesten Linien, die das Princip 
der kleinsten Wirkung liefert. 
An dieses Beispiel wollen wir daher ankniipfen, indem wir dabei 
von den Formeln ausgehen, welche Herr Voss+) gegeben hat, 
. Die kiirzesten Linien im Nullsystem sind gegeben durch die Glei- 
chungen: 
— Vy —2hy, 
Mat ag, 
— &, 
*) E. Kummer, Allgemeine Theorie der Strahlencomplexe, Crelle’s Journ, 
57, p. 189—280. 
**) A. Voss, Zur Theorie der allgemeinen Punktebenensysteme, Math. 
Annalen 23, p. 45—81. 
***) y, Lilienthal, Kriimmungslehre der Curvenscharen, Leipzig 1896, p. 99ff. 
+) A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik. Mathem. 
Annalen 25. Vgl. besonders p. 283, 
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wozu als Nebenbedingung kommt: 
sy —yx —2z=—0. 
Als unabhingige Variable ist hier einfach die Bogenlinge s genommen, 


Diese Formeln wollen wir nun durch Einfiihrung von Polar- 
coordinaten (@, m) umgestalten. Wir setzen also 


L=eE csp, y—esng, 
und erhalten dann die folgenden Formeln: 


eo” — ey? = — 2log, 
oo" + 200g = e714’ + 2og'd. 


Die zweite Gleichung kénnen wir unmittelbar integriren und erhalten: 


eg =—el+a. 


fr 


Ebenso kénnen wir 


= — j’ 
unmittelbar integriren. Es folgt 
a=—=—A+ dD. 
Aus den beiden erhaltenen Gleichungen folgt wegen 
eg —7=0 
(in dieser Form kénnen wir (1) schreiben) 


A(o? +1) —c=0, 


c=a—b 


wo 


ist. Endlich bekommt man, indem man 4 eliminirt und fiir ds seinen 
Werth /do?+ o*dg?+ o'dg? eirsetzt: 
ede ere 
" Vieteagate etit 
eine Gleichung, die zusammen mit 
(3) edgy —dz=0 
die kiirzesten Linien bestimmt. 

Wir haben also das Ergebniss: 

Zunichst bestimmt sich p als Function von @ durch eine Quadratur 
und hierauf 2 durch eine zweite Quadratur. 

Man kann also vorerst die verschiedenen Arten von kiirzesten 
Linien im Grundriss (Projection auf die xy-Ebene) bestimmen, und 
erhalt sodann den riumlichen Verlauf. Wir werden hier nur die erste 
Aufgabe eingehend behandeln, die zweite erledigt sich dann von selbst. 


Doch zuvor ist es néthig, die Formel (2) noch durch eine bessere 
zu ersetzen. Wir kénnen dafiir schreiben: 





Kiirzeste und geradeste Linien im Mébius’schen Nullsystem. 


Pa eee 
(4) z(«+ w Vary coor —(eu-puy}” 


wo u = Q? hes und « eine neue Constante. 
Noch geeigneter ist die Form 


a 
my 
2 


7x =), cia 1 vor 
U7 V (w+ 1) (u(w- 1) — a? (w—u)*} 


§ 3. 
~ Discussion der durch das Integral 


—— = 1 ——_ Mo’ be 
°- 34-9) pa 
bestimmten Curven. 


Bevor wir die verschiedenen Typen der durch dieses Integral 
definirten Curven aufstellen, wollen wir zwei Bemerkungen voraus- 
schicken, die fiir die Untersuchung der Gestalt sehr wichtig sind. 


1. Die Curven haben keine Wendepunkte. 

Dies zeigt folgende Betrachtung: Da die Curven orthogonale 
Projectionen von Raumcurven sind, so wtrden sie Wendepunkte nur 
dann haben, wenn entweder die Raumcurven selbst Wendepunkte haben 
oder wenn die Projectionsrichtung zur Osculationsebene parallel ist. 

Beide Fille sind aber ausgeschlossen, der zweite, weil die Fliachen- 
elemente des Nullsystems, die ja die Osculationsebenen der kiirzesten 
Linien sind, nicht zur z-Axe parallel sind, der erste, weil die kiirzesten 
Linien durch ihren Anfangskriimmungsradius bestimmt sind. In einem 
Wendepunkt ist aber die Kriimmung Null, und die betreffende kiirzeste 
Linie, die dann die sie beriihrende Gerade des Nullsystems osculiren 
wiirde, wiirde in ihrer ganzen Ausdehnung mit ihr zusammenfallen. 


2. Die Curven haben auch keine Spitzen. 

_ Spitzen wiirden nur da auftreten, wo ? =0(Q wird, also 
w= wu, und gleichzeitig die Wurzel im Nenner des Integranden ihr 
Zeichen wechselt. Der Radicand ist aber fiir «=u, immer positiv, 
kann also nicht verschwinden und sein Zeichen wechseln. — 

Wir wollen nun sehen, welche verschiedenen Classen von Curven 
sich ergeben, ohne dabei uns mit einer numerischen Auswerthung 


des elliptischen Integrales dritter Gattung aufzuhalten, auf das wir 
gestossen sind. 


Wir bekommen vier verschiedene Classen von Curven, 
(1) u%=0, e& >1. 
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Diese Curven verlaufen rosettendhnlich zwischen dem Nullpunkt und 


einem Kreis vom Radius 4 , und zwar ist die Winkeldistanz der 


Vo? —1 
einzelnen Rosetten fiir a — 1 unendlich klein, sie nimmt dann zu und 
wird fiir @ = oc unendlich gross. Man erkennt 
Be dies, wenn man die Periode des Integrals ab- 
3 schitzt, die gegeben ist durch das bestimmte 
—" 


es Vu, +1) du wo uU,= i : 
i= i 2} _ 


Diese Periode giebt die Winkeldistanz der 
Rosettenscheitel; wir haben dem Integral hier eine Form gegeben, 
welche unmittelbar eine Abschiitzung erméglicht (Fig. 1). 

Fiir @ = 1 ist der Radius des Kreises unendlich gross, die Curve 
erstreckt sich logarithmisch ins Un- 


p endliche. 
/ (2) u=9, 1—«>0 


0 Diese Curven gehen vom Null- 
punkt aus, erstrecken sich ins Un- 
endliche und haben eine Symmetrie- 
ebene (Fig. 2). 

Fiir « = 0 bekommen wir eine 
vom Nullpunkt ausgehende Gerade, mit zunehmendem « bekommen 
wir Curven, deren Doppelpunkte auf der Symmetrielinie liegen, fiir 
a = 1 erhalten wir wieder die schon unter 1 genannte, sich logarith- 
misch ins Unendliche erstreckende Curve. 





Fig. 1. 


Fig. 2. 


(3) l—@<0; #(%#+1) — &(a@—u,)? > 0, 
wo 

ra 2a?u, —1 

oe Tia 
ist. 


Diese Curven verlaufen zwischen zwei Kreisen, und wir kénnen sie 
am besten untersuchen, wenn wir die Radien dieser Kreise r, = /'u, 
und r, =), als gegeben annehmen und hinterher u, und @ bestimmen. 

Es zeigt sich, dass fiir «, zwei Werthe kommen, nimlich die 
Wurzeln von 
tate _. 2u,—1=0. 

Uy Ug 
Zu jeder Wurzel u, gehért nun ein, wie man sich leicht iiberzeugt, 
positives «’, also zwei reelle @, die sich nur durch das Vorzeichen 
unterscheiden. 


Uy” 








ZW. 
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Zw 
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Kin Werth wu, ist nun negativ, der andere ist positiv und liegt 
zwischen “, und w,. 

Zwischen zwei Kreisen mit vorgeschriebenen Radien verlaufen also 
vier verschiedene Curven, unter denen die mit verschiedenem u, wesentlich 
von einander verschieden sind. 

Nehmen wir die negative Wurzel, so erhalten wir eine Curve, die 
sich bestdndig in einer durch das Vorzeichen von « bestimmten Richtung 
zwischen den Kreisen herumschlingt, beide Kreise beriihrend (Fig. 3). 





Fig. 3. —— 





Fig. 4. 


Im andern Fall erhalten wir eine Curve mit Schleifen, weil auf 
dem Kreis r =u, der Radiusvector der Curve immer umkehrt 
(32 wird sein Zeichen findern). Vgl. Figur 4. 


Es ist auch leicht, fiir die Lage der Scheitel der Schleife eine Grenze 
anzugeben. Dieselben miissen jedenfalls enger liegen, als die Ecken 
eines Polygons, dass dem fusseren Kreise einbeschrieben, dem inneren 
umbeschrieben ist. Sonst wiir- 
den nothwendig Wendepunkte 
vorkommen, was, wie wir 
wissen, ausgeschlossen ist. 

Hieraus folgt, dass wenn 
die Radien der Kreise sich 
einander immer mehr ndhern, 
gleichzeitig die Schleifen immer 
enger auf einander folgen, weil M:. 
die Anzahl der Polygonseiten 
dann unbegrenzt zunimmt. 


(4) 1—e@>0, +0. ie os aaa 


Diese Curven tangiren einen — 
Kreis von aussen und verlaufen dann ins Unendliche mit bestimmten 
Asymptoten. Unter diesen Curven finden wir als Specialfall die Tan- 
genten an den Kreis (Fig. 5). 
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§ 4. 


Die kiirzesten Linien im Nullsystem. 


Es ist nun sehr leicht, nachdem wir die verschiedenen Typen in 
der Projection classificirt haben, sich den raumlichen Verlauf derselben 
vorzustellen, und wir wollen nur einige wichtige Punkte hervorheben. 

Man kann alles aus der Gleichung 

edg = dz 
ablesen, welche uns Folgendes lehrt: 

1. Wenn dp bestiindig dasselbe Zeichen hat, so aindert sich auch 
 monoton. 

Beispielsweise werden sich also die durch Fig. 3 angedeuteten 
Curven schraubenartig zwischen den beiden Cylindern in die Hohe 
winden. 

2. Die Curven, wo dg das Zeichen wechselt (also beispielsweise 
die durch Fig. 5 angedeuteten) deren Projectionen Schleifen zeigen, 
steigen und fallen abwechselnd, sie winden sich also im ganzen ge- 
nommen viel langsamer in die Héhe als die ohne Schleifen. 

Als Specialfall finden wir ferner die Geraden des Nullsystems und 
die auf dem Cylinder liegenden, dem Nullsystem angehérigen Schrauben- 
linien, wie man sich leicht tiberzeugt, — 

Geschlossene Curven finden sich unter den kiirzesten Linien tiber- 
haupt nicht. 

Jedenfalls geht aus unserer Untersuchung hervor, dass bei nicht 
integrabeln Pfaff’schen Gleichungen sehr viel complicirtere Verhiilt- 
nisse walten, als auf Flichen, und dass es sich wohl der Miihe lohnen 
wird, in diesem Sinne weiter zu arbeiten und namentlich weitere ein- 
fache Beispiele zu discutiren. 


















Ueber eine Invariante der trilinearen terniren Form. 
Von 


M. Pascu in Giessen. 


In der Abhandlung ,,Ueber abhaingige Punktsysteme und deren 
Bedeutung fiir die reciproke Verwandtschaft zweier Ebenen“, Journal 
f. d. r. u. a, Mathematik 1883 Band 95, betrachtet Herr Rosanes 
in § 4 das System dreier trilinearen terniren Formen 


f(xy) = Zanxyr, f (cy) = Lhetiye, f' (ey) = Venxiye 


mit i,k = 1, 2,3 und gelangt zu einer Invariante dieses Systems, die 
hier mit D bezeichnet werden mag, nimlich: 











| 0 0 QO = =3, —Gy. —Asg3 Ay, qn 
0 0 QO dg, bg. —bs, day By yg | 
0 0 QO = ly, — Cyg —Cyg Cay Cy9 Co 
M3, gn gg 0 0 0 —ay, —A. —A; 
D=| bs Den gs 0 0 0 —bdy, —dy». —dy, |, 
C31 C39 C33 0 0 O Cy —Cy —Gs 
—— Gq, —Aqy — Ang Ay, Go = Ay 0 0 0 
ca boy — by» — bs Diy Dio bys 0 0 0 
— Cy, ——Cyq — Cog Cyy Cro C13 0 0 0 


einer Invariante, mit der sich noch die Arbeiten von B. Igel, Monats- 
hefte fiir Mathematik und Physik 1894 Jahrgang 5, und Ph. Maenn- 
chen, die Transformation der trilinearen terniren Form in eine theil- 
weise symmetrische, Giessener Dissertation, Leipzig 1898*), beschiftigen. 
Im Hinblick auf die genannten Arbeiten ist es wiinschenswerth, dass 
die Irreducibilitét der Invariante D sichergestellt werde. Dies soll im 
Folgenden geschehen, und zwar unter Benutzung des Umstandes, dass 
D zu einer besonderen Art von Invarianten gehért. 

Als (rationale ganze) Invariante des Systemes f|/’|f” wird man 
fiir gewohnlich jede homogene ganze Function der Coefficienten be- 


*) In dieser Dissertation ist S. 5 Z. 2 v. o. 1883 statt 1887, 8.6 Z. 8 v, u. 1894 
statt 1884 zn lesen, 
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zeichnen, die sich bis auf einen Factor wiedererzeugt, wenn man die 
Formen durch Anwendung einer und derselben linearen Substitution 
auf die z und die y transformirt und in jene Function die Coefficienten 
der transformirten Formen einsetzt. Der Ausdruck D wird sich aber, 
seiner Herleitung zufolge, auch dann wiedererzeugen, wenn man 
auf die x und die y beliebige, von einander verschiedene, lineare Sub- 
stitutionen anwendet. Kine Invariante dieser Art mag hier eine 
»vollkommene“ genannt werden. 

Der Ausdruck D ist ferner eine Combinante der drei bilinearen 
Formen. Ich bilde deshalb aus den letzteren, wie es schon in der 
Dissertation des Herrn Maennchen geschieht, die trilineare terniire 
Form 

p(xy2) = 2, f + ef" + af" = Lain Tyee 
mit ¢,k,1—1,2,3 und schreibe demgemiss: 


0 0 0 











— 4344 301 —33, Go14 = nn1 «= Ag 
0 0 OQ = 349 —Azq9 —Agg 4242 A992 Aay 
0 0 QO —--A313 —Ag93 —@zg3 A213 a9 ag 
M311 Aga4 Aggy 0 0 OA, —Oyq1 — O34 
D =} Ayz4p gag gg 0 0 QO =Gyy2 —Ay29 — A432 |- 
A313 A323 gg 0 0 0 = ~4y13 —A123 —A133 
—q44 —Aq94 —M%q3,  %yqq4 0 Unq = U4 0 0 0 
—Ag42 —Ay97 —Gy39  AyyQ — Ajygg Ayn SU 0 0 
A143 —Aq93 —G&q33 Ayyg yng Ay 38 0 0 0 


Jetzt erscheint D als ,,vollkommene“ Invariante von 9. 

Beziiglich der vollkommenen Invarianten der Form gilt Folgen- 
des: Jede homogene ganze Function der Coefficienten von g, die sich 
bis auf einen Factor wiedererzeugt, wenn man g durch Anwendung 
einer linearen Substitution auf irgend eine einzelne Reihe der Ver- 
inderlichen transformirt und in jene Function die Coefficienten der 
transformirten Form einsetzt, ist eine vollkommene Invariante von om. — 
Jede vollkommene Invariante des Systemes f| /'|f” mit Combinanten- 
Eigenschaft ist vollkommene Invariante von ». — Jede vollkommene 
Invariante der Form g ist homogen in denjenigen Coefficienten ajx: , 
in denen ein Index einen festen Werth hat; sie ist vollkommene In- 
variante des Systemes f|/’|f” mit Combinanten-Higenschaft; sie ist 
von gleichem Grade in den a,x, biz, cx, tiberhaupt in jeder Reihe der 
Gix:, in der ein Index einen festen Werth hat; ihr Grad in der Ge- 
sammtheit der a;,; ist durch 3 theilbar. — Jeder Theiler einer voll- 
kommenen Invariante @ ist eine ebensolche Invariante. 

Um zu ermitteln, ob es eine vollkommene Invariante dritten 
Grades von @ giebt, schreiben wir symbolisch: 








wo 

in | 
Fac 
den 


(bb 


den 
kei 


Inv 
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vol 
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” 


p(xy2) = azbyc, = ar byc, = aby cf, 

















: wo 2. B. dz = a, 2; + ay, + Gy 3. Die gesuchte Invariante ist linear 
. in den Symbolen a, in den Db, u.s. w.; sie enthilt einen symbolischen 
; Factor, der wie eine Invariante des Systemes a,|a;|az gebaut ist, also 
. den Factor (aa’a"), d. i. 2+ a,a,'a,"; sie enthalt ebenso die Factoren 
(bb'b") und (ec’c”). Da aber das Product 
9 (aa'a’) (bb'b") (ce’c’) 
den Werth Null liefert, so folgt: Die trilineare ternire Form besitzt 
n keine vollkommene Invariante dritten Grades. 
r Wire nun D reducibel, so wire jeder Theiler eine vollkommene 
e Invariante von @, sein Grad durch 3 theilbar. Da D vom Grade 9 
ist, so ware mindestens ein Theiler vom Grade 3. Da es aber keine 
vollkommene Invariante dritten Grades von p giebt, so folgt: Die 
Invariante D ist irreducibel. 
Giessen, October 1898. 
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Ueber bilineare Relationen zwischen hypergeometrischen 
Integralen héherer Ordnung. 


Von 


Arruur Hrirsox in Ziirich. 


Die unter dieser Bezeichnung von Herrn Pochhammer”*) ein- 
gefiihrten hypergeometrischen Integrale r-ter Ordnung bilden eine nahe- 
liegende Verallgemeinerung derjenigen bestimmten Integrale, durch 
welche sich die Gauss’sche hypergeometrische Reihe darstellen liasst. 
Als Functionen eines ihrer Verzweigungswerthe aufgefasst erfiillen sie 
eine lineare homogene Differentialgleichung r-ter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten, aus welchem Gesichtspunkte sie bereits mehrfach und ein- 
gehend behandelt worden sind, Wihrend die Untersuchung des genannten 
Autors sich vornehmlich auf die Construction der Differentialgleichung 
aus der Definition ihrer Integrale durch Unstetigkeits- und Verzwei- 
gungsbedingungen richtet, gelangt eine Abhandlung des Herrn Hossen- 
felder**) unmittelbar von dem Ausdruck der hypergeometrischen In- 
tegrale ausgehend zu derselben Differentialgleichung, sowie zur Auf- 
stellung der linearen Transformationen, welche die Integrale bei Umlauf 
des Arguments um die singuliren Punkte erfahren. In einem allge- 
meineren Rahmen treten die in Rede stehenden Integrale in den 
Untersuchungen zahlreicher anderer Autoren***) auf. 

Wenn wir gleichwohl im Beginne der folgenden Ausfihrungen 
noch einmal auf die Aufstellung der erwihnten Differentialgleichung 
zuriickkommen, so geschieht dies in der Absicht, dabei den Gesichtspunkt 
der Formentheorie zur Geltung zu bringen, auf dessen Bedeutung im 
Gebiete der linearen Differentialgleichungen — mit dem besonderen 
Hinweis auf die vorliegende Materie — Herr Klein+) die Aufmerksam- 


*) , Ueber hypergeometrische Functionen n-ter Ordnung“, Crelle’s Journ., Bd.71. 

**) , Ueber die Integration einer lineiiren Differentialgleichung n-ter Ordnung", 
Mathem. Annalen, Bd. 4. 

***) Goursat, Acta Mathematica, Bd. 2; Jordan, Cours d’Analyse, t. III; 

Nekrassoff, Mathem. Ann., Bd, 38; Schlesinger, Crelle’s Journ., Bd. 116, 117. 


+) , Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung“, 
Mathem. Annalen, Bd. 38, pag. 149. 
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keit gelenkt hat. Die Consequenzen dieser invariantentheoretischen 
Auffassung der linearen Differentialgleichungen finden sich ausfiihrlich 
dargestellt in der Inaugural-Dissertation*) des Verfassers. 

Unter Verwendung der dort entwickelten Principien zeigt sich 
nun, dass unsere Differentialgleichung, die in den ailteren Darstellungen 
in wenig durchsichtiger Gestalt erscheint, thatsichlich eine héchst 
einfache Structur besitzt. Indem wir ferner die zu ihr adjungirte 
Differentialgleichung aufstellen, wird uns deren Aufbau unmittelbar 
erkennen lassen, dass sie gleichfalls durch hypergeometrische Integrale 
gelést wird. Die Integranden, welche in diesen Lésungen der beiden 
Differentialgleichungen auftreten, stellen sich in der geeignet zer- 
schnittenen complexen Ebene als ,,Functionen mit Multiplicatoren‘ **) 
dar; und zwar ist ihr gegenseitiges Verhiltniss dadurch charakterisirt, 
dass die Multiplicatoren der einen Function zu den correspondirenden 
der andern reciprok sind. Aus der bekannten Beziehung, welche 
zwischen den Integralen von zwei adjungirten linearen Differential- 
gleichungen stattfindet, fliessen nun die bilinearen Relationen, deren 
Aufstellung das Ziel dieser Mittheilung bildet. Dieselben umfassen als 
speciellen Fall die Relationen unter den Periodicititsmoduln der hyper- 
elliptischen Integrale erster Gattung. 

Wenngleich sich so die hiermit angedeutete Herleitung der frag- 
lichen Relationen ganz ungezwungen anbietet, so erscheint doch aus 
einem hdheren Standpunkte der dabei benutzte Durchgang durch die 
lineare Differentialgleichung als ein Umweg. In der That gelingt es 
durch Erweiterung eines Riemann’schen Gedankens, dieselben Rela- 
tionen in grésserer Reinheit der Methode und zugleich in vollstiin- 
digerer Weise zu construiren. 

Aus dem Abel-Jacobi’schen Theorem***) iiber die Vertauschung 
von Parameter und Argument hat Herr Fuchs?) eine Klasse von 
bilinearen Relationen gewonnen, welche unter den zwischen je zwei 
singuléren Punkten erstreckten Integralen von Loésungen linearer 
Differentialgleichungen stattfinden. Der specielle Fall, wo die letzteren 
von der ersten Ordnung sind, liefert ein Formelsystem, welches sich 
als algebraisch aquivalent mit dem unseren erweist. 


*) Zur Theorie der linearen Differentialgleichung mit rationalem Integral, 
Kénigsberg i. Pr., 1892. Vergl. auch E. Waelsch, Zur Geometrie der linearen 
algebraischen Differentialgleichungen und biniiren Formen, Prag. Math, Ges, 1892. 

**) Vergl. tiber ,,Functionen mit Multiplicatoren‘‘ auf einer Riemann’schen 
Fliche A. Hurwitz, Zur Theorie der Abel’schen Functionen, Gittinger Nachr. 
1892, Nr. 7. 

***) Abel, OEuvres complétes (1881) t. II, Nr. VIII, IX; Jacobi, Ges. Werke 
(1882), Bd. II. 

+) Crelle’s Journal, Bd. 76 und Berliner Sitzungsber. 1892, pag. 1113. 
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In einer sich an die vorliegende anschliessenden Abhandlung be- 
absichtigen wir, die hier benutzte Auffassung und Methode auf den 
umfassenderen Gegenstand der erwaihnten Untersuchungen des Herrn 
Fuchs zu iibertragen. 


§ 1. 
Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Integrale r-ter Ordnung. 
Es seien 
Ao; a, As, ee ty Ars Ars-1 
(r + 2) endliche und von einander verschiedene Punkte der complexen 
Ebene; ihnen seien beziiglich zugeordnet die Zahlen 


So» St» $2, ++, Sry Sri, 
welche der Beschriinkung unterliegen, dass ihre Summe 
(1) Sots +t: + +54+5H=7 


sei, im iibrigen aber willkiirliche Werthe haben mégen. Durch diese 
Festsetzung wird es erreicht, dass die Function 


(2) U(u) = (u - ay)" (u = a, ee (u—a,)*~ (u 7 p41)" 
sich nur in den Punkten u = a), @,,..., Gr, G44 Verzweigt, dagegen 
0» » @r+ 5.) 55 


in der Umgebung von u = oo sich endlich und eindeutig verhilt wie 
, dass demnach auch das Integral 


fUau 


fiir grosse Werthe von w endlich und eindeutig bleibt. Unter einem 
hypergeometrischen Integral r-ter Ordnung verstehen wir nun ein Integral 


(3) y -{ (uw — ay)" (wv — a,)" 6. (u— a," (W— dpi)" "du, 
L 


wobei die Integration lings eines Doppelumlaufs*) Z um irgend zwei 
der Verzweigungspunkte a gefiihrt wird. Fassen wir dasselbe als 
Function des Verzweigungswerthes a, auf, der im weiteren mit x be- 
zeichnet werde, so geniigt y einer linearen homogenen Differential- 
gleichung r-ter Ordnung, die zuniichst aufgestellt werden soll. Durch 
Differentiation von (3) erhilt man: 


(4) 4 ot 
fa 1)"— (s,—1)! atoepe ry —1q 
= (— 1) eee ee a (wu — x)% | [uw—a,) u, 
4=1 


1); 


*) Siehe Pochhammer, Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf, Mathem. 
Annalen, Bd. 35; Kiein lL. c. 
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wobei das Zeichen ¢! gleichbedeutend mit [(¢-+ 1) gebraucht wird. 
Ferner ist 
r+i r+l 
(5) = {( - ayer] J (u — an)’ n| = (u - ay Tw —ay)* wu), 
a=1 4=1 


worin 
r+1 


(6) vu) =u —2) J [u—a,). {aar+ S54, 


eine ganze Function von w darstellt, die wegen der in (1) getroffenen 
Festsetzung nur die Ordnung ¢ erreicht. Entwickelt man y(u) nach 
Potenzen von (w— x), so ergiebt sich daher: 


r+1 
(5) 4 {( —— IT (u—a yt 
a= 
r+l 


(2) ae - ; = 
vy —) (u— a)* 1—r+% | | (u — ay)” 1 : 
Aa=1 


Integriren wir diese Gleichung lings dem Doppelumlauf Z, so ver- 
schwindet das Integral der linken Seite, und wir erhalten mit Beriick- 
sichtigung von (4) die Differentialgleichung: 


x=0 


r 


(7) > (- 1)* (Se —r+x—))! wa) a’ me ~ 


(8 —1)! *!  dgt—* 





x=0 


Fiihren wir nun die Bezeichnungen ein: 


r-+-1 
8) fa) = [J @—4,), 
4=1 
r+1 
(9) o(e)=—+f fe) Ds: na {eer +4}, 


so bedeutet /(#) eine ganze rationale Function der Ordnung (r + 1), 
g(x) auf Grund von (1) eine solche der Ordnung (r —1); und mit 
ibrer Hilfe stellt sich ~(w) in der Form dar: 

¥(u) = (8% —r)f(u) ~ (@ — 2) {(FEF)P@) + row}. 


Differentiiren wir diese Gleichung x-mal nach w und tragen sogleich 
w= ein, so findet sich: 


YO (a) = (5) — 7) f(a) — «| (BEF) f(a) + rp —0(@)} 


— Sa Cast) f(x) — rege—0(2), 
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und die Differentialgleichung (7) erhalt somit die Gestalt: 


, . * (5) — —1)! 
(7) BAe Sar 
x=0 


~% 
{e-0e5s* f(a) — rege (a)\ on. 

Um jetzt den invarianten Charakter der linken Seite von (7’) ins 
Licht zu setzen, bedienen wir uns der von Herrn Hilbert*) einge- 
fiibrten Darstellung von Covarianten durch einseitige Derivirte der 
Grundformen, derzufolge die 4-te Ableitung einer Function F(x) von 
der Ordnung @ durch 


A ! 
(10) a F(x) _ o! 


dat — (e—A)! F(z) 


ausgedriickt wird. In dieser Schreibweise stellt sich die p-te Ueber- 


schiebung zweier Formen @ und w durch den Ausdruck ; 


p 


(11) {Q, vr,= > (— 1)* Dx Dx Vp —x 


z=0 


dar, worin unter p, der Binomialcoefficient — zu verstehen ist. — 


p! 
x! (p—x)! 





Da nun, wie der Integralausdruck in (3) zeigt, der Function y von z 
die Ordnung n = (s, — 1) beizulegen ist, so setzen wir gemiiss (10): 


(s—r-+x—1)! d~*y 


(8 — 1)! da’ —* 





= Yr—x; 


ebenso 


1)! —1)! 
f(“) = Goal fe, 9*-)(z) = cS Px—1; 


wodurch (7’) tibergeht in: 


> (- 1)* (5) — 1) rx fe— rr — 1),—1 92-1} Yr—e = 0, 
x=0 
oder: 
r r—1 
(S) — r) > (- 1) ref2Yr—x + ry 1) (r — 1)2Q2Yr—i—x = 0, 
x=0 x=0 


oder, nach (11), in: 
(12) (8 — 1) {fy ye + (8) — Dray, Y}r—1 = 0**). 


*) ,, Ueber eine Darstellungsweise der invarianten Gebilde im binaren Formen- 
gebiete, Mathem. Annalen, Bd. 30, pag. 15. 

**) Fiir den Fall r= 2 und ganzzahliges s, ist diese Gleichung bereits vou 
Herrn Hilbert 1. c, pag, 22 aufgestellt worden. 
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Die Differentialgleichung gehért der Fuchs’schen Klasse an, und 
zwar sind die Wurzeln der determinirenden Gleichung fiir x = a,: 


@=0,1,..., (r — 2); (Ss) -+s,— 1), 





fiir 2 =o: 
= (1 — 5), (2— 5), eeey (r — 8). 
Will man die in (12) zu Grunde liegende homogene Auffassung auch 


ins in der Darstellung zum Ausdruck bringen, so spalte man z in 2,: 2,, 
ye- a in dj: du, Win uy: 4, und setze 
ler r+l 
‘on (3) y(@ »%) = Jo Uy — Hy Uy) T [on Uy — Ay, U u, (ey du,—U, dy), 
r+1 
(8) f (a2) — ] ] (44, %, — Gpy%,), 
a=1 
er a — 
(9) p(t) —= 7 Hee) D a eae {eer ta}; 


dann lautet die Differentialgleichung: 

(12) (89-1), (F(%1%2), Y(%,%)} + (Sp—1 )p—1 1 P(X He), Y (X; , Xp) } 1 =9, 
worin f, , y als Formen von den bez. Ordnungen (r +1), (r —1), (s) —1) 

n 2 zu behandeln sind. 

)): Hiernach stellen sich die hypergeometrischen Integrale (3') als trans- 
cendente Covarianten von zwei rationalen Formen f und dar. 


Lassen wir den Verzweigungspunkt a,;, ins Unendliche riicken, 
so werde 


3") 5 Jo — 2)" J [u—ayrdu, 
4i=1 


6") f(«) = [ Je—4), 
Aa=1 























“ —_ is = 1 — 
@") $@)—— + Te) > sa arta 
=1 
"i gesetzt; alsdann lautet die Differentialgleichung bei inhomogener 
Schreibweise : 
nee ( ae o_ 1)! 
(7) > 1 a 
39 — 1) (r—x+1) - a *y 
il {* ee f(a) — rug) (x)} cae =(), 
on wahrend in der homogenen Darstellung (12’) nur a,41,1=0, @-41,2=1 


zu setzen ist. 
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Sehen wir nunmehr in Umkehrung des bisherigen Gedankenganges 
eine lineare Differentialgleichung von der Gestalt (12) als gegeben an, 
in der Art, dass (s,—1) als Ordnung von y beliebig vorgeschrieben ist, 
und dass f(~) und g(a) allgemeine Formen der bez. Ordnungen (r +- 1) 
und (r— 1) darstellen, wobei indes die Linearfactoren von /() als 
verschieden vorausgesetzt werden, so hat die betreffende Differential- 
gleichung hypergeometrische Integrale der Form (3) zu Lésungen. In 
der That bestimmen sich die Verzweigungswerthe a,, a, ..., @r+1 als 
Wurzeln der Gleichung f(a) 0; und die zugehérigen Exponenten 
Sy) Sg) +++) Spa gewinnen wir aus der Partialbruchzerlegung: 


ibe 
9 (x) So— 1 


fa) a refi tf) 


wobei, da die Ordnung von (x) um zwei Kinheiten niedriger ist als 
die von f(x), die Summe der Residuen 


r+1 


D> {epi thfH— Gott +54) — 3 
A=1 


verschwinden muss, also von selbst der Forderung (1) Geniige ge- 
leistet. wird. 

Indem wir im Folgenden stets die reellen Theile der Zahlen 
Sy) 54) +++) S41 als positive echte Briiche voraussetzen, lisst sich der 
Doppelumlauf Z um zwei Verzweigungspunkte durch die Integration 
von einem zum andern ersetzen. Der genaueren Vorstellung halber 
nehmen wir an, dass ein durch den Nullpunkt der complexen Ebene 
gezogener Halbstrahl bei Drehung um denselben in positiver Richtung 
der Reihe nach die Punkte a, = 2, a,, a), ..., Gr, Gr4. trifft, die 
wir in derselben Reihenfolge durch sich selbst und einander nicht 
kreuzende Schnitte verbinden, so dass ein zwischen a,4, und a, offenes 
Polygon entsteht. In Anlehnung an die bez. Dispositionen von Herrn 
Hossenfelder*) heisse die bei der Wanderung von a, nach a,41 
links liegende Berandung der Verzweigungsschnitte die positive, die 
rechts liegende die negative. In der so zerschnittenen u-Ebene ist 
alsdann die Function U(w) nach Fixirung der Ausgangswerthe der 
Factoren (vu —a,)~* eindeutig definirt, und zwar gilt lings des Ver- 
zweigungsschnittes (@,_1, d,), wenn 
(13) PM OotAt +) og, wes (r+ 1) 


gesetzt wird, wobei also 9,,; = 1 ist, 


(14) Tangs (@x-1, ax): U~ = @-. 0". =1,2,...,(r+1)) 


*) lc. pag, 201—202. 
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Wir fiihren nun (7 + 1) particulire Lésungen der Differential- 
gleichung (12) ein: 


(15) y= fUwau, (i=1,2,..., (7 +1)) 


wobei die Integration lings des positiven Ufers zu erstrecken ist. 
Zwischen denselben besteht eine homogene lineare Relation, welche 
wir erhalten, wenn wir das Integral 


[uaw 


von da, lings des positiven Ufers nach a,4, und von da auf dem nega- 
tiven Ufer nach a, zuriickfiihren. Da sich dieser Weg durch das Un- 
endliche auf einen Punkt zusammenziehen lisst, so folgt: 


r+1 


> (tea) f Udu=0, 
1 


xz=l ay 


oder: 
r+1 


(16) > (Ox —1 — Ox) Yx = 0. 

zx=1 
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass je r von den Integralen, etwa 
Yi) Yo» «++, Yr» ein Fundamentalsystem bilden, wenn keine der Grossen 


s, gleich einer ganzen Zah] ist, — was durch unsere Annahme ohne- 
hin ausgeschlossen ist*). 


§ 2. 
Die adjungirte Differentialgleichung. 


Zur Aufstellung der zu (12) adjungirten Differentialgleichung dient 
der folgende Satz, welcher sich in der Dissertation des Verf. § 9 be- 
wiesen findet**): 

Es liege die Differentialgleichung vor: 

> t—2{ Me, Y\r—x 7 0, 

42=0 
worin die Formen y und M, bez. die Ordnungen n und (m — 2x) be- 
sitsen. Bezeichnen wir mit » einen integrirenden Factor dieser Diffe- 
rentialgleschung, so ist » eine Form der Ordnung 

vy = (2r —2 —m—n); 


*) Cf. Hossenfelder, 1. c. pag. 208 ff. 


**) Derselbe ist gleichzeitig von Herrn Pick, Wiener Berichte, Bd. 101, 
pag. 893, aufgestellt worden. 
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und die zu der gegebenen adjungirte Differentialgleichung, welche » 
erfillt, lautet: 


r 


> (Hl {iU,, Qhr—s =. 


x=0 


Im Falle der Differentialgleichung (12) ist nun » = (s, — 1), 
m==(r-+1), also »v=—=(r —2—=s,), oder, wenn wir der Analogie 
halber v = (6,—1) setzen, 6, = (r—1—s,); und die zu (12) ad- 
jungirte Differentialgleichung lautet demgemiss: 

(17) (—1)"(6)—1)- {fF he + (1) (6) — Da (Q MN} a = O.- 

Da sie die gleiche Structur wie (12) aufweist, so schliessen wir auf 
Grund einer in § 1 gemachten Bemerkung sofort, dass sie ebenfalls 
hypergeometrische Integrale zu Lésungen hat; und zwar sind die Ver- 
zweigungswerthe des Integranden wiederum die Punkte 


V = © = My) Ay, «+ +) Ory Anyi. 


Nennen wir die ihnen zugeordneten Exponenten 6), 6,,..., 6+; Gri1, 
so ist zunichst 6, identisch mit der bereits eingefiihrten Grdsse 
(v-+1) =(r—1—s)); die weiteren Gréssen 6, ergeben sich, wenn 
wir die Form (— 9(2)) mit dem Ausdruck 


r+l 
1 > 1 {6 —? 
a 7 f@), sagt 
=1 
identificiren, woraus hervorgeht: 


8 —Tr c O—?Tr 
Ser tal+ {tat t+aj—o 
oder: 
(18) 6, = (1—s,). (4=1, 2,...,(r-+1)). 
Demnach ist der gesuchte Integrand: 


r+l r+l1 


(19) Ve) = (o-—2)** J [(o—a,2-' = (0-22 J Poa); 


4=1 


und da die reellen Theile der Zahlen 6 wegen unserer Voraussetzung 
inbetreff der Zahlen s positiv sind, so darf man die Integration von 
einem Verzweigungspunkte zum andern erstrecken, und erhalt mithin 
(r-+-1) particuliire Integrale von (17): 


(20) % = Vo)av, (x=1,2,...,(r++1)) 
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zwischen welchen die Identitat stattfindet: 


r+1 


(21) > (> i =) M% =0, 


zx=1 





und von denen je r, etwa 7, 4,---, Yr, ein Fundamentalsystem bilden. 
Die Function V(v) hat in der zerschnittenen Ebene einen eindeutigen 
Verlauf, und ihre Werthe unterscheiden sich an den Ufern eines Ver- 
zweigungsschnittes um constante Factoren; und zwar gilt 
(22) lings (dx-1, x): V- = —_ vt, (x— 1,3,..4€% +1)) . 
x—1 

so dass die Multiplicatorsysteme der Integranden U und V zu einander 
reciprok sind. 

Hervorhebung verdient der besondere Fall, in welchem die Dif- 
ferentialgleichung (12) zu sich selbst adjungirt, also mit (17) identisch 


wird. Derselbe tritt ein, wenn 7 eine gerade Zahl (2p), sy = (p— 5) , 
$= 8S SHS = + ist. Die Differentialgleichung erhilt als- 
dann die einfache Gestalt: 

(12+) £1, Yrs) = 05 


sie wird integrirt durch die (29-+1) Perioden eines hyperelliptischen 
Integrals erster Gattung vom Geschlechte p: 


u— yr 4 
(15*) Yi — f site, (i=1,2,...,2p+1)), 


x 
zwischen denen die Relation 


2p+1 
(16*) > (-bin=0 


i=1 


besteht *). — In diesem Umstande, dass obige Differentialgleichung zu 
sich selbst adjungirt ist, liegt, wie man sogleich erschliesst, die Existenz 
bilinearer Relationen unter den Perioden der hyperelliptischen Integrale 
begriindet. 

*) Die Differentialgleichungen der Perioden der hyperelliptischen Integrale 
hat Herr Fuchs studirt in einer Abhandlung in Crelle’s Journal, Bd. 71. 
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§ 3. 
Aufstellung der bilinearen Relationen. 


Als Fundamentalsysteme von Integralen der beiden zu einander 
adjungirten Differentialgleichungen (12) und (17) wahlen wir die 


={aw du 


Nx ={%) dv. 


y 


und (@, == 1,2,...,7). 


Bilden nun die Functionen %, 7, ..., 7% ein System von Integralen 
der Gleichung (17), welche den Lésungen y,, y.,..., y- von (12) 
adjungirt sind, so finden bekanntlich unter ihnen die Relationen statt: 
y,7, =0, (4=0,1,...,(r —2)) 
(23) a 
~ (— 1)" "¢1 

4 (7—2) onus P 

2" ™ f(@) 


Weiter aber sind die Fundamentalsysteme der 4 und 7 durch lineare 
Gleichungen 


Ti, = >) Cate (¢=1,2,...,7) 
x=1 
mit constanten Coefficienten C;, verbunden, deren Determinante von 
Null verschieden ist, Folglich existirt ein System von bilinearen 
Relationen unter den hypergecmetrischen Integralen (y,, y., . . -, Yr) 
und (%;, %,.--, Yr) und ihren Ableitungen, der Gestalt: 


(24) > Cay sn? =0, (4=0,1,...,(r—2)) 
é, sai 
: C 
, (r—1) = ° 
” ee Snite f(x) 


Hier sind aber die Coefficienten C;, nicht nur unabhaingig von z= ay, 
sondern, wie eine kleine Ueberlegung zeigt, auch von den andern 
Verzweigungspunkten a,, a), ..., G41; sie stellen sich mithin aus- 
schliesslich als Functionen der Zahlen s,, s,,..., S-41 dar. 

Zu ihrer naheren Bestimmung ziehen wir die linearen Trans- 
formationen heran, welche die Fundamentalsysteme der y und y bei 
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Umlauf von x um einen der singuliren Punkte erfahren, Man iiber- 
zeugt sich leicht davon, dass bei unserer Wahl der Verzweigungs- 
schnitte ein positiver Umlauf von z um aa folgende Substitutionen 
der Integrale veranlasst*): 


¥% =H — (1.9%) Ya, $< ia, 
(26,) i= e M(t) y, , t—Af, 
¥ = y—e™(1—P*"2) m, i>A, 
The Se (1 = orn Na> x< A, 
(26,) = eA +8) som A, 
Ne = Ix — eet, | fy ma; x > ‘. 


worin 9, x die Werthe von y;, 7. nach dem Umlauf bezeichnen. 
Durch denselben geht die Relation 


> Wx YiXx = 0 
> Cn ditie = 0 


iiber, welche ihrerseits nach Einfiihrung der Substitutionen (26) die 
Form 
> Or xi Qe. = 0 


erhalt. Wir behaupten nun, dass 


(27) Cin = Cix (i, x1, 2,...,7) 
sein muss. Denn da der Umlauf die Relationen (24) und (25) in die 
folgenden: 

(24’) 2s unt =0, (4=0,1,...,(r—2)) 


(25’) 3. yif-Y = 5 


iiberfiihrt, so ergiebt sich durch Subtraction: 


z ni = (Cix—Cix)yi = 0, (4=0,1,...,(r—1)) 


mithin, da die Determinante der 7 von Null verschieden ist: 


*) Cf. Mossenfelder, l.c, pag, 202—206. 
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> (Cin — Gx) yi = 9, (x=<=1,2,...,7) 
f==1 


und, da die y; linear-unabhingig sind: 

Cin = Cir: (i,x—1,2,...,7) 
Fiihrt man die hier angedeutete Transformation aus und stellt die 
Forderung (27) auf, so erhilt man nach einigen Reductionen folgendes 
System von Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten C;,: 


a—1 
I. (1 a tists) Cae 4+ a— 7") 2 C. 


4 tin ( — &**%) da.=0, 


v=A+1 | 


a—1 
I. (1—e #1) C,,-4+ (Ie 22) 2 Cur 





ee Palatine ets, )> C.«%, 


v=A+1 
(x, 4—=1,2,...,9; xa) 
4-1 


u 2 Crap erain de, enn Sa Ya.—0. 


vy=A+1 vy=A+1 
(Aas 1,2,...) -, 


Die Auflésung dieser Gleichungen lisst sich ohne Schwierigkeit be- 
werkstelligen; wir beschrinken uns daher darauf, das Resultat an- 
zugeben, in welchem bereits tiber den allen C;, gemeinschaftlichen 
Proportionalitatsfactor verfiigt ist. Man erhilt: 


I nis, 1 1 
Cu —_ 4 a (Qi—1 0r— Qi) ; _- — n)? 


(28) J Came HU stents (e:-1— ea ( — )? “<i, 








Ox —1 Ox 
, om coat) ten Mit aa 1 1 ; 
L iz 4 (Qi-1 Qi) es 3) % a d, 


wobei die Werthe der Gréssen g, aus (13) zu entnehmen sind. 
Wir lassen nun den Punkt a,,; ins Unendliche riicken und be- 
zeichnen die Summe 
S +s +--+ +5—Ss, 
so dass s,,;; = (r—s) zu setzen ist. Alsdann liefert eine kleine Um- 
formung von (28): 











a- 
1- 
n 


n- 
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Cx = sin (zs;) sin (x(s —si)) , 


(28’) C:.= — pita 8— 9S sin (ws;) sin (as,), “<i, 
Cx. = — Aiea +) gin (wz s;) sin (x Sy); >i, 


und die Relationen (24) lauten jetzt: 


> cu f — a)" ‘Te —a,)a*du 


ix=l 4=1 
a 


: [ear [J o—aysan —0. 
e a=l 
a, 


(v=0,1,...,(r—2)). 
Beschrinken wir hier den laufenden Index v auf die Werthe 
vy=u, (u+l),..., (r—2), 
so gilt diese Formel, so lange der reelle Theil von s, kleiner als (u+ 1) 
ist. Ersetzt man daher s, durch (s)-+ qm) und schreibt fiir v (v+ 4), 
so folgt, da das Verhiiltniss der C;, durch diese Verschiebung keine 
Veriinderung erleidet, allgemeiner: 


a 
- 


Dee [way | / (wu — a,)'s—" du 


i, wl a=1 
a 


fea" ] | (v—a,) ‘adv =0; 
A4=1 
a 


(u, »>0, (w+) < (r—2)) 


und durch lineare Combination dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn wir 


Yas f []w—ay'wa, 
4a=0 


(29) Q do 


ay 
Hy x =f [J e-ar dv 
J ae 


( 
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(r—1)r 


; Relationen: 


setzen, das System von 
(30) D> CixYuitye = 0. (u, v>0, (w+r) <r —2)) 
i, x1 


Wir wenden uns nun zur genaueren Formulirung der Relation (25). 
Nehmen wir wieder lim a,,; =o, und fiihren die Bezeichnung ein: 


a 


‘. = fo-9 [Te —a) “dv, 
. pe 


zx 


so lassen sich die Gleichungen (24) und (25) wie folgt schreiben: 


(24”) > Cin Yo = 0, (A= 1,2,...5(r—1) 
— Yo) ae 2 
(25 ) Pe Yok Fa)’ 
wo wieder 
@" fa) =] J @—a. 
a=1 


Wie die Formeln (3”) und (7”) erkennen lassen, geniigen die £, einer 
Differentialgleichung der Gestalt: 


Ps ¥, (2) £4 == 0, 
4=0 


worin #,(%) = f(z), w,(x) eine ganze Function von der Ordnung 4, 


also speciell y eine Constante ist. In Verbindung mit (24”) und (25”) 
geht daraus eine Beziehung hervor: 


=z Cix Yoi _— C’, 
oder, unter nochmaliger Anwendung von (24”): 
(31) D> Win You Hx = Cr. 


Hier ist C,, oder ausfiihrlicher geschrieben: 


Ay, By, Agy - + +5 Or 
a | 


Sor 54, Sy +++, Sr 

















a 
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thatsiichlich von a, unabhingig. Lisst man behufs Bestimmung von C, 
a, in a, hineinriicken, so ergiebt sich leicht die Recursionsgleichung: 


Ay, Ay, «+05 Or a, » Agy eee, Op 
c.| =— C1 


is Gig + +g & (Sp-+S,—1), S,, ..., S 


) — a ton i 
; HIP tet tert), & 
Nun lautet im Falle r = 1 die Relation (31): 
My, a 
C11 Yor Hor = ©, ‘i , 
Sor 5% 
und zwar ist 
Ci, = sin (2s,) sin (zs,), 


. er i ~1 pr ils,—1) F (80) F (8 
Y,, = f (u — ay)*—! (u — a,)*—1du = (a, — ay) ta-1 er ila—D ree 
a 





> ” = ~e-ae-nta i —a T—e 
Hos a (v—a,)—*(v—a,)-* dv = (a, —ay)!-&-%e— 44% aa 


Daraus ergiebt sich: 


C, 7 __ 2 sin (w.8)F 8) 


Soy % (So %&—1i) ? 
mithin 
er Qyy+ ++) Or _ = sin (ws) | 
C, “a lola _ — (s—r)’ 
endlich ersehliesst man hieraus sofort die allgemeinere Gleichung: 
. E __ _~sin(8) — ia 
; (32) 2 Yate = Epo (u+v) (r—1). 
‘ ee 
y”) : Damit sind wir 2u folgendem Resultat gelangt: 


Constituirt man mit den Zahlen s,, s,,...,8-, deren reelle Theile 
positive echte Briiche sind, die hypergeometrischen Integrale 


_ 7. ve~tes ae 

Yui -/{II (w— aa) udu, Coat 
Q 

ail : — —-3,¥ oa) 

Hy x -{I] (v— a) *v dv, ae 
a 


so erfiillen dieselben die fret bilinearen Relationen: 


Mathematische Annalen. LII. 
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2, % Frstle = 0, (uv) <(r—1) 
i,x=1 

S Cie Yustlne — Zin as) je 
2 On Lait = SE pen)? (u+v) =(r—1) ; 


in denen die Coefficienten C,, die in (28') angegebenen Werthe haben. 
Indem wir r=2p, 5 =s, =+--=5,= e setzen, erhalten wir 
den Specialfall der hyperelliptischen Perioden. Die Integrale 


a; 


(29*) Ine —. = 


an 
V []e- 

ra 4=0 7 

erfiillen die bilinearen Relationen: 


2p 


(30*) P (— 1)i+* {Fuidve — Juxdyi} aaa 0, (u+v) < (2p— 1) 
i,x=1 


2 
682) A 04* (uidre— Ine) = 22, (wt) = @p—0). 
i,x=1 
Die Anzahl dieser Gleichungen ist p?; sie umfassen fiir u, v=0, 1, ...,(p—1) 
simmtliche PulPo Beziehungen, die zwischen den Perioden der 
Integrale erster Gattung existiren, fir » = 0,1,...,(p—1), v=—p, 
(p+1),...,(2p—1—wp) noch e-\er" von den p? Relationen, die 
es unter den Perioden je eines Integrals erster und eines zweiter 
Gattung giebt. — Setzt man 





2p 
Kua = == 4304 Ps (— 1)*Jux 
e241 p=0,1,...,(2p— ”) 
2p A= 1,2,...,p 
Ku,p+a _— >(- 1) Jux 
x24 


so geht die alternirende bilineare Form auf der linken Seite von (30*) 
in die canonische Gestalt 


P 
za {Kua Ky, p4a = Ky,2 Ku,p+a} 
i= 

tiber*). 


*) Die Formeln (30*), soweit sie sich auf Integrale erster Gattung beziehen, 








Ss 


s 
8 
F 
I 
P 





rir 


30*) 


shen, 
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Indem man die tiberzahligen Integrale y,,,; und 4,41 EO, 
gelingt es, die Relation 
z Cin YQ, = 0 


auf eine symmetrische Gestalt zu bringen. Setzen wir zur Abkiirzung 
1 
(Q:-1— Qi) = &, (*- vs = Bx, 
so bestehen nach (16) und (21) die Identitiaten: 


(16) S. ¥ =0, 


i=1 


r+1 


x=1 


und wir kénnen, wie die Werthe der (;, in (28) zeigen, unsere 
Relation jetzt so schreiben: 





- r 

et? p44 > ay; Bux + e **r4t > QiYi Bx Nx 
x=t — 
i> x eae 


+ 4 >’ sin (xs;) sin (2 5;+-8 41) yin = 0. 


Die Anordnung nach cos (zs,+:) und sin (25,4) liefert: 


cos (75,4;)-C + 4 sin (841) >) sin (2s;) cos (x 5s;) Yin 
i=l 


— t sin (75,4,).S=—0, 


C= Sd ay ben + ye «Yi BxNx + 4 Dain’ (Si) Yi Ni, 


i,x=1 i,x=1 i=1 


worin 


S= Dew en Dauber 
i,x=1 i,x=1 


gesetzt ist. Da nun 





sowie die Transformation auf die canonische Gestalt hat bereits Herr Richard 
Fuchs angegeben; vergl. ,Ueber die Periodicititsmoduln der hyperelliptischen 
Integrale als Functionen eines Verzweigungspunktes‘* Crelle’s Journal, Bd. 119, 
pag. 15—16, 


10* 
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a; B; = 4 sin? (x Si) 


ist, so ergiebt sich 


C -> Yi Bx Nx -(S'«u) (>. n) 


= p41 rts Brpi tesa = 4 sin? (1 S,41)Yr41Mr41- 


Ferner darf man in dem Ausdruck fiir S die Summationen bis (r+ 1) 


fiihren , so dass 
r+1 


S— D {aw But. — Ox Yx Bini} 


wird. Durch diese Umformung reducirt sich die Relation nach Division 
mit sin (ws,,1) auf folgende symmetrische Gestalt: 


r+1 r+1 
24 >'sin (225, yi ni +> {ays Bxnx — &xYx Bini} = 0. 
i=1 ix=l 
Allgemein erhalten wir die ry) Gleichungen: 
r+1 r+1 
(33) 2¢ >’ sin (2x5,) yy”) + {a,y Bn? — a, yB,n”} =0. 
i<x 


(u+v)<(r—2). 


Wir wollen dieses Resultat, soweit es sich auf tiberall endliche 
Integrale bezieht, mit einer gewissen Modification der bisherigen 
Auffassung noch etwas anders formuliren. Wir gehen jetzt davon aus, 
als das urspriingliche Element die ,,Multiplicatoren“ 9, , 0,,...,Qr) Ort 
zu betrachten, welche an den Schnitten 


(ys Qy), (Gy, Gy), ~~ +) (Gry Grti)y (Artis By) 
willkiirlich vorgeschrieben sind, bis auf @,,:, welcher den Werth 1 
haben soll. Der Werth der Zahlen s,, welche den Gleichungen 


erti(sotaten tse) Ox (x=0,1,...,(r-++1) 


geniigen , werde dadurch eindeutig fixirt, dass man ihre reellen Theile 
als positive echte Briiche oder gleich 1 wihli; und zwar habe das 
Zeichen ¢, den Werth 0, wenn der reelle Theil von s, kleiner als 1 
ausfallt, wahrend ¢, gleich 1 gesetzt werde, wenn jener gleich 1 ist. 
Setzen wir 


r+1 r+1 
s= Sx, te= €x 


x=0 x=0 











g 





sion 


che 
gen 
aus, 
Ori 


h 1 
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so ist s eine ganze Zahl, und zwar 


éSss(r+2), 
wenn aber sémmtliche ¢, verschwinden, 

l<is<(r+)). 
Wir setzen nun speciell voraus, dass 

(2+e)<s<r 


sei; dann sind die allgemeinen iiberall endlichen Integrale, welche zu 
den Multiplicatorsystemen 


(Qo, Or, +++» Ory Or+1) 





und 
: > 1 1 
Qo’ @:’ . e,.” Or+1 
gehéren: 
r+1 
| | —1 
r-f (daitte eae aed)? . F,_ 5(u,, Uy). (U, dU, —U, du), ; 
e 4=0 
resp. : 
r+1 
H -{ | | (@a1v2 — aa2%1)"2~ 2. Gy_»_.(0,, 0»).(v, dv, —v,d9,), 
e 4=0 


worin F' und G@ beliebige ganze rationale Formen von der Ordnung 
ihres Index bedeuten *). 
Unser Resultat lasst sich jetzt in einfachster Weise so aussprechen : 
Die Perioden der iiberall endlichen Integrale 


(1-0) fa¥ = Yi, 
in (i,~ =1,2,...,(r+1)) 


geniigen den linearen Identititen: 


r+1 r+l1 
>V=0, SH. =0, 
i=1 z=1 


und befriedigen die bilineare Relation: 


r+1 r+l1 
(34) a cotg (28x) i - H, + (Y;H, —_ i - H;) = 0. 


*) Vergl, hierzu Hurwitz, l, ¢. pag. 5. 
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§ 4. 
Die Determinanten der Coefficienten und der Integrale. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


r 


(35) D Cie YusHes = Cus, (u,v=0,1,..., (r—1)) 
i,x=1 

so haben wir in den Gleichungen (30) und (32) gefunden, dass 

(30) Cae = 0 fir (u+yv) <(r—1), 

, __ msin(x8) ¢ a 

(32) Faye SPE fiir (w+) = (r —1) 


stattfindet. Da die Integrale Y,; und H,,, als Functionen von a, auf- 
gefasst, dieselben Umlaufstransformationen erfahren, wie Yo; resp. Hox, 
so kénnen wir sofort schliessen, dass die [,, allgemein eindeutige, 
also, da nur polare Unstetigkeiten auftreten, rationale Functionen 
von a, und entsprechend den andern Gréssen a,, a,,..., a, sind, — 
ohne dass uns die bisher angewandte Methode in den Stand setzt, 
ihre Werthe in einfacher Weise zu berechnen. — Doch lasst sich der 
Werth der Determinante 


cr —=|P,| (u, v= 0,1...,(r—1)) 


wegen der bei (u-++-v) < (r—1) verschwindenden Elemente [,, un- 
mittelbar angeben; es ist 


r.r—l r—1 
r = (— 1) . ] ] Canr—1—p» 
&=0 


r—1 


36 - a f om’ ( —r—1)! 
(36) f—=(—1) * aw sin"(xs) we ‘ 


also 


Setzen wir ferner: 


C= |G, Y=|Y,i|; H = |Hyx|, “ge egpe ) 


“, v=), 1,...,(r—]) 
so geht aus (35) hervor: 


(37) C.Y.H=f. 
Wir wollen zuniachst die Determinante C berechnen. Indem man 


aus ihren Horizontal- und Verticalreihen gewisse Factoren absondert, 
kann man sie leicht auf die Form bringen: 


r 


C= (—1y J [sv (wSx) . Ay fe; Cy, Co... +, Cr}, 


x=1 


worin A, die folgende Determinante bedeutet: 











auf. 
1o te) 
ige, 
nen 


tat, 
der 


man 
lert, 
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C € E+: € & 
: C. é é é 
Py 2 
: : Cc. é é 
@€ e 3 
A, (85 Cy, Cg) -- 2p Geel: > ; 
1 1 1 ¢ P 
. 8 6 = 
1 1 1 1 e 
— a & i 





und in unserem Falle 
—* sin «(8s — 8,) 
eon", a =— “ain (#8) 
ist. — Entwickelt man in den einfachsten Fallen r = 1, 2, 3,... die 
Determinante A, unter Beibehaltung der Zeichen ¢, ¢,, ...,¢,-, und 
formt die Resultate in geeigneter Weise um, so findet man durch 
Induction das Bildungsgesetz : 


(38) 4, = aw {[[@—9 —# ic — *) . 


x=1 
Wir nehmen dasselbe fiir die Determinanten der Grade 1, 2, ..., (r—1) 
als richtig an, und wollen zeigen, dass es auch fiir den Grad r, mithin 
allgemein, gilt. — Die Subdeterminante von ¢, in A, hat den Werth 

Bos {83 Cy, Cys o - 29 Cr} 3 
bilden wir also die Differenz 
A’ =A, { &5 6), Cy, «+65 Cr} — (4, —1) Ay_-1 {83 Cy, Cy, -- 0 Cr} y 

so entsteht A’ aus A,, wenn wir darin an Stelle von c, 1 eintragen. 
Offenbar andert sich der Werth von A’ nicht, wenn wir simmtliche 
Elemente der ersten Horizontal- und Verticalreihe durch 1 ersetzen. 
Subtrahiren wir nun die erste Horizontalreihe von allen anderen, so 
reducirt sich A’ auf die Determinante (r—1)-ten Grades: 


J@—-) @-D- +7 
eee otied 


1-2) @-1)--@9 


Multipliciren wir aber die Horizontalreihen der sbetenn mit ios 80 
zeigt sich, dass 


a= (5) b,—1 {V 84; ann Ee, --- o—n 


ist, wodurch wir die Recursionsformel erlangt haben: 
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A, {é; “19 wey Grp = (4 — DOr 12s Gy, .- «9 @} 

—_ 4\" Ve 
+(Fq) SWF @—D Fy @ DEY. 


Auf Grund unserer Voraussetzung ist nun der zweite Term der rechten 
Seite gleich: 


ae : ‘ I | (ee —1) Vei 


r 


ai] 4 T] (ce —1) at Fill 


=2 





= oe {TT Cy — 6) +] “a 
Daher wird _ 
4, = a []@ —é)— =) é «TI _——< 
x=2 


v i. it + al] —-) 
~i—s {[[@-9-e]T]@-9}- q. e. 


In unserm Falle ist nun: 
C, = cos (zs) — sin (xs) cotg (xs,), 
é = cos (ws) + 7 sin (as), 


also: 
sin (78 i 1 _ 
@—s)=— = \ (8) wis, (ce ~~t) — — _Sin (xs) Mise 
sin (8,) sin (=8, ) 
. , ie? 
(— 1)’ si s : 
(64 — #) = CY HO gate, 
—_ sin (%8,) 
x=1 
i ] 1 == (ms) 1 is 
&.— j= : Ys : 
sin (m8, ) 
x=1 


—1 , ' 
_ (- — sin” (78) — (e~ #i% — etx) 
sin (%8,) 
x=1 
_ (— 1)" sin”! (ars) sin (#8) 


[]* (78,) 


*z=1 
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Daraus ergiebt sich der Werth der Determinante 


(39) C = sin’ (zs) sin (#S,) , 
I 
und zufolge (36) und (37): 
r.r—l 
—r—1 
(40) Y.H=(—1)? ar— a. or 
' IT sin (78,) 
*x=0 


Aber die Determinanten Y und H lassen sich auch einzeln leicht 
auswerthen. Wir schlagen zu dem Zweck denselben Weg ein, den 
Tissot*) in einem dhnlichen Falle zur Berechnung einer Determinante 
von Integralen benutzt hat. 

Fassen wir die Integrale Y,; wieder als Functionen von a, = x 
auf, und setzen 


a 
, 
Zi = f war : | (w—a)2—* du, 
e Aa=1 
x 


so zeigt sich sofort, dass die Determinante Y bis auf einen von 2 
unabhingigen Factor gleich 


fe | 


D (4, , By) «+ +) or) = z=1| (é,%<=1,2,...,7) 


| da 
ist. Aus (7) entnimmt man aber, indem man s, durch (s,-+-r—1) 
ersetzt, dass die Differentialgleichung der Integrale 2; lautet: 


§, § a. 

gir) — gir) > ot % -= 0, 
— (@—a) + 

woraus 


r 
D(z, Bay 2 0 Zr) = ¢ | | (s2—a,)?r'a-? 


4=1 


hervorgeht. Folglich ist 
Y=M. TT] ate $52 


4,y= 0 
u>y 


worin der Factor M nur noch von den Zahlen s,, s,, .. ., - abhiangt. 


*) ,Sur un déterminant d’intégrales définies“, Liouville’s Journal, Bd, 17, 
1852. — Der von Tissot behandelte Fall lisst sich als Grenzfall des unseren 
ansehen, wenn man a, und s, gleichzeitig unendlich wachsen lisst. 
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Indem man a, in a,—; hineinriicken lasst, erhalt man fiir M eine Re- 
cursionsgleichung, deren Auflésung das Resultat liefert: 


r 
o 
r.r+l i> ~ F (8) 


(41) Y= (— 1) - e *#=1 -. - : | (a, —a,)#t*—? | 
uyy=0 
“>yY 


Entsprechend ist 


a %8y ‘ea 4 
su =o = ing ae 1—sy—S, 
H =e 1 T(r+1—s) [][@ ay) ° ? 


4,7=0 
u>y 


wodurch sich (40) bestiitigt. 
Als speciellen Fall von (41) heben wir hervor, dass die Determi- 


nante J (2p)-ten Grades der hyperelliptischen Perioden (29*) den 
Werth hat: 


~ = (22%)? 

(41°) I= 75.6... @p—t)? 

ein Resultat, welches bereits von Herrn Fuchs*) auf einem andern 
Wege abgeleitet worden ist. 


g 5, 
Auswerthung eines Randintegrals. 


Um die in (35) definirten rationalen Functionen [,, der Ver- 
zweigungswerthe ay), a,,...-, @- auch fiir den Fall (u+yv) > (r—1), 
welcher sich der bisher verfolgten Methode entzieht, auf directem 
Wege zu berechnen, bedienen wir uns eines Randintegrals in analoger 
Weise, wie Riemann**) mittels eines solchen die bilinearen Rela- 
tionen unter den Perioden der Abel’schen Integrale abgeleitet hat. 

Wir markiren in der complexen Ebene die Verzweigungspunkte 
@, @,,---,@, und schlagen um den Nullpunkt als Mittelpunkt einen 
Kreis K, der sie simmtlich einschliesst. Ferner fihren wir von a, 
aus einen Schnitt tiber a,,a,,..., a, bis zu einem Punkte der Kreis- 
peripherie, und zwar heisse der Endpunkt desselben auf der positiven 
(linken) Seite 6, auf der negativen b’. Dann bilden die beiden Ufer 
dieses Schnittes zusammen mit dem Kreise K die Randcurve FR eines 
einfach zusammenhingenden Gebietes. Setzen wir nun 


*) ,,Ueber eine rationale Verbindung der Periodicitiitsmoduln der hyper- 
elliptischen Integrale“, Crelle’s Journal, Bd. 71, pag. 135, (11). 
**) ,,Theorie der Abel’schen Functionen“, Nr, 20, 








it 


T- 


); 


m 


la- 
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u 
r 
M(u) -f | [ (way u du, 
A=0 
a, 


N(u) -f (u—m) uw’ du, 


so verhalten sich M(w) und N(w) in diesem Gebiete eindeutig und 
endlich, wenn wir, wie bisher, voraussetzen, dass die reellen Theile 
der Zahlen s, positive echte Briiche sind; desgleichen nehmen wir 
wieder ihre Summe 


155 


ai 
s= $2 


=v 


als von einer ganzen Zahl verschieden an. Neben den schon friiher 
benutzten Bezeichnungen 


Yui —fam*w), H.. =fan*w, (¢,4==1,2,..., 7) 
4 x 


die wir jetzt kiirzer Y;, bez. H, schreiben, fiihren wir noch ein: 


6 UY) 
faut = Me), J dN*(u) = N(), 
rs ao 

S * 
Jane) = M’, far) as N’, 

6 

wobei die letzteren beiden Integrationen lings K zu erstrecken sind. 
Nach (14) und (22) gilt 
dM~ = 9,-,dM", 


lings (a,—1, @,): 
eee Cas 


(s==1,2,...7) 





x—1 
dM~ =o, dM", 
langs (a,,b): dN- —-1+ ant 
@, , 





Entwickelt man zunichst die Gleichungen 
fame = fan) = @, 
% K 


so ergeben sich sogleich die linearen Beziehungen: 








| 
| 
| 
| 
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(1 — or) M(b) = > (e- —o)¥;— M, 


(1-3) "= S-3) a 


x=1 


(42) 


Nach dieser Vorbereitung treten wir an die Untersuchung des Rand- 
integrals 


fm adN(u) = 0 
K 


heran. Die Zerlegung desselben’ nach den Theilstrecken liefert die 
Gleichung: 


r 
x=1 
ax—1 


(43) > f(utant — M-4dN-) + f(t an* — M-aN-) 


+ [man =o. 


Nun ist der Werth, welchen M™(u) lings (ax-1, ax) erhilt: 


x—1 
M~(u) = DS) e-a(¥a— Yi) + Qe (M*(u)— Ye), 


i=l 


oder: 
M (u) = e,1M* (u) + > (e-1 — ga) Ya; 
4=1 
also wird lings (a,-1, @x): 


(mtaNn+— M-dN-)= (10* (u) a au) dN*(u) 


x—1 


=—£{ Sle-eonfar 





mithin: 
ay x—1 
f(rtan* — u-an-) = — om (He — Has) >" (0x1 — @2) Yas 
ay—1 _ 


und ebenso: 


b r 
fi (mM*+aN*+—M-aN-) =— " (N(b)—H-) > (e,1— 2) Yi: 


=1 
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Tragt man diese Ausdriicke in (43) ein, so ergiebt sich nach Reduction: 


r *#x—l 


(44) 2 Be OG ae) BO “i ) Yate 


1i=1 


“yur 72 ors — a) Ya. 


==) 


Weiter zerlegen wir das Integral auf der rechten Seite: 
{uan— f a(w) — M(b)}dN+ M(b)N’, 
k 4 


und eliminiren vermittelst der Gleichungen (42) die Gréssen M(b) und 
N(b) aus (44), soweit sie ausserhalb des Integralzeichens auftreten. 
Dann erhalten wir zusammenfassend: 


1 = 5 10-0) (*. as «) Y;H; 
+i-> Deere) (>. _ z) Y;H, 


i,x=1 
t>x 


+72% See ae: _ 2) Yi Hx 


i,x=1 
i<x 


-i- “jp M(b)} aN. 











Hier stellt nun die linke Seite, wie man sich mittels der in (28) an- 
gegebenen Werthe der C;, sofort iiberzeugt, nichts anderes dar als 
den Ausdruck: 
aus > > O, Y; H,, 
ix Sz, 


so dass wir jetzt haben: 





(45) Fy =e S8in (as) M'N’ 


ia oe a ieilini aN}. 


Es handelt sich nunmehr um die Auswerthung der rechten Seite. 
Zu dem Zweck wenden wir die Entwicklung nach fallenden Potenzen 
von « an und setzen: 





: 
| 
| 
| 
i 





158 Artuur Hirscu, 


r a e-1 @ 
yey =a. 
=U o=0 


[[ (0-2) *= 2m 


4=0 





(46) 


diese Potenzreihen convergiren auf dem Kreise K; ihre Coefficienten 
A,, B; sind ganze rationale homogene Functionen der Grdssen 
Gy, @,-+-+,@, von der Ordnung ihres Index. Dann ist 


ee) y4 us~r—ite— ‘. 


smu) -> Best, 


und, indem wir das Resultat os gliedweisen Integration von dM(u) 
mit M(u) bezeichnen : 
~ . yor te-e 
M (u) “a Ao s—t+p—e. 
Da ferner ma 2 
M(u) — M(b) = M(u) — MO), 


so ist 
f(t) . esau saul M(b).N’, 
k 
—_— é sin tN’ =< = M()| )- ft dN}. 
Weiter ist aber 
M’ = Mb’) — U(b), 


oder, da A 4 ne 
M (b') = M(b e**) = &*'*s M(b) =0,MU(b), 
M’ = — (1—e,) M(b), 
so dass wir einfach erhalten: 
_— — 8 [ H u) XO au. 


Endlich ist 





Mu) ee 
due re ee 
o,t=0 


Vi aN , A,B, 
Ji Fo du — 221 DS) 9, 


0,t 


(6--r=u+v—r+]1) 


also 














Bilinearrelationen zwischen hypergeometrischen Integralen. 159 


und demnach: 
ST 0B tr-r+l 
(47) Cy» = 2% sin (xs) >) a4 eco. 





o=0 


woraus sich speciell wiederum ergiebt: ' 





(30) Tar = 0, wtry<r—l, 
z sin (zs) 
(32) deal TS Ty utv=r—l, 


Allgemein stellt sich T., als ganze rationale homogene Function der 
Grdssen Ay, Q,,+.., 4 von der Ordnung (u+-v—r-+1) dar. 
Im speciellen Falle der hyperelliptischen Perioden finden wir: 


* nd , ; ¢ ° A, A, 
(47*) aye {Juidex — Juxdvi} = 2at (w—» —o+r)’ 
— 6,¢ . 


(6+t=u+v—2p+1) 


wobei 


.., ae e 
a 2 
(46*) | / = - >) 40". 
= ( ” o=0 


Auf demselben Wege liesse sich eine analoge Relation herleiten, wenn 
M(u) und N(u) Integrale dritter Gattung bedeuten, die an einer 
Stelle eine logarithmische Unstetigkeit erleiden; doch gehen wir darauf 
nicht naiher ein. — Legt man eine beliebige Riemann’sche Fliche vom 
Geschlechte » zu Grunde, und fasst die allgemeinen von Herrn Hurwitz 
l.c. behandelten Functionen ins Auge, welche an den 2p Querschnitten 
und weiteren nach Verzweigungspunkten gerichteten Schnitten Multi- 
plicatoren annehmen, so ist ersichtlich, dass das im Vorigen benutzte 
Verfahren in jedem Falle zur Aufstellung bilinearer Relationen fiihrt, 
welche unter den Perioden von zwei zu inversen Multiplicatorsystemen 
gehorenden Integralfunctionen stattfinden. — Fiir den besonderen Fall, 
in welchem keine Verzweigungspunkta angenommen sind, ist dieser 
Gedanke bereits von den Herren Prym*) und Appell**) ausfiihrlich 
entwickelt worden. 


*) Ueber ein Randintegral‘, Crelle’s Journal, Bd. 71. 

**) | Sur les intégrales de fonctions 4 multiplicateurs et leur application au 
développement des fonctions abéliennes en séries trigonométriques*. Mémoire 
couronné, Acta mathematica, Bd. 13, pag. 35. 
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§ 6. 
Anwendung des Princips der Vertauschung von Parameter und 
Argument. 


Die Beziehungen unter den hypergeometrischen Integralen Y,; und 
H,,, welche durch die r? Relationen 


35 Cis Vnites = Coe vy=0,1,...,(r—1) 
(35) 2 “ ra (u, ( ) 
ausgedriickt sind, lassen sich noch auf eine zweite Art darstellen. 
Die Systeme 

{C:.} und {C;,}, (i, ==1,2,...,17) 
desgleichen 

{Tur} und {Fa}, (u,v=0,1,...,(r —1)) 
seien zu einander reciprok; es gelte also: 


r 


(48) Cix Ci, = Oya, (2, Aan 1,2,...,7) 
r—l1 

(49) Pm = Dury (u,4=0, 1,...,(r—1)) 
v=0 


worin 0;, = 0, wenn i+ x, 0;—=1. Sind nun 4%, 4,,..., 2-1 
yr unbestimmte Gréssen, und setzen wir 


r—1 
(50) P 4 Yuit, = bi, (i=1,2,...,7) 
“=v 


so lassen sich die r? Gleichungen (35) zusammenfassen zu: 
r r—l 
(51) D>) Gite = Taree.  (v=O,1,...4(r—1) 
i,x=l hvu 


Wiahrend die Elimination der ; aus (50) und (51) auf (35) zuriickfiihrt, 
sollen jetzt die zg, eliminirt werden. Liésen wir die Gleichungen (51) 
nach den ¢, auf, so folgt auf Grund von (49): 


a = Do x Cas Hy» or3 
ee oad 
die Eintragung dieser Werthe in (50) liefert: 
az Cre Cae Yui Hy x’ br — oi, 
a,x uyy 


und, wenn wir speciell ¢; = Cj, setzen, zufolge (48): 








~—S —_— © TH > of 


—_— aS oi _— 
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r—1 
(52) > Fis Yui = Cie (4, #=1,2,..49) 


ey 


Die Gleichungssysteme (35) und (52) sind also algebraisch ‘iquivalent. 

In dieser zweiten Gestalt (52) finden sich die fraglichen Rela- 
tionen im wesentlichen bereits in einer Abhandlung des Herrn Fuchs*) 
aufgestellt, woselbst sie aus einem sehr umfassenden Theorem durch 
Specialisirung fiir den einfachsten Fall hervorgehen. Es sei gestattet, 
dieselben hier direct aus der gleichen Quelle, naimlich dem Abel’schen 
Princip der Vertauschung von Parameter und Argument, in Kiirze 
noch einmal abzuleiten, 


Setzen wir 
(d= [Je—eo, Uo) [J ear, Yom Jaar 


*x*=v 


wobei die reellen Theile der Zahlen s, wieder als positive echte Briiche 
angenommen sind, so lautet die Abel-Jacobi’sche Identitiit: 


x é U(a) a Viy) , 
(53) dy Uy) — ~ O& Vie) Gal = U(«).V(y). F(x, 9); 


hier stellt 


r 


8 1—s 
f(a) — +fy) > — 
2 wile. 2 Y~% f(a) — fy) 
(7 — y) (e—y)*® |? 








(54) Fay = | 


wie aus dem Umstande, dass 


lim (c—y) F(z, y) =0 
my 


ist, hervorgeht, eine ganze Function dar, die in den Argumenten x 
und y zusammen vom Grade (r—1) ist. Integriren wir nun Gleichung 
(53) tiber und y lings der positiven Seite der Schnitte (a,_1, a,), 
bez. (@,-1, ay), die weder zusammenfallen, noch einen Eckpunkt des 
Polygons gemeinsam haben sollen, so ergiebt sich sofort: 


ay ay 
; , (v—1) od 
(55) Jez fay U(x) Vy) F(x, y) = 9. at il ) ; " 


y—1 ay—1 


*) , Ueber die Relationen, welche die zwischen je zwei singuliren Punkten 
erstreckten Integrale der Lisungen linearer Differentialgleichungen mit den Coef- 
ficienten der Fundamentalsubstitutionen der Gruppe derselben verbinden“. Berliner 
Berichte, 1892, pag. 1113. 


Mathematische Annalen, LIT. il 
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Fiihren wir ferner die Integration iiber x von a@,—1 bis (a,—6), tiber 
y von (a@.-++ 7) bis a,41, so erhalten wir: 


a Gytt 
faz fay. U ar Fo,» 
@y—1 a 
Sut 
_u@ae — . 
=m | - f Tut): (2—a,, —t) s V(a, —6).(y—a,, +6) 
ay, 


Su —F%u—-1 Sut Su 

sisi nt —§)d§ - | V (a, +) an 
ont Ua,+H)e+e) J Vast | 
t=0 t 


Es ist nun leicht zu sehen, dass man hier das Integrationsintervall 
auf die Umgebung der kritischen Grenze beschrinken und die Inte- 
granden durch die ersten Terme ihrer Potenzentwicklungen ersetzen 
darf. Da in erster Anniherung 


U( »— 8) — at ) Fu 
Tanks) — a ’ vie = =(.,) 


ist, so erhalt man: 
o’ 4 
° 8, —1 = os —s 
_— tity & “u dé ] & dyn 
é lim Le me? (2) y+)’ 
o t 


und weiter durch Substitution von 


6 


os —. 


is 1 dg bam & dg 
¥ ome fo i+ fe itt 
o 


o’ 


€ @ . 
mis 
ee e* Su lim ut dé iit ath ef iu 1 dg ios © re 
o=0 1+6¢ . , s i+¢ sin (78,,) 
t=0 


a’ 


Also haben wir: 


+1 Bisy 
(56) fe da fay. U(a)V(y) F(a, y) = ~ way’ 


Su—1 % 








ama. @&.ana an 





tiber 


rvall 
Inte- 
atzen 


a 
-« 
Su) 
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und analog: 


nis, 


- ey 


+1 % 
(56) fa  f dy.U(@) Vw) Fl, 9) = 


ou u—1 


Die Formeln (55) und (56) sind dieselben, welche schon Herr 
Fuchs*) angegeben hat. 

Es bleibt noch tibrig, den Fall zu verfolgen, in welchem als Inte- 
grationsweg der Variabeln « und y ein und derselbe, zwei Verzwei- 
gungspunkte verbindende, Schnitt dient. Freilich ist zu dem Zweck 
die Gleichung (53) in ihrer urspriinglichen Gestalt nicht brauchbar; 
doch fihrt uns eine geringfiigige Modification derselben auch hier 
leicht zum Ziele. Da niamlich 


oO 1 7] 1 
ay gay) = oa sa) 
ist, so liisst sich (53) in folgende Gestalt setzen: 


na -¢ U@)— Ui), 1 

(53’) U(x) V(y) F(a, y) e—y vw) 
@ jViy)— Fe). i} 
~~ Oa y— x V(a))? 


worin jetzt die Ausdriicke unter den Differentialzeichen der rechten 
Seite stetige Functionen von 2 und y sind, so lange nicht x oder y 
in einen Verzweigungspunkt hineinfallen. Integriren wir nun Glei- 
chung (53') tiber w und y auf dem gleichen Wege von a = (a, + 6) 
bis B = (a, — t), so erhalten wir auf der rechten Seite: 


U(x) — U(B) 1 U (a) — U(a) 1 
fos Sp UG ~ ane Vat 





Viy)—Vie). 1 Viy)—Vi(a) 1 
— farftaz 7. e~  e 


oder, wenn wir die Integrationsvariable y durch x ersetzen und zu- 
sammenfassen : 


fa via) vied) fae da_{ Ue) _ Ve) 
a—B 'U(B) V6) aw —alU(a)  V(a))? 


*) lc. pag. 1123, (8) (9). 
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so dass 


ay 
fazay U(x) V(y) F(a, y) 








G1 Gy—1 
ail de U(«) V(x) 
= lim J aa,F (U@—% — Veal 
Gy—1 
‘ . dx U(x) ___—Vi(a) 
ane baer oot a,_ a U(a,_ ats) V(a,_,+¢) 
ay_1 Te 


wird. Das erste Integral der rechten Seite geht durch die Substitution 
x = (a,— §) in 


@y—Gy_1 
dg fU(a,—&)  V(a,—6) 
a tim &—1t |U(a,—t)  ~—- V(a,—t) 
tiber, und weiter bis auf Terme héherer Ordnung in 


— iim f 1-4 


Substituiren wir endlich § — # so folgt: 








1 1 
lim leo f Slo ¢*} = x cotg (xs,). 


t=0 
¢ 
z 
Ebenso wird 
ay 
ite ££. 5 oe. __V(a) 
oo J *— 4 1—6 (Ula, +0) Va, =+5I~ 
@y_i+o 


= x cotg (73,_1), 


mithin schliesslich: 


a 4a, 


(57) f fae dy.U(x)V(y)F (a, y) = x {cotg (xs,_1) + cotg (xs,)} 


x sin (x. 8,148, 8,) 


~~ gin (=8,_ 1)§ sin (zs, _ 


wie iibrigens auch aus einer Modification von (55) in Verbindung mit 
(56) und (56’) leicht hervorgeht. — Indem wir jetzt die gewonnenen 
Formeln (55), (56), (56’), (57) derart additiv combiniren, dass als 
untere Grenze der Integrale durchweg a, auftritt, gelangen wir zu 
folgendem Resultat: 











fer 


dai 


Lb: 


ein 


ode 
gel 


(58 
Bel 


sys 
bil: 





rit 
en 
ls 
zu 
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Wird 


a 


(58) dx J dy.U(x)V(y)F(x,y)= 9%, (i,x—=1,2,...,7) 
re 


a 
gesetat, so ist 
;; = 2 { cotg (xs,) + cotg (ms;)} 


me**% ? 

(59) Pix = Gin Gea’? a<i, 
me *i% ; 

Vi. = ain (&)? “x>t. 


Die ganze Function F(z, y) laute nun in entwickelter Gestalt: 


r—1 
Fey) = D>) Furoty’s 





“v0 
ferner werde gesetzt: 
r+1 
f(*) —_ > Me™, 
x=0 
r 8 r 
(0) aay — yO 
x=0 x=0 


dann berechnet sich aus der Definitionsgleichung (54) von F(z, y): 


| Fus = {Butrt1 — (+1) Guprga}, (U0) <(r—1) 
Fy, =0. (u+v)>(r—1). 


Lésen wir die linke Seite von (58) in ein Aggregat von Producten 
einfacher Integrale auf, so folgt: 


r—1 Si ox 
> Fur { U(a)ande fvoyay = 9;,, 
y¥=0 oe 


oder, indem wir auf die in (29) eingefiihrten Bezeichnungen zuriick- 
gehen : 


r—1 
(58’) > FurYuiter = Pe. (t, e==1,2,...,7) 


4, v=0 


(60) 


Betrachten wir hier die Gréssen F,, und 9;, als Abkiirzungen der 
in (60) und (59) angegebenen Werthe, so ist in dem Gleichungs- 
system (58’) die durch (52) angedeutete zweite Art, in der sich die 
bilinearen Relationen zwischen den hypergeometrischen Integralen dar- 
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stellen lassen, realisirt. In der That lisst sich ohne Schwierigkeit 
verificiren , dass die Formeln (52) und (58’) nur durch den Factor 
4=1: 2a sin (zs) 
unterschieden sind, indem sich die Systeme 
{uv} und {AF,,}, 
sowie 
{Ci.} und {49,,} 
als zu einander reciprok erweisen. 


Specialisiren wir noch die Gleichungen (58’) fiir den Fall der 


hyperelliptischen Perioden, so erhalten wir das System von p(2p —1) 
Relationen : 


2p—1 
(58*) D> (Y=) eure (Tuidvx —Iuxdyi} = 221, 


M,v=0 
ua<v 


* % —o 
i<ix 


worin die Gréssen J,; die in (29*) angegebenen Integrale vertreten. 


Ziirich, Mai 1898. 
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Ueber die Constantenbestimmung bei einer cyklischen 
Minimalflache. 


Von 


GerorG JuGca in Bukarest. 


Ein im Raume bewegter Kreis mit variabelem Radius erzeugt die 
allgemeinste cyklische Fliche. Enneper hat im XIV. Bande der 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik gezeigt, dass die so erzeugte 
Flache nur dann gleichzeitig Minimalfliche sein kann, wenn die stetig 
aufeinander folgenden Kreisschnitte in parallelen Ebenen liegen. Be- 
zeichnen also x, y und z orthogonale Punktcoordinaten, so erhalt der 
analytische Ausdruck der cyklischen Minimalfliche die Form 

x= a(e) + @ cos w 

y= b(e) + e sin w 

8 = 4(@) 
falls die Kreise senkrecht zur z-Axe angenommen werden. Darin sind 
og und w Gauss’sche Parameter der Fliche; a,b und z reprisentiren 
die rechtwinkeligen Coordinaten der Centrallinie d. h. jener Curve, 
welche von dem Mittelpunkte des beweglichen Kreises beschrieben 
wird, und sind am Schlusse der Riemann’schen Abhandlung ,,Ueber 
die Fliche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung“ als ellip- 
tische Integrale des Argumentes g? dargestellt. Aus den dortigen 
Formeln erkennt man leicht, dass die Centrallinie eine ebene Curve 
ist, man kann daher durch eine Drehung der Fliche um die z-Axe 
bewirken, dass 6 gleich Null wird, ferner durch eine Parallelverschie- 
bung, dass fiir ¢ == 0 auch a = 0 wird, was der Annahme entspricht, 
dass die Centrallinie in der 2z-Ebene liegt und durch den Coordinaten- 
ursprung geht. Wir werden im Folgenden diese specielle Lage der 
Fliche beziiglich des Coordinatensystemes voraussetzen. 

Durch Umkehrung der Integrale, indem man 


o= —. 


cos @ 
und 


p = am (u, x) 
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setzt, gelangt man zur Darstellung der Gréssen vermittelst elliptischer 
Functionen und zwar 


a=uxu+ -, {tgpAg — E,(9)} 
(1) bat 
2= xu, 


worin w eine willkiirliche Constante, x den Modul und x’ sein Com- 
plement, ferner E,() die bekannte elliptische Transcendente 


fi 
E,(g) = Eu) = f Agae 
0 


bezeichnen. Die vorstehende Darstellung liasst die Periodicitiit der 
Flache am deutlichsten hervortreten. Fiir x —1 reprisentirt die Fliche 
das Catenoid, fiir x — 0 reducirt sie sich auf die zy-Ebene. 

Wir wollen nun die Frage beantworten, wie weit man zwei 
parallele Kreise von gegebener Kriimmung auseinanderziehen dart, 
damit die cyklische Minimalfliiche, welche durch die beiden Kreise 
gehen soll, noch immer méglich sei. In jedem Periodenabschnitt der 
Flache giebt es einen Kreis mit dem kleinsten Radius gleich uw; je 
zwei Kreise vom gleichen Radius, @ > uw, verhalten sich dann sym- 
metrisch beziiglich dieses Minimalkreises. Wir haben die Constanten 
bereits so bestimmt, dass der Minimalkreis in der xy-Ebene zu liegen 
kommt. Es geniigt daher bei diesem Problem blos die Bewegung der 
betreffenden Kreiscentra zu verfolgen und es wird sich fiir dieselben 
eine Grenzlage ergeben, welche man nicht iiberschreiten darf, genau 
wie beim Catenoid, von welchem bereits bekannt ist, dass es zerreisst, 
sobald zwei gegebene Kreise eine gewisse Entfernung voneinander 
erlangt haben. 

Die Gleichungen (1) repriasentiren die Coordinaten eines bestimmten 
Kreiscentrums, welches zum Radius g, gehéren mége, wenn man ver- 
langt, dass die zwei Gréssen w und g, wobei auch uw als variabel ge- 
dacht wird, durch die Relation 





= — = const 
% cos @ 


miteinander verbunden sein sollen. Nach Elimination von w vermittelst 
dieser Bedingung erhalt man 


+ a =x'ucos g+ a {sin pAg — E,(g) cos p} 
< Qo % 
(2) 1 
— = xU COs O. 
Qo 


Hierin betrachten wir u als Function von g und x. Fiir einen con- 
stanten Werth von x stellen dann diese Gleichungen eine Curve in 








—_— fF Oo. 


on 





. i ll 


_ = FF SF 


i= 
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der xg-Ebene dar; variirt man aber x, so wird die dadurch entstehende 
Schaar einen gewissen Theil der Ebene iiberdecken und ihre Ein- 
hiillende die Grenze angeben, woriiber hinaus das Centrum nicht ge- 
langen kann. Wir erhalten die Einhiillende aus den Gleichungen (2) 
in Verbindung mit der Bedingung 


Oa 08 da 02 
(3) ban Gu 
Die Theorie der elliptischen Integrale liefert 
oe _ _! Se, SONS 4, SE... 2 
ep = «A@ . ox ~=~— x 2A rr“ x? 
dA __ —** sing cos odo __ —xsin'o 
> Ag 4 a ””.Clt“( am * 
een =Ag ; or) mie) — %, 


mit Hilfe dieser Ableitungen ergeben sich ferner nach leichten Re- 
ductionen 


1 Ga 1 { x’ cos 2 \, 
— = — x’ sin® e — x'*u] sin 
ec ae 9) Ke TIE (Y) | sin » 

> oe ey ie cos p Eu is 

0 ox \* x? inl 

1 02 {cos p : 
— 7 an g — usin 

@ OP VAg@ Py» 

1 02 0 

: ¢ =-—(* ){ aes Sp =u) cos gp. 
Qo OX % 


Diese Werthe in (3) pn Al folgt nach Weglassung solcher Fac- 
toren, die aus leicht erklirlichen Griinden nicht gleich Null ange- 
nommen werden diirfen, 
(4) cos pAg + {E,(y) —u} snp = 0, 
oder durch die Variabele « ausgedriickt in der Gudermann’schen 
Bezeichnungsweise 
(4a) enu dnu + {E(w) — w} snu = 0. 
Letztere transcendente Gleichung enthiilt implicite auch den Modul x 
und bestimmt zusammen mit den Gleichungen (2) die gesuchte Hin- 
hillende. Zwingt man das betreffende Kreiscentrum zum Ueber- 
schreiten dieser Grenzcurve, so reisst die Flaiche. Die den verschie- 
denen Werthen von g, entsprechenden Curven sind homothetisch. 

Aus (4) erhalt man 

4% _ * sin? y {x? sin g cos p —E,(9) AQ}, 
und mit Hilfe dieses Quotienten und der partiellen Ableitungen von 
@ und z P 
é % 


da * 
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Die Grenzeurve schneidet also die beiden Axen orthogonal und ihre 
Ordinate nimmt ab mit wachsender Abscisse. Es ist naimlich fiir den 
speciellen Werth x = 1 


e* —e* 


E(w,1) = sn (wu, 1) = - ye 
e*+e 
(4a) geht also tiber in 
e* + e—* — u (e&* — e-*) = 0. 
Man kénnte dieses Resultat fiir das Catenoid auch direct ableiten und 


es dadurch verificiren. Obiger Gleichung geniigt ein bestimmter posi- 
tiver Werth u, und demnach bestimmt 


Z = Qqtty cn (Up, 1) 
die grésste Ordinate, welche der Kreis mit dem Radius g, im Falle 
des Catenoides erhalten kann, wobei aber vorausgesetzt wird, dass der 


Minimalkreis immer in der zy-Ebene bleibt; = ist hier Null. 
Fiir x =0 reducirt sich (4) auf cos py = 0, folglich wird in diesem 
Falle a = 9, und z =0, woraus zu entnehmen, dass die Grenzcurve 


die x-Axe in der Entfernung 9, vom Nullpunkte schneidet und zwar 
orthogonal, da a hier unendlich gross wird. 


Weitere Eigenschaften der Grenzcurve wiirden sich erst bei Be- 
trachtung des zweiten Differentialquotienten ergeben. 














Zur Theorie der Bernoulli’schen Zahlen. 
Von 


K. Scowerine in Trier. 


Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit folgender Gleichung, 
in welcher wir z > 0 voraussetzen: 
1 1 1 
ery * e+0eF9 T eFDE+HeFH Tt 
3.3 ....8 
+ @ENe+2...@Fh+H to 
Nun setzen wir: 
1 1 1 1 a a 
(2) pteetet tee e teat @+)@+s ye 
a, 
+ @FN@F2)..@FH + 


Verwandeln wir « in «+1 und subtrahiren, so erhalten wir links 





=H und rechts einen Ausdruck, der mit (1) in der Form iiberein- 
stimmt. Soweit die Gultigkeit der Entwicklung reicht, ist eine Coeffi- 
cientenvergleichung gestattet. Denn man braucht nur der Reihe nach 
mit den Nennern zu multipliciren und dann «= oo 2u setzen, um 
sich von der Richtigkeit dieser Behauptung zu iiberzeugen. Man findet 
so leicht: 

1 2 1.2...(a—1 
a= —1, a= — Fs, Wm — Fees Oye — EB), 


Man gelangt so zu der Gleichung: 
ts. 1 2 1 1 1 
8) ptat tas sti F eFneTs 
1.2 1.2.3... (h—1) 


~ B@+1)@+2)(@+3) 0 A@ FI) (@+2)...(@ fH 
Die Constante = folgt durch die Annahme z= oo. Die Richtigkeit 
der Entwicklung (3) fiir z > 0 lisst sich leicht in anderer Weise be- 
stitigen, worauf wir einzugehen unterlassen. 
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Nach bekannter Entwicklung erhilt man andererseits: 


1 1 1 a 11 ee ae 
Q ptat te-t—stra—t ates 
.. 
—pigt::: 
Die Coefficienten dieser Reihe sind die Bernoulli’schen Zahlen mit 
abwechselnden Vorzeichen. Daher ergiebt sich die Identitat: 





1 1 2 
a+i + aetneFy + e+p@+HeF3) +" 
2.3...(h—1) 
oi? h(a + 1) (@+ 2)... (a@+h) 6 shale 





: ? : 1 
Denken wir uns nun die rechte Seite nach Potenzen von = ent- 


wickelt, so ist die so entstehende Reihe semiconvergent. Demnach 
ist eine Coefficientenvergleichung unter entsprechenden Vorsichtsmass- 
regeln, die hier in Wegfall kommen, gestattet. Sehen wir uns nun 
die Nenner an, die rechts auftreten. Ist h keine Primzahl, so ist 
(k— 1)! durch h theilbar, also tritt ein soleher Nenner gar nicht auf. 
Ist h = 4, so kénnte dies als einzige Ausnahme erscheinen. Aber das 
entsprechende Glied: 


2.3 
4(@+1) (@+ 2) (@+ 3) (@+ 4) 


liefert nur den Nenner 2. Ist dagegen h eine Primzahl, so haben wir 
die Congruenz: 


(a+1)(a+2)...(47+h) = 2(a — 1) mod h, 


also ist das allgemeine Glied, wenn ganzzahlige Bestandtheile weg- 
bleiben, nach dem Wilson’schen Satze durch 


—! 





ha" — 2) 


zu ersetzen. Folglich tritt h im Nenner der Bernou)li’schen Zahlen 
B,, auf, wenn: 


mah, h+(h—1), '+2(4—1),... 


Es ist also m — 1 = (h—1)g, wo g eine ganze Zahl. Wenn wir nun 
die ganzzahligen Bestandtheile in (5) unterdriicken und auf die ibrig- 
bleibenden Theile Vergleichung durch das Congruenzzeichen anwenden, 
so folgt nach leichter Umformung: 


















Zur Theorie der Bernoulli’schen Zahlen, 


? 
+3 +at-: 
+5 + aut: 
+rgtuatmwt:: 
+i(f+atat::) 


Hieraus liest man sofort den v. Staudt-Clausius’schen Satz ab. Es 
ist bei wirklicher Ausrechnung: 


1 1 1 1 1 
mest i, Be setet+z—l, 

1 1 1 ; 1 1 1 
Roe e— 7-7 +1, Ro =+5+ 7 —!1, 
B,, +++ 














Note on the simple group of order 504. 
By 


W. Burnstpe, Greenwich. 


The simple group of order 504 is completely defined by the relations 
(1) A’ =l1, B=—1, (ABJ=—1, (ABABA BY —1. 
To verify this statement, let 
t= A°BABA‘B, 


6= ABA‘B. 
By the defining relations t is an operation of order 2; and since 
6=B.BABA.A’B, 
= B.A°B. AB, 
= BA’.ABA.A’B, 
= BA‘B.A*. BA*B; 


6 is an operation of order 7. 


and 


Now 
o = ABA. ABABA.A*®B 
= ABA‘ BA*B, 
and 
oo? = BA'BA'BA'. 
Hence 


°Bo-* = ABABA BA‘BA‘BA’, 
= ABAS BA. A? BA‘ BA‘ B.A’. 
=ABABA.BAS BABA’. A’, 
(since A? B A‘ B A‘B, being conjugate to t, is an operation of order 2) 
=ABA . ABABA. ABABA‘, 
=ABA* BABA BA‘; 
and 
Bo-"*+=ABABABABA'B, 
= ABA? BABA'*B, 
= (AB —1. 





f 
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On the simple group of order 504. 


t=o’Bo-?. 


But 
Bo-' Bo = ASBASBABA'B, 


= ABA BA‘B, 


= tT; 
and therefore 


(2) Bo-' Bo = 0° Bo-?. 
I have shewn (Messenger of Mathematics, Vol. XXV, pp. 187—189) that 
(2) is the sufficient condition that 6 and B, of orders 2 and 7, should 


generate a group of order 56, which contains 7 permutable operations 
of order 2 and 8 subgroups of order 7. Next let 


o = BA’; 


eo = BABA BA!'.A', 
= A? BA'BA‘BA’, 
(since BA’ BA? BA? is of order 2) 
= A? BA*?.AB.A‘BA'. 
Now AB is an operation of order 3, and therefore g is an operation 
of order 9. Moreover g and B generate the group, since 
(Be) = A. 
Hence, if it be shewn that the cyclical group generated by @ and the 
group of order 56 generated by o and B are permutable with each 
other, the relations (1) must define a group of finite order. Now 
6-* Bo?, or B’, transforms @ into g@~!. For 
Bo=BASBA‘BA’. BABA BAS B.BA® 
= BA‘BA‘BABA? BA’. 


then 


Now 
BA®'B = ABA°?BA. 
Hence 
Bo=BABABA BABA’, 
=BABABA BABA, 
=ABABABABABA', 


} =ABA!. ABABA B.ASBAS. 
Hence B’e is conjugate to A*°BA*BA*B, which is an operation of 
order 2. ‘Therefore 
(B @)? = 1, 
or 
(3) o* Bo" = B, 
for all values of n. 
Moreover it may be easily verified that 





176 - W. Burnstoz. On the simple group of order 504 


eso? = B, 
ooo = oB, 
9°69 = oF, 
o'co’ = Bo'B, 
(4) e698 = Bo'B, 
o°6o° — (Be), 
o' 6° am (Bo)', 





‘eco = Bo®. 
For instance, 
o'co’ = (BA*®)$ ABA‘ B(BAS)' = (BA)3 Ad (BAS)! 
= (BA) BA‘ BA'(B A)’ = (B A’) ABA‘ (BA) 
= BA. A? BA‘BA'‘B.A'(BA*) 
= BABA BAS BABA‘ BA‘ 
=A BA?BA? BABA 
= (A°B A)! = (BAB A*) ( 
=(BoB)' =Bo'B. 
But (3) and (4) are sufficient conditions to ensure that the cyclical 
group {@}, generated by g, and the group {6, B}, generated by 6 
and B’ or B, should be permutable with each other. Hence the group 


{A, B}, where A and B satisfy the relations (1), is a group of 
finite order. 


The simple group of order 504 is given by the totality of the 
linear substitutions 


ca Sr ad — By=E0, (mod, 2), 


where «a, B, y, 0 are powers of a root of the irreducible congruence 
2+a2+1=0 (mod. 2). 
This group is generated by the substitutions 
aor ¢=xz 


ba _-_ g~gp be ici ste 





and 

e+2? | 

wzg+1? 

and it is easy to verify that a and b satisfy the relations (1). Hence 
{a,b} and {A, B} are isomorphic; and since the order of / A, B} 
cannot exceed 504, the isomorphism is simple. Finally therefore the 
group {A, B}, where A and B satisfy the relations (1), is simply 
isomorphic with the simple group of order 504, 


bo ¢= 











e 





Ueber das Dirichlet’sche Integral. 
Von 


T. Bropén in Lund. 


Fiir die Giiltigkeit der Gleichung 


(1) jim (2) 98 ae a= =f(+0) O<a<z) 


sin & 
my 


(welche in der Theorie der Fourier’schen Reihen von entscheidender 
Bedeutung ist) haben bekanntlich Dirichlet, Riemann, Lipschitz, 
du Bois-Reymond, Dini, Kronecker u. a, verschiedene hin- 
reichende Bedingungen hergeleitet*). Am meisten weitgehend sind 
unstreitig die Untersuchungen von Dini und Kronecker. Aber 
weder die inhaltsreiche Arbeit von Dini noch der elegante Aufsatz 
von Kronecker enthilt eine Theorie der fraglichen Verhiltnisse, 
welche in Bezug auf Vollstindigkeit oder methodische Einheitlichkeit 
recht befriedigend ist. Die folgende Darstellung hat den Zweck, durch 
Erginzungen in mehreren Richtungen die Untersuchung der Frage zu 
einem relativen Abschluss zu bringen (von einer absoluten_,,Vollstindig- 
keit‘* kann in diesem Falle kaum die Rede sein), und zugleich die 
verschiedenen neuen oder friiher bekannten Bedingungsformen, welche 





*) Man sehe Dirichlet, Sur la convergence des séries trigonométriques etc., 
Crelle J. Bd. 1; Ueber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen etc., Reper- 
torium der Physik von Dove, Bd.1; Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe, Abh. d. kg]. Ges. der Wissenschaften 
zu Gottingen, Bd. 18; du Bois-Reymond, Untersuchungen tiber die Conver- 
genz und Divergenz etc., Abh. der kgl. bayerischen Akad. d. Wiss., Bd, 12, und 
andere Arbeiten; Dini, Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle 
funzioni di una variabile reale, Pisa 1880; Kronecker, Ueber das Dirichlet’sche 
Integral, Berliner Sitzungsberichte 1885; Hilder, Ueber eine neue hinreichende 
Bedingung etc,, ibid. 1885; Lipschitz, De explicatione per series trigonometri- 
cas etc., Crelle J. Bd, 63; Jordan, Comptes Rendus etc. Bd. 92, p. 228, Vergl. 
auch Sachse, Versuch einer Geschichte etc,, Schlémilch’s Zeitschrift, Jahrg. 25, 
Supplementband, wo die Darstellung aber nicht ganz zuverlissig ist. 


Mathematische Annalen. Lil. 12 
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in Betracht kommen, als Ergebnisse einer mdglichst einheitlichen 
und systematischen Deduction darzustellen. Im Interesse der Voll- 
stiindigkeit wird hierbei in einigen Fiillen die Beweisfiihrung friiherer 
Verfasser in ziemlich unwesentlich modificirter Form wiedergegeben 
(was an den betreffenden Stellen besonders hervorgehoben wird). 

Von vornherein sei festgestellt, dass — wenn nicht anders aus- 
driicklich gesagt wird — f(x) eine eindeutige, endliche und integrir- 
bare Function sein soll, welche tiberdies die Eigenschaft hat, dass f(+-0) 
eine bestimmte endliche Grosse ist. 

Ferner betrachten wir zuniichst nicht das Integral (1) in unver- 
iinderter Form, sondern das verwandte (in Kronecker’s Unter- 
suchungen benutzte) Integral 


J = fie) nent az (O<a<)). 
0 


Das Integral (1) nimmt diese Form an, wenn man = als Integrations- 


variable benutzt, f(a) statt f(a) schreibt, und im Nenner zz statt 
sin zx. Diese letzte Veriinderung ist in der That (wie die tibrigen) 
ohne Bedeutung, wenn es sich um den Grenzwerth des Integrals fir 
@ = oo handelt. Dies ist nicht ohne weiteres klar, aber ergiebt sich 
sehr leicht als eine Consequenz der folgenden Darstellung, wie im 
§ 8 nachgewiesen wird. 

Ks gilt also zu entscheiden, unter_welchen Bedingungen der Grenz- 


werth des Integrals J, fiir @ = oo, gleich Sf(+ 0) wird. Man kann 


sich aber hierbei auf den Fall beschrinken, dass f(+0) = 0 ist. 
Wenn man nimlich /(7) — /(-+0) mit /,(x) bezeichnet, so ist 


J =f, (2) MOF? ae +/(+0) f ™2** de. 


Das zweite Integral hat aber, unabhingig von a, fiir @—oo den 
Grenzwerth =) was unndthig sein diirfte, hier niher nachzuweisen*). 
Wenn wir /(x) statt f,(%) schreiben, reducirt sich die Frage also auf 
diejenige, unter welchen Bedingungen 

o—n 

f(+0) =0 
annimmt. Diese letzte Annahme wird im folgenden immer festgehalten, 
sobald das Gegentheil nicht besonders ausgesagt ist. 


ist, wenn man 


*) S. z. B, Kronecker, lL. c. p. 641. 
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Es sei tibrigens von vornherein ausdriicklich hervorgehoben, dass 
wir uns im folgenden immer die Grésse @ als unbeschriankt verinderlich 
denken und also nicht untersuchen, wie die verschiedenen Bedingungen 
sich méglicherweise modificiren lassen, wenn man voraussetzt, dass @ 
z. B. nur ganze ungerade Werthe annimmt (welche Voraussetzung die 
Theorie der Fourier’schen Reihen bekanntlich veranlassen kann). 

Kine andere, mehr specielle Bemerkung: sobald im folgenden an- 
genommen wird, dass irgend eine in Betracht gezogene Function 
[etwa f’(a)] ,,integrirbar“ ist, so setzen wir immer voraus, dass die- 
selbe héchstens fiir eine im Cantor’schen Sinne_,,reductiblen‘ 
z-Menge unendlich gross ist (wobei doch von ,,hebbaren“‘ Unendlich- 
keiten abgesehen werden kann). Vergl. die Note I. 


§ 1. 
Fundamentalsitze. 


1. Wir gehen jetzt zur Aufstellung gewisser Siitze iiber, welche 
fiir die ganze folgende Untersuchung von fundamentaler Bedeutung sind. 
Im Integrale J ist die obere Grenze eine beim fraglichen Grenz- 
iibergange constante Grosse. Man betrachte jetzt ein Integral 
a (w) 


Ju =f f(a) ™ 2"? ae, 





wo die obere Grenze in der Art mit  variirt, dass 
lim a«(@) = 0 
o=—o 


ist. Fiir jeden w-Werth ist im Intervalle 0... a(@), unabhingig 

von 2, 

sin oOrx 
x 


If@| <9), 
wo g(a) eine gewisse von « (und somit von w) abhiingige positive 
Grosse [die obere Grenze fiir |f(x)| im Intervalle 0... «] bedeutet, 
welche zufolge der Annahmen lim a = 0 und f(+0) ~ 0 fiir @ — oo 
verschwindet, 








| < 20, 
und andererseits 


lim g(a) = 0. 


Hieraus folgt unmittelbar 
|Ja| < mm a() g(a), 
und man kann daher behaupten: 
Satz la. Es wird immer 
lim Ja = 0, 


w=—o 
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(2) lim g(a). @a(@) = 0 
ist. — 


T. Bropén. 


Die Bedingung (2) ist offenbar immer erfiillt, wenn man die 
Function a@(@) so wahlt, dass m.a@ unter einer endlichen Grenze 
bleibt. Aber auch mit lim @.«@—oo ist die Bedingung bei jeder 
Function f(x) erfiillbar, weil g immer mit @ eindeutig bestimmt ist, 
und zwischen a und @ sich selbstverstiindlich immer eine solche Rela- 
tion feststellen lasst, dass lima. unendlich gross wird, aber 
lim «. @.g = 0 (beispielsweise a. a@./g—1). 

Man kann ferner iiber den Satz la hinaus noch einen Schritt 
weiter gehen. Es ist 


a (mw) 


sa fr p reer a pe ay. 


Da nach 1a das erste dieser on im Limes verschwindet, braucht 
man nur das zweite zu beriicksichtigen. Und fiir dieses Integral gilt 
offenbar die Ungleichheit 


| @(w) 


f(a) * sin On x 


ax | < g(a) . |log (a.@)|, 





= 
aus welcher folgendes zu schliessen ist: 

Satz lb. Wenn 
(3) lim g(a) . log (@.«@) = 0 
ist, so ist immer auch 

lim J, = 0. 

Wenn man von dem Falle lim (@.a)=—0O absieht, so enthiilt 

dieser Satz den vorigen, da fiir lim (@.@) = oo der Quotient 
log (@.a@):(@. a) 

im Limes verschwindet. Es reicht ja sogar hin, dass g.a.@ endlich 
bleibt. Andererseits lisst sich die Bedingung (3) immer erfiillen, ohne 
dass g.@.a endlich bleibt (beispielsweise fir /g . log (oa) = 1). 

Der Fall, dass @ . @, ohne constant zu sein, unterhalb einer end- 
lichen Grenze bleibt, aber .andererseits nicht beliebig nahe der Null 
kommt, ist offenbar nicht wesentlich davon verschieden, dass (wenigstens 


vou einem gewissen w-Werthe an) w.a gleich einer positiven Con- 
stante bleibt. Der entsprechende Specialfall des Satzes 1a (oder 1b) 
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bildet in der That den Ausgangspunkt fiir Kronecker’s Darstellung 
im obengenannten Aufsatze, und tritt hier in der Form auf, dass 


fiir fy(+0) = 0 
im, f fon sin azd log x = 0 
o=0 


ist, wenn & eine beliebige positive Constante bedeutet*). Und Kronecker 
sagt mit Recht, dass diese einfache Bemerkung ,,bisher nicht hervor- 
gehoben oder wenigstens nicht vollstindig fiir die Bedingungen der 
Giiltigkeit der Dirichlet’schen Integralrechnung benutzt worden ist“. 
Aber es gilt andererseits, dass die elegante und umfassende Bedingungs- 
gleichung, welche das Hauptergebniss der Kronecker’schen Untersuchung 
bildet (s. unten) eine bemerkenswerthe Modification zulisst, welche 
soeben aus der erwahnten Verallgemeinerung der Fundamentalbemerkung 
hervorgeht. Kronecker selbst lasst es in der That nicht ganz unbe- 
merkt, dass Integrale der Form J, fiir @ = oo immer verschwinden 
kénnen, auch wenn lim (@.@) nicht endlich ist; aber die obengenannten 
einfachen Bedingungen hierfiir werden von ihm nicht vollstindig und 
deutlich ausgesprochen, und noch weniger vollstindig benutzt (Niheres 
hiertiber in der Note V). 

2. Wir fiigen noch einen Satz hinzu, welcher eine hinreichende 
Bedingung fiir das Verschwinden von lim J, enthilt. Diese Bedingung 
ist viel complicirter als die vorigen, und bei Weitem nicht so wichtig. 
Obgleich der fragliche Satz also kaum in eigentlicherem Sinne als 
, fundamental“ zu bezeichnen ist, fiihren wir doch denselben hier an — 
dabei bemerkend, dass er theilweise der oben citirten Arbeit von Dini 
entnommen werden kann, obgleich hier nicht in seiner Reinheit und 
Allgemeinheit dargestellt (Niheres hieriiber unten am Ende des § 5.) 

Durch partielle Integration erhalt man, wenn v(x) eine vorliufig 
unbestimmte Function bedeutet, 


a are oe dz - fi da mene da | f(@) v(2) dz. 


Nach der Note III ist diese partielle Integration erlaubt, wenn f(x) v(x) 
integrirbar, saa stetig, und aon integrirbar ist, und iiber- 
dies entweder die erste oder die dritte dieser Functionen absolut inte- 
grirbar. Diese Bedingungen lassen sich am einfachsten so erfiillen, 
dass man v(x) stetig annimmt, v(-+-0) von Null verschieden, und v‘(x) 
integrabel. Diese Annahmen kénnen wir jedoch gegenwartig nicht mit 


Vortheil benutsen. Dagegen werden wir annehmen, dass v(x) mit 


*) 1. c, p. 642. 
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mit Ausnahme fiir «= 0 stetig ist, lim «v(x) von Null verschieden, 
x=0 


und zv'(x) sowie auch f(x) (x) integrabel, die eine absolut. Dass 
unter diesen Voraussetzungen nicht nur die zwei ersten der genannten 
Bedingungen erfiillt sind (was augenscheinlich ist), sondern auch die 
dritte, folgert man unmittelbar aus der Identitat 


d (sin axe = v(x) + xv’ (x) 


da} ao) } ~ 2) [er@y 2 Oz. 


Mittels dieser Identitiit (in verkiirzter Form) erhailt man ferner, wenn 
der Kiirze wegen 


f (a) v(x) dx = x(x) 


gesetzt wird, 


e S d 1 ‘ 
Je = “Boer 4(«) +f 4(2) ae lav sin @rx dz 


— fx) a8 cos mada. 
0 


Das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet immer fiir «@ = oo, 
d. h. fir a0 (da ~4(0) = 0, und lim x v(z) von Null verschieden) . 
z=0 


Bei geeigneten Annahmen iiber die Functionen v(x) und «(@) gilt 
dasselbe fiir die beiden Integrale. Zuniichst nehmen wir an, dass v(z) 
durchaus positiv ist, und dass z v(x”) bei abnehmendem zx durchaus 
zunimmt. Dann ist, wenn % die obere Grenze fiir den numerischen 
Werth von z(x) im Intervalle 0... a bedeutet, 


a 
| a d 1 . aa ™ 1 1 
| u(2)an lesa sn anmzdz, <¥ oa) Weasel’ 
° xz=0 
lp 
po aa cos @XX da| < my: ar 
0 


(ce)? 


sowie auch 


| froaw~ ons dz| < my: o- f ds 
0 


& v(x) ‘ 
0 


Das erste Integral verschwindet somit immer im Limes, und das zweite 


a 


wenn = endlich bleibt, oder wenn a - J endlich bleibt. Es 


aa 
x v(x) 
0 
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reicht aber auch immer aus, wenn of 4% endlich bleibt; dies folgt 
x v(x) 


einfach daraus, dass man, wie aus dem Satze 1a folgt, iiberall die 
untere Integrationsgrenze Null durch = ersetzen kann. — Diese Er- 


gebnisse lassen sich folgendermassen zusammenfassen : 
Satz le. Es ist limd, =O, sobald 


. d 
(4) @) oder @- f = >) 


2. 
l:@ 


endlich bleibt, wo v(x) irgend eine eindeutige, positive Function be- 
deutet, welche folgende Kigenschaften hat: es soll x v(x) wenigstens mit 
Ausnahme fiir «x = 0, stetig sein und bei abnehmendem x durchaus zu- 
nehmen [also v(-+-0) = -+ 00]; diberdies sollen die Functionen x v' (x) 
und f(x) .v(a) durchaus integrirbar sein, und wenigstens die eine ab- 
solut integrirbar. 

Es stellt sich hier die Frage von selbst dar, ob diese fiir »(x) 
und @(@) vorgeschriebenen Eigenschaften [nebst der immer fiir « 
geltenden Bedingung lim « = 0] in der That bei jeder Function /(«) 
realisirbar seien; in Betracht des verhiltnissmissig geringen Interesses 
des ganzen Satzes, lassen wir aber diese Frage bei Seite. Ebenso- 
wenig werden wir darauf eingehen, das Bedingungssystem 1c in irgend 
einer Richtung mit la oder 1b zu vergleichen. 

3. Wir denken uns jetzt das Integral J so verindert, dass die 
untere Grenze einen von Null verschiedenen Werth hat, und werden 
folgendes nachweisen: 

Satz 2. Es ist fir0O<b<a<l 


(5) lim J (2) mere dy = 0. 


O=—o, 


Wenn man fiir irgend eine Function f(x) bewiesen hat, dass 
unabhangig von a, lim J =0 [ bez. =if (+0)| ist, so ist selbst- 
verstiindlich die Gleichung (5) ein Corollarium hiervon. Auf diesem 
Wege gelangt in der That Dirichlet (Crelle J. Band IV) unter den 
von ihm gemachten Annahmen iiber f(x) zu dieser Gleichung [oder 
richtiger zu einer analogen Gleichung, da er nicht ganz denselben 
Integranden benutzt]. Da aber die Gleichung (5) in der That immer 
gilt, sobald f(#) endlich und integrabel ist, so ist es am meisten 
naturgemiss und vortheilhaft, fiir dasselbe von vornherein einen all- 
gemeinen Beweis zu geben, um nachher bei ferneren Annahmen iiber 
f(x) fir die Untersuchung des Integrals J Nutzen zu ziehen. Selbst- 
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verstindlich wird hierdurch die Einsicht gewonnen, dass bei allen in 
Frage kommenden Functionen f(x), der Grenzwerth des Integrals J, 
wie er sich auch verhalten mag, doch immer unabhingig von a ist. 

Der Vollstindigkeit wegen theilen wir hier einen Beweis des 
fraglichen wichtigen Satzes mit, ohne. dabei in wesentlicheren Hin- 
sichten von der Beweisfiihrung friiherer Verfasser [namentlich von 
Kronecker’s, 1. ¢. p. 645] abzuweichen. 

Es ist 


2m 


2k an 
fre ment ds = f + f + f 


@ 


wo k und m solche (von @ abhiingige) ganze Zahlen bedeuten, dass 


0<*—-vsg?, 0<a—-*<3 


oa — @ 
ist. Da das erste und dritte Integral auf der rechten Seite offenbar 
fiir @ = oo verschwinden, hat man nur zu zeigen, dass 


2m 


lim ('P sin oxmxdx = lim K>0 
ao—oa ao—o 
af 

@ 


ist. Man hat 





2i+1 2i-+2 
m—t 2 o 
TT - >’ tf °) sin oma dx + M2) sin ams dix\ 
é=8& i i+1 
o “oO 


mol t(a+=*) (e+ 2") 
-»> dz sin ox - : a so 
i=k a+ — ies eee a 


o 
0 


1 





° 2 f # 4 38 @, 2é+1 
_fennnc $f COP Gets) 
= ote 2 a 


Der Grenzwerth dieses Integrals fiir @ =o ist mit Sicherheit gleich 
Null, wenn fiir 0 < «<1 der Summenausdruck sich mit wachsen- 
dem @ gleichmdssig der Null nihert. Dies folgt aber aus der an- 
genommenen Integrabilitit von f(z). Da nimlich 0 < b < a ist, so 


wird im Intervalle b...a auch die Function A integrabel. Ferner 








ist 


d: 
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ist fiir alle x zwischen 0 und 1 der absolute Werth des Summenaus- 
druckes im letzten Integrale kleiner (oder wenigstens nicht grésser) als 


m—1 
1 2 
> eS 
i=k 


wo D; die ,,Schwankung“ [s. Note I] der Function ft is) im Intervalle 
a... ES bedeutet. Diese Summe verschwindet bekanntlich fiir 


@ = oo, da fe) ‘endlich und integrabel ist [Note I]. Also nahert sich 


der Summenausdruck unter dem Integralzeichen gleichmissig der Null, 
und es ist folglich lim K=O, w. z. b, w. — Und dies gilt unab- 


hingig von dem Verhalten von f(+ 0), da bei gegebenem b-Werthe 
der Verlauf von f(z) im Intervalle 0 ... b ohne Bedeutung ist fiir das 
jetzt fragliche Integral. Es kann daher f(-+-0) sogar unendlich oder 
unbestimmt sein, sowie auch die Integrabilitit nur fiir jede Strecke 
é...@, wo é beliebig klein ist, stattfinden muss. 

Aus dem obigen Beweise geht unmittelbar ein Satz hervor, welcher 
im Folgenden zur Anwendung kommt. 

Corollarium. Wenn a und DB constant sind, und die Zahlen 
k, m die oben angegebene Bedeutung haben, so ist 


1 
lim fez 
° 


da die Summe sich gleichmissig der Null nihert. 


-° 


m—1 


2 


i=k 


“2, a x , 2i+1 
(S+5) (E+ 
e+e ~ ~a+2iFi 











§ 2. 
Hauptbedingung fiir die Giiltigkeit der Dirichlet’schon 
Integralgleichung. 

Jetzt werden wir zur Aufstellang einer Bedingung fiir das Ver- 
schwinden von lim J fortschreiten, welche als ,,Hauptbedingung“ 
bezeichnet werden kann, nimlich in dem Sinne, dass dieselbe alle 
anderen vorher gegebenen oder in dieser Arbeit aufgestellten Be- 
dingungen umfasst (niimlich alle solehen, welche sich direct auf f(x) 
beziehen , und nicht etwa wie diejenigen im § 6 auf Functionen, von 
denen f(x) in irgend einer Weise zusammengesetzt ist). Man diirfte 


sogar behaupten kénnen, dass dieser Bedingungssatz so zu sagen eine 
natiirliche Grenze in der Theorie des Dirichlet’schen Integrals bezeichnet, 
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indem die Functionen f(«), welche der Dirichlet’schen Integralgleichung 
gentigen, ohne in das Gebiet der fraglichen Bedingung zu fallen (wenn 
solehe tiberhaupt existiren) von ganz besonders specieller und compli- 
cirter Natur sein diirften, und jedenfalls ihre ganz besondere Unter- 
suchungsmethode erfordern. 


Es ist 
J= = f+ [Qa onde +f, 


@ (w) 


wo «(@) irgend eine der oben entwickelten Bedingungen erfiillt, und 
é eine beliebige Grésse zwischen 0 und a bedeutet. Der Grenzwerth 
des ersten Integrals verschwindet immer, und ebenso der Grenzwerth 
des dritten, sobald ¢ constant — wenn auch beliebig klein — ist 
(Satz 2). Man braucht somit nur das zweite Integral 

J, = fe) sin axa dx 


@ (a) 


zu betrachten, und es ist hinreichend, wenn man nachweisen kann, 
dass der Grenzwerth dieses Integrals bei geeigneter Wahl der Func- 
tion «(@) und der Grésse ¢ numerisch kleiner als eine gegebene, 
beliebig kleine Grosse wird. 

Ferner zerlegen wir das Integral J (vergl. den Bew. des Satzes 2) 


in die drei Integrale 
2m 


ff «| 
@ (w) = 2m 


e 


wo k und m ganze Zahlen sind, fiir welche 


| 








(6) 0<*_a<?, o< 


Das dritte Integral verschwindet offenbar fiir @ oo, da das Inte- 
grationsgebiet unendlich klein wird, und der Integrand endlich bleibt. 
Dasselbe gilt aber auch fiir das erste. Denn es ist 

2k 


ft ®) sin oxeds| Sh log = ,- log (1 + =); 

‘Sho 
wo g, die obere Grenze fiir |f(~)| im Intervalle 0- - = bedeutet; 
und lim g, ist =, wihrend log (1-+—-) endlich bleibt, mit Aus- 


nahme fiir den Fall lim aa —0; in diesem Falle beachte man, dass 








de 
ist 


i 


ws oo to Oo © 
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der numerische Werth des fraglichen Integrals kleiner als g, .na(2 _ a) 
ist, also << 2mg,. 

Die Sache hat sich also auf die Untersuchung des Integrals 


2 m 


K, - ft sin oxada 
k 


reducirt, wo die Zahlen &, m den Bedingungen (6) geniigen, und « 
beliebig klein ist, aber bei der Variation von @ constant bleibt. Um 
sogleich zu moéglichst umfassenden Bedingungen fiir das Verschwinden 
von lim J zu gelangen, bietet sich von selbst der Weg dar, ganz die- 
selbe Transformation des Integrals K, vorzunehmen, welche oben beim 
Beweise fiir das unbedingte Verschwinden von lim K eine wesentliche 
Rolle spielte. Wir gehen also von der Gleichung 


1 
m—1 & ae & srt 
oe (+5) G+ ) 
t=k 
0 


a-2i °° ety Fare 
aus, welche selbstverstiindlich ganz wie beim Integrale K herzuleiten 
ist, obgleich jetzt fiir die Zahlen & und m gewissermassen andere 
Bestimmungen gelten. Der Grenzwerth von |K,| fiir @ = oo wird 
kleiner als eine beliebige gegebene Grésse 9, wenn 


(7) jim S 8 S ae<e 


ist (wo 2 den in K, vorkommenden Summenausdruck bedeutet). Eine 
hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden von lim J ist also, dass 
eine Function «(@) [von der oben festgestellten Natur] und eine Con- 
stante ¢ sich so bestimmen lassen, dass die Ungleichheit (7) stattfindet 
(fiir beliebig kleines @). Hierbei ist aber zu bemerken, dass der Grenz- 
werth (7) in der That ganz unabhingig von « ist, Wenn nimlich 
é, < ¢ ist, so kéunen wir den Summenausdruck auf folgende Weise 
zerlegen : 








m— m—1 k—1 s 
F-34543. 
wo be 
0< a — om<s, 0<*h_4<2 


ist) und also k, — 1 =m, oder k, —1—m,-+ 1. Es wird dann 











—1)| 
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Py | _ 9°, | s ? 
y& | 


wo eas. 6,—+1, ee ‘folglich auch 


1 1 1 1 
° m—1 
J azo, f |S ato. f isto, f 
% ; re % 0 % 


Das zweite Integral auf der rechten Seite verschwindet fiir @ = oo, 
da unter dem Summationszeichen nur eine endliche Anzahl von Gliedern 
(héchstens 4) vorkommt, deren Summe sich offenbar gleichmissig der 
Null nahert. Aber auch der Grenzwerth des dritten Integrals ver- 
schwindet: dies ist ja in der That eine unmittelbare Folge vom 
Corollarium zum Satze 2 (da ¢ und «, beide constant sind, wie oben 


a und b). Folglich wall 
1 
dz = lim if 


0 ! 


N+ 0,| S40, 




















m—1 


= 


k 


k—1 


Z 


my, 


m—1 


2 


ky 





ax. 























| ma 


tim J by 


was damit gleichbedeutend ist, dass lim J 


QO—o 








k | 


m—1 


2 


k 


nicht von ¢ abhangt. 








Wir kénnen also folgendes aussprechen: 


Satz 3. Es ist (unter der Annahme /(-+0) = 0) fiir die Giiltig- 
keit der Gleichung 


lim *(g) mone mone dz =0 (0<a<1) 


oe 
hinreichend, wenn es fiir irgend eine den Bedingungen des Satzes 1a, 
1b oder le geniigende Function «(@) gilt, dass der immer von « unab- 
héngige — 


| _ 


(8) lim | ie 


0 


s+ (3+53 


rn —e+2iFi- 


? 











wo 
aw) < *¥<a(o)+2, @t2>.>™ 
ist, unterhalb einer beliebig kleinen pe es positiven Grosse liegt. 


*) Da nimlich die beiden letzten Glieder im Limes verschwinden, so ist fiir 
hinreichend grosse w-Werthe 0, = -+ 1 (wenn nicht auch das erste Integral sich 
der Null nihert). 
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Zu bemerken ist hierbei noch, dass der Grenzwerth (8) sich 
wenigstens fiir alle Functionen a (@), welche der Bedingung des Satzes 


la oder 1b gentigen, ahnlich verhilt (wihrend der Grenzwerth des 
Integrals 


(@) sin onan dx 
x 


@ (@) 
mit Sicherheit von « unabhingig ist, sobald nur a@ irgend eine der 
Bedingungen (2), (3), (4) erfiillt) . Wenn nimlich, wenigstens von 


einem gewissen @ an, «,(@) > a@(@) ist, so hat man (mit der oben 
benutzten verkiirzten Schreibweise) 


m,—1 k,—1 m 


S-S+S+3. 


0 <a,(@) — =< 


wo jetzt 


& | vo 


, 0< a a)< 2, 


und somit, wie oben, 





















































1 1 1 
ag | m—1 k—1 m—t1 
/ Sar-0, [ /S s+0.f Siete, [> de. 
: a . | k m, | 7 k, 
Es ist ferner 
. 1 . : 
by a) r(£42! 24%") 
0 0 
1 " (24 $5) f24Usy 
'S f oe 
« < fe ata + fae Bcd ~ 
0 0 
2if1 “s 


@, (w) 


m,—1 2 
by, If aal < fie da< 


k 
ai 2i+1 
o 


< g(a) log 5 
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Wenn nun «@,(@) der Bedingung (3) geniigt, so wird also 


1 
m,—1 


ad 2 





dz =O. 





k—1 


Auf iihnliche Weise erhiilt man (bei Beachtung, dass die Summe > 


m 


héchstens zwei binomische Glieder enthiilt, vgi. oben) 


2i+2 


k,—1 q 
dz 4 [2 ax <9 CH) 06 (14-2), 


™m, e 
* "oe 


1 


fz 


| Ay—1 | 
weshalb auch lim fz dz =, sobald nur m, > 0 bleibt, was 


| 
; ™ | 





0 
wir voraussetzen kénnen, da im Falle lim m, = 0*), wenigstens von 
einem gewissen @ an, a(@) — a,(@) < 2 ist, und also die jetzt zu 
beweisende Thatsache evident (es wird ja in diesem Falle auch die 
m—t 
obige Zerlegung von > ungiltig; dasselbe trifft ja in der That immer 
k 
ein, wenn k > m, — 1 ist, aber dann ist auch immer die ganze Sache 


evident). Wir erhalten also 
1 
m—1 
= lim f dx 
0 


: im— 
im fae) Pa 
k k 
0 


w. z. b. w. Es bleibt noch iibrig, den Fall zu betrachten, dass «, (@) 
der Bedingung (2), nicht aber der Bedingung (3) geniigt. Wie wir 
sahen, setzt dies voraus, dass lim aa = 0 ist, also von einem gewissen 


° 














@ane< =, und die Sache wird also, wie gleich oben, evident. Hier- 


mit ist der Beweis voll erbracht. [Der Beweis zeigt tibrigens offenbar, 
dass es hinreichend ist, wenn man annimmt, dass «,(w) — die grissere 
der beiden «-Functionen — die Bedingung (2) oder (3) erfiillt]. 


*) Von dem Falle, dass lim m, unbestimmt, mit der Null als méglichem 
Werthe, ist, kinnen wir absehen, da dies voraussetzt, dass a,(@) nicht wnauf- 
hérlich mit wachsendem w abnimmt, und solche a-Functionen aus leicht ersicht- 
lichen Griinden nicht beriicksichtigt werden miissen. 
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Es ergiebt sich also, dass man, ohne die Allgemeinheit des Satzes 3 
zu beeintrachtigen, nicht nur der Constanten ¢ einen beliebigen spe- 


ciellen Werth < 1 (2. B. =) ertheilen kann, sondern auch, dass man 


@ =O setzen und eine ganz specielle Function «(@) — z. B. - = 


benutzen kann — mit Reservation fiir die Méglichkeit, dass es «-Func- 
tionen giebt, welche der Bedingung (4) nicht aber (2) oder (3) ge- 
niigen. Wenn man, wie Kronecker, nur solche «-Functionen be- 
riicksichtigt, fiir welche @.a endlich (und constant) bleibt, so lisst 
sich, mit Kronecker’s Bezeichnungen, behaupten, dass die Bedingung 


1 
im lim li f(ox-+ch) 
Atal al Soak a 


0 
welche in Kronecker’s Darstellung implicite enthalten ist*), in der 
That sachlich nicht veriindert wird, wenn man sie durch folgende 
scheinbar speciellere Form ersetzt: 


1 
i j h 
ia > (—1)' feet 
0 


wo m und 2, specielle Werthe haben. 

Es braucht wohl kaum besonders bemerkt zu werden, dass die 
allgemeineren Bedingungsformen, obgleich die gréssere Allgemeinheit 
nur formal ist, ihre Berechtigung und Bedeutung haben kénnen: es 
ist méglich, dass aus unserer ,,Hauptbedingung“ sachlich speciellere 
Bedingungen sich herleiten lassen, bei denen jene Unabhiingigkeit von 
a(@) und ¢ nicht linger stattfindet (beispielsweise kann bei solchen 
Specialisirungen das Unendlichkleinwerden einer in Betracht gezogenen 
Grésse auch das Unendlichkleinwerden von « erfordern). 

- Bei der Herleitung des Satzes 3 haben wir von der Relation 
sin (2 ++ 2) = — sin x Gebrauch gemacht, aber von keiner anderen 
trigonometrischen Identitaét. Hiervon hingt vor Allem die Bedeutung 
des Satzes ab: wenn es tiberhaupt Functionen giebt, welche der 
Dirichlet’schen Integralgleichung geniigen, ohne die Bedingung des 
Satzes 3 zu erfiillen, so miissen sie ohne Zweifel in mehr oder weniger 
complicirten Beziehungen zur Function sin x stehen und von sehr 


=0 (2m<n<e[™}), 








=0 (2m <h <2(*]), 








*) Man bemerke, dass es bei dieser Bedingungsform sich nicht um eine 
von @ abhiingige Function « handelt: die Zahl m soll bei der Variation von c 
constant sein. 
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specieller Natur sein ( man versuche es, die Identitat sin (e+ ;) = Cos 4, 


welche doch verhiltnissmissig einfach ist, in ihnlicher Weise wie oben 
die Relation sin (v-++-2) = — sin x zu benutzen ) ‘ 


§ 3. 
Erste Reihe von specielleren Bedingungen. 


1. Indem wir uns die Aufgabe stellen, aus der gegebenen ,, Haupt- 
bedingung“ (welche ja an sich nicht besonders einfach oder durch- 
sichtig ist) neue, speciellere herzuleiten, konnen wir zuniichst folgenden 
Satz aussprechen: 

Satz 4. Es ist immer limJ —0O, wenn man nach der Wahl 
einer beliebig kleinen positiven Grosse @, eine Function a(m) mit den 
obengenannien Eigenschaften so bestimmen kann, dass fiir irgend einen 
é-Werth und als Folge davon fiir alle ¢, der numerische Werth der 


Summe 
m—1 f(24= (2420! 


(9) ert w«v+2141— 


t=k 


fir 0<2“2<1 sich bei wachsendem w gleichmiissig einer (endlich 
bleibenden) Function Q(x) néihert, welche die Eigenschaft hat, dass 
wenn 6 beliebig klein ist, diejenigen Stellen x (im Intervalle 0... 1), 
fiir welche O(x) > @ +6 ist, eine Menge vom Inhalt Null bilden*). 
Die Zahlen k und m haben dieselbe Bedeutung, wie oben. 

Der Beweis ist leicht. Wenn 0d eine beliebig kleine positive Grosse 
bedeutet, so ist — bei gegebenem « — zufolge der angenommenen 
gleichmdssigen Anniherung, fiir hinreichend grosse @ der numerische 
Werth des Summenausdruckes, unabhdngig von x, kleiner als O(x)-+90 
und somit das Integral in (8) kleiner als 


fow dxz+o0. 


Ferner ist bei einer beliebigen Zerlegung der Strecke 0... 1 in Theil- 


strecken : ’ 
fe@as <fietsazt+ > f (yas, 


wo die Summation sich zu: allen Theilintervallen erstreckt, innerhalb 
deren O(z) > @-+ 6 wird. Zufolge der Annahmen iiber Q(x) kann 
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man aber die Zerlegung so einrichten, dass die Gesammtlinge dieser 
Theilintervalle beliebig klein wird. Da O(z) endlich bleibt, kann man 


also auch erreichen, dass die Integralsumme > kleiner als eine be- 


liebig kleine Groésse » wird. Es ist also fiir hinreichend grosse @ das 
Integral in (8) kleiner als 
eto+7+9, 

wo diese vier Gréssen simmtlich beliebig klein sind. Der Grenzwerth 
des Integrals fiir @ + oo ist also gleich Null. Dass endlich, wie im 
Satze behauptet wurde, das angenommene Verhalten der Summe (9) 
fiir alle ¢ gilt, sobald es fiir ein specielles stattfindet, ergiebt sich mit 
Leichtigkeit wie beim Satze 3 (man zerlegt die Summe in drei Partial- 
summen, und risonnirt wie beim Beweise jenes Satzes, nur mit dem 
Unterschiede, dass man keine Integrationen vornimmt, sondern bei den 
Summenausdriicken als solechen stehen bleibt). 

Dagegen lisst es sich kaum zeigen, dass auch hier die Wahl von 
«(@) in derselben Ausdehnung wie beim Satze 3 ohne Bedeutung ist. 
Den wirklichen Einfluss von @ niher zu untersuchen, wiirde uns gegen- 
wirtig zu weit fiihren. Es sei nur bemerkt, dass wenn die Bedingung 
des Satzes fiir irgend eine Function @ = a, erfiillt ist, dasselbe — wie 
aus der obigen Darstellung leicht hervorgeht — fiir jede andere Func- 
tion @ gilt, welche unabhiingig von @ grdsser als a, ist. 

2. Aus dem soeben bewiesenen Satze gehen unmittelbar die zwei 
folgenden als Specialfiille hervor. 

Satz 5. Fiir das Verschwinden von lim J ist ausreichend, wenn 
man nach der Wahl einer beliebig kleinen positiven Grisse @, cine 
Function a(@) der oben genannten Art so bestimmen kann, dass bei 
einem gewissen ¢ und als Folge davon bei allen, der numerische Werth 
der Summe (9) fiir 0< a2 <1 sich bei wachsendem @ gleichmiissig 
einer Function O(a) nihert, welche in der Strecke 0...1 wnabbéngig 
von x kleiner als @ ist. 

. Satz 6. Es ist immer lim J = 0, wenn es fiir irgend eine Func- 
tion a(@) der obengenannten Art gilt, dass die Summe (9) sich fiir 
@ = 00 gleichmdssig der Null néhert. 

Die Unabhingigkeit von « bleibt in der That in beiden Fallen 
bestehen; denn der Hauptgrund fiir diese Unabhiingigkeit in Betreff der 
Bedingungen der Siitze 3 und 4, war (dies geht unmittelbar aus der 
obigen Darstellung hervor) der Umstand, dass die im Corollarium des 
Satzes 2 vorkommende Summe bei constanten Werthen von a und b 
sich gleichmiissig der Null niihert. 

3. Selbstverstindlich lassen sich die Siitze 4, 5, 6, dadurch speciali- 
siren, dass man fiir die Art der Function @(@) niihere Bestimmungen 
13 
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festsetzt; und man kénnte auf diese Weise eine unbegrenzte Menge 
von Bedingungssitzen erhalten. 

Hier sei nur der Fall besonders erwihnt, dass man w.« bei der 
Variation von constant sein lisst. Wenn man iiberdies annimmt, 
dass diese Constante eine ungerade ganze Zahl 2m — 1 sein soll, so 
geht aus unserem Satze 5 unmittelbar diejenige Bedingung hervor, 
welche als Haupiresultat der mehrerwihnten Kronecker’schen Arbeit 
zu betrachten ist. Dieselbe lisst sich mit Kronecker’s Bezeich- 
nungen so formuliren, dass fiir 


2m <h<2|*|, O<2<1 
lim lim tim 5S) (—1 “4+ 2") _ 9 
h 


Z=1 m=eo 6=0 ath 
sein soll*). Und Kronecker driickt die Sache auch ausfiihrlicher so aus 
(l. c. p. 660): Fiir eine gegebene positive, beliebig kleine Grosse t 
soll zuerst eine Zahl m,, und eine Grésse x, und alsdann fiir jede 
Zahl m, die grésser als m, ist, und fiir jede Grésse x, die kleiner 
als 2, ist, eine Grésse 6, so bestimmt werden kénnen, dass der absolute 


Werth der Reihe > (—1)" f(ox + oh) 
zt+h ’ 


fiir O<2<1 und mit pail obigen Grenzbestimmungen fiir h, kleiner 
als t bleibt, sobald 6 < 6, ist. Nach dem Vorigen kann hierzu be- 
merkt werden, dass die Voraussetzung des Satzes immer fiir alle 
(<1) erfiillt ist, wenn dies fiir irgend einen einzelnen z,-Werth 
stattfindet, weshalb der Grenziibergang mit 2, den Umfang der frag- 
lichen Bedingung nicht erweitert: es tritt keine sachliche Veriinderung 
ein, wenn man den obigen Limes-Ausdruck durch den einfacheren 


f(ox+ ch) 
Ja tia 2S 


ersetzt. (Dies hat Kronecker wenigstens nicht deutlich ausgesagt.) 

4. Wir gehen jetzt dazu iiber einen ganz besonders einfachen 
und interessanten Specialfall des Satzes 6 zu erwihnen. Die Summe (9) 
lisst sich in die zwei Glieder 


m—1 Acts m—t1 r(=+ = sth) 


>:- fey 2¢+1— 


i=k oO @ 


*) Es wiirde mit dem Vorigen mehr iibereinstimmen, 


2m <h<2 [=| 


zu schreiben; aber es ist (s. oben) gleichgiiltig, ob man diese oder die Kronecker’sche 
Bestimmung der h-Grenzen benutzt. 
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zerlegen. Wenn nun die Function fe) zwischen 0 und 1 integrirbar 


ist, so haben beide Glieder fiir @ =o denselben bestimmten und 
endlichen Grenzwerth 

J f@) d L, 

sy 8 

0 


und folglich die Differenz den Grenzwerth Null. Dass ferner die An- 
niherung an Null gleichmiissig ist, lisst sich genau wie beim Beweise 
des Satzes 2 zeigen — es wurde ja dabei eben der Umstand benutzt, 
dass fis) fir 0 <b <a@< 1 immer awischen b und a integrirbar ist. 
Wir kénnen somit den Satz aussprechen: 

Satz 7. Es ist immer lim J = 0, wenn das Integral 


faz 
‘ x 
o 


fiir wgend em « [und nach den Voraussetzungen iiber f(x) folglich 
fiir alle ¢ <1] bestimmt und endlich ist. — Vergl. Kronecker, 1. c. 
p. 651, wo dieser Satz in der That (gleichsam im Vorbeigehen) aus- 


gesprochen wird, ohne doch in villig strenger Weise nachgewiesen 
zu sein. 


Es kann hierbei auch bemerkt werden, dass es viel einfacher ist, 
das Verschwinden von lim J(#) zu beweisen, wenn es angenommen 
wird, dass nicht nur f(@) | sondern sogar a durchaus integrabel ist 

x x 


(fa » absolut integrabel“). Man braucht dann nur die offenbar 


immer geltende Ungleichheit 


[J 1D sin oneda| < f 
0 


zu beachten. Aus derselben folgt niimlich, dass lim |J| mit ¢ un- 





fia) | dz (unabh. von a) 


endlich klein wird, falls f(x): absolut integrabel ist. Vergl. 
Kronecker, Ll. c. p, 648; Dini, 1. ¢. p. 46. 
5. Einer Bemerkung von Kronecker (Il. ¢. p. 651) nachgehend, 


kénnen wir endlich folgendes als eine Consequenz des Satzes 6 be- 
zeichnen. 


Satz 8. Es ist limJ =O, wenn « und a(q@) sich so bestimmen 
lassen, dass fiir irgend eine endliche positive Grisse G 
ix al | 
(1. + 3)| <4 
k | 


i=2k 


(10) 
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bleibt (fiir alle @), sobald (wenn k und m wie oben bestimmt sind) 
2k< p< 2m —1, 


ist (und iiberdies x(@) die immer vorausgesetzten Eigenschaften hat). 


Der Beweis geht unmittelbar aus einem bekannten Satze von 
Abel (Crelle J. 1, p. 314) hervor. Nach demselben folgt niimlich 
aus (10) 


| am—t (1). ¢(* 4 *) 
afi 


i=2k 


G 
< e+ 2k? 
und da das rechte Glied fiir @ = oo sich gleichmissig der Null nihert, 
falls lim @.«== co und also lim k = oo ist, so sind wenigstens in 
diesem Falle die Bedingungen des Satzes 6 erfiillt. Dasselbe ist aber 
auch fiir lim wa < oo der Fall: aus der Art der Bedingung (10) folgt 
nimlich unmittelbar, dass wenn sie fiir irgend eine Function a erfiillt 
ist, dasselbe fiir jede bei beliebigem m-Werthe gréssere a gilt 
(wenigstens wenn man den G-Werth verdoppelt); wenn also eine 
Function « mit lim @a@ < co der Bedingung geniigt, so thut es auch 
eine beliebige «@ mit lim @a@ —oo, und die Sache reducirt sich also 
auf diesen Fall. In der Bedingung (10) braucht sogar nicht der 
k-Werth Null ausgeschlossen zu sein. 

Die Unabhingigkeit von ¢ kénnen wir hier nicht nachweisen — 
obgleich es offenbar gilt, dass wenn die Bedingung fiir den grdsseren 
zweier ¢-Werthe erfiillt ist, dasselbe auch fiir den kleineren stattfindet. 

Vom Satze 8 ist die Dirichlet'sche Bedingung eine einfache Fol- 
gerung: 

Satz 9. Es ist immer lim J = 0, wenn f(a) fiir hinreichend 
Kleines 3 im Intervalle 0 ... 0 monoton ist (niemals abnimmt oder 
niemals zunimmt). 

Dann baben nimlich fiir ¢< 0 die Glieder der Reihe (10), vom 
Factor (—1)‘ abgesehen, alle dasselbe Vorzeichen, und ihre numerische 
Werthe nehmen bei wachsendem i niemals ab, da /(-+ 0) = 0 ist. 
Hieraus folgt, dass der absolute Werth der Summe — fiir alle in 
Frage kommenden p-Werthe und ganz unabhiingig von der Func- 
tion a — kleiner (oder jedenfalls nicht grésser) als derjenige des letzten 
Gliedes ist, und also immer < |/(¢)|, folglich kleiner als eine endliche 
Grosse, weshalb die Bedingung (10) erfiillt ist. [Vgl. Kronecker, 
l. ec. p. 654.) 
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§ 4, 
Modificirte Form der Summe (9). 


1. Man kann der Mehrzahl der obigen Bedingungssiitze eine 
modificirte Form geben, indem man die Summe (9) durch einen 
anderen, gewissermassen einfacheren Summenausdruck ersetzt. 

Es ist in der That 


fe , 2ty vw, 24+1 fe , 28 = 
Ges aS). Gi3-Gs 
~~ <> ie <a 
Ao+= 
(@ + 24) (@ + 2%+41)° 
Hieraus folgt, dass der absolute Werth der Summe (9) gleich 





m (242 —r(2 +t") | m—t1 (2+ ch 
(11) 0, ha ~ ape +i +01) Derr ee 
ist, wo 08, = +1, 0, —-+ 1. Ferner ist, unabhingig von z, 
| m—1 + =~) | n 
‘ @ a 1 
) 2 (@ +24) @+ 2+) aid” Bi)” 





wo M die obere Grenze fiir |f(x)| zwischen 0 und « bedeutet. Da 


e) 


die Reihe zn WEED bekanntlich convergirt, so ist hier fiir @ = oo 
1 


der Grenzwerth des rechten Gliedes gleich Null, wenn 
lim k = oo (lim @a@ = oo) 


ist, und somit unter dieser Voraussetzung, unabhingig von é¢, 
1 


’ b> Ko +e) i 
am ar. @+2) @+2i+0 | 


e 


da der Summenausdruck sich gleichmissig der Null niahert. Wenn 
dagegen & endlich bleibt, so ist doch immer 
1 


- |e (= 2% | 
+> 
— had 
= inf a “12 (w+ 2%) @+2i4+ y =0, 
| 


0 














198 T. Bropin. 


weil lim M0. Andererseits bleibt aber die Ungleichheit (12) be- 


e=0 


stehen, wenn man statt «(@) ein constantes «, < ¢ voraussetzt; dann 
wird aber nothwendig lim k = oo (da lim mé, = oo), und der Aus- 
druck auf der linken Seite niihert sich also gleichmiissig der Null. 
Hieraus folgt, dass wenn man wieder ein mit  veranderliches « 
voraussetzt, der Grenzwerth desselben Ausdruckes fiir @ <= oo unab- 
hangig von ¢ ist, sowie auch der Grenzwerth des nachher betrachteten 
Integrals. Aus unserer letzten Gleichung folgt also die vorangehende, 
und diese findet somit immer statt, weshalb in Betracht des Aus- 
druckes (11) auch, ohne irgend eine Beschrankung, der Grenz- 
werth (8) gleich 
1 
ie | m—1 (=+ =) wan r(2 + 22) 
13 lim | dz. nd 
(18 am fi [2 ere 
0 
ist, Folglich gilt: 

Satz 3a. Der Satz 3 wird in keiner Hinsicht sachlich verdndert, 
wenn man darin den Grenewerth (8) durch den Grenzwerth (13) er- 
setzt. [Auch die Unabhingigkeit von « und ¢ bleibt bestehen.} 

2. Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen. Wenn g eine 
beliebige positive Grésse bedeutet, welche wir iiberdies constant (unab- 
hangig sowohl von 2 als auch von w) annehmen, so ist, wie man 
leicht findet (vgl. oben), das Integral in (13) gleich 


1 
=i E42) (E484)| 


0, fiz = rey | 


“4 
0 











1 


+0, f ee.te—2—11. 


0 


ant (= + 25)_ r(2 4 2 


2 (e+ 20) (w+ 20+ 1) 














(0, =+1,0,—+1). 


Der zweite Integrand ist hier (numerisch) kleiner als 
‘ 1 
(o+ 2). Hd, 2 Beit”? 
wo M, den gréssten vorkommenden numerischen Werth des Zihlers in 


den Gliedern des Summenausdruckes bedeutet (also M, eine endlich 
bleibende und mit « verschwindende Grésse). Ganz wie im analogen 
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Falle bei der Deduction des vorigen Satzes, sieht man mit Hiilfe hier- 
von ein, dass der Summenausdruck unter dem Integralzeichen sich bei 
unbegrenzt wachsendem @ gleichmissig der Null nihert, und dass 
also das Integral im Limes verschwindet. Hieraus ergiebt sich ferner 
unmittelbar, dass der Grenzwerth (13) und folglich auch (8) gleich 


| r(2+2)- r(2 + Sth) 
(14) we fool 12 ar 





ist. Also: 

Satz 3b. Der Sate 3 wird in keiner Hinsicht sachlich verdndert, 
wenn man darin den Grenzewerth (8) durch den Grenzwerth (14) ersetgt 
(wobei @ eine ganz beliebige positive Constante bedeutet). 

Die Siitze 3a und 3b lassen sich in ganz derselben Weise speciali- 
siren, wie der Satz 3 durch die oben hergeleiteten 4, 5,6. Es diirfte 
iiberfliissig sein, die so entstehenden Siitze hier ausfiihrlich auszu- 
sprechen, da der Wortlaut derselben selbstverstiindlich ist (dass auch 
in Betreff der Abhangigkeit oder Unabhingigkeit der verschiedenen 
Bedingungen von «() und € ganz dasselbe gilt, wie bei den Siitzen 4, 
5, 6, geht unmittelbar aus der obigen Darstellung hervor). Wir be- 
zeichnen diese Siitze im Folgenden mit 


4a, 5a, 6a, 
4b, 5b, 6b. 


§ 5. 
Zweite Reihe speciellerer Bedingungen. 


1. Wir gehen jetzt zur Aufstellung einiger neuen Sitze iiber, 
welche hervorgehen, wenn man die obigen in einer gewissen Richtung 
specialisirt. 

Die in (8), (13), (14) vorkommenden Summenausdriicke sind 
numerisch kleiner (oder jedenfalls nicht grésser) als die Summen der 
numerischen Werthe ihrer Glieder U;(x, m), und somit die Integrale 
in (8), (13), (14) kleiner (bez. nicht grésser) als die Summe der Inte- 
grale iiber die numerischen Werthe der Glieder U;(x, @), folglich auch 


lim fee Dae, @)| < lin lim fee | Ui (a, @)|. 


Wenn wan also in irgend einer Weise Gréssen bestimmt, die grésser 
(oder wenigstens nicht kleiner) sind als die Integrale auf der rechten 
Seite in dieser Ungleichheit, so ist das Verschwinden der Summe 
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dieser Gréssen fiir @ = oo eine hinreichende Bedingung fiir das Ver- 
schwinden von lim J. 

Selbstverstindlich erhailt man also Specialfille der Satze 3, 4, 5, 6, 
3a, 4a, 5a, 6a, 3b, 4b, 5b, 6b, wenn man ganz einfach die zuge- 
hérigen Summenausdriicke durch die Summen der numerischen Werthe 
der Glieder ersetzt. Und zwar gilt es hierbei, dass die in den ver- 
schiedenen Sitzen eingefiihrten neuen Limesausdriicke in derselben 
Ausdehnung, wie die urspriinglichen, von ¢ und @ unabhingig sind: 
die immer stattfindende Unabhingigkeit von ¢ wurde nimlich eben 
dadurch bewiesen, dass wir zu Reihen iibergingen, deren Glieder > 
die numerischen Werthe der urspriinglichen Glieder waren (man sehe 
den Beweis des Satzes 2 mit Corollarium); und dasselbe war in der 
That auch der Fall bei dem Beweise, dass im Satze 3 (und folglich 
auch in 3a und 3b) der in Frage kommende Grenzwerth — mit der 
genannten Reservation — unabhiingig von «(q) ist. 

Aber es ist bemerkenswerth, dass die Benutzung der Form (14) 
des Limesausdruckes es gestattet, einige noch speciellere Siitze von 
besonderer Einfachheit aufzustellen. 

2. In dem Falle, dass die Glieder des Summenausdruckes in (14) 
durchgehends dasselbe Vorzeichen haben, z. B. immer negativ sind, 
d. h. wenn f(z) immer mit x wichst, so wissen wir nach den Beweisen 
der Siitze 8 und 9, dass der Grenzwerth (8) und also (nach dem 
vorigen Paragraphen) auch der-Grenzwerth (14) verschwindet. Wenn 
man also, bei irgend einer gegebenen Function f(x), eine integrable 
und zunehmende Function F(z) mit F'(-+ 0) =O bestimmen kann, 
welche iiberdies der Bedingung 


F(e+h)—F(@)>\fe+h—f@| (b>0) 


geniigt, so ist mit Sicherheit die Bedingung des Satzes 3b erfiillt, und 
also lim J = 0. Kine solche Function F(x) existirt immer, wenn die 
Derivirte f(a) [fir irgend einen e-Werth] im Intervalle 0... absolut 
integrirbar ist — sei es, dass f(x) ein- oder mehrdeutig ist (vgl. 
Note 1). Man setze nimlich dann 


F(a) = f \f@\ae. 
0 
Wie in der soeben erwiihnten Note bemerkt wird, lisst sich in diesem 


Integrale |f’(x)| durch /’(x) ersetzen, wo f(x) die obere Grenze fir 
die Werthmenge |/‘(~)| — bei festem 2 — bedeutet. Es ist also 


F(x) = f f(@)de, 
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a+h 
F(x@+h) — F(x) = J f'(a)da. 
Da andererseits (s. Note 1) 
ah 
fe +h) — f(a) = f Pera 
ist, und immer | /’(x)| < f(a), so folgt 


F(a +h) — F(x) > \f@+h) — f@)I- 


Da iiberdies F(x) stetig ist, und F(+ 0) = 0, kénnen wir also den 
Satz aufstellen: 

Satz 10. Es ist immer lim J = 0, wenn fiir hinreichend kleines 
é die (ein- oder mehrdeutige) Function f'(x) im Intervalle 0... & absolut 
integrirbar ist (doch immer mit Reservation fiir den Fall, dass f’(x) 
eine nicht-reductible Menge von Unendlichkeitsstellen hat). 

3. Wir bemerken ferner, dass immer 


(2 + 2‘) ™ r(2 + ss") < D(a, i) 


ist, wo D(w, 7%) die ,,Schwankung“ [s. Note 1] der Function f(”) im 
Intervalle 


bedeutet. Es gilt also, dass man in den Siatzen 4b, 5b, 6b den 
absoluten Werth des Summenausdruckes durch die Summe 
m—1 

D(a, 7%) 


(15) e+ 20 


ersetzen kann. Wenn wir der beliebigen positiven Grésse g@ den 
Werth 2 ertheilen, so ist unmittelbar ersichtlich, dass die (positive) 
Summe (15) kleiner ist als das Integral 


(16) v9.5) dz, 


a@(w) 


wo g(@,2) diejenige Function bedeutet, welche in jedem Intervalle 
= tee oe constant und gleich D(, i) ist. Das Integral (16) 
ist gleich 


M() {log « — log a(@)}, 
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wo M(m) einen gewissen Mittelwerth fiir D(@, i) bedeutet. Fiir das 
Verschwinden von lim J ist also nach dem Satze 6b hinreichend, wenn 
bei irgend einer Function a(m) der mehrerwahnten Art 


(17) lim M(@){log « — log «(@)} 


fiir irgend einen ¢-Werth verschwindet oder wenigstens mit ¢ un- 
endlich klein wird. 

Hier ist zu bemerken, dass zufolge der Annahmen iiber die 
Function f(z), immer lim M(@)= 0 ist. Bei stetigen Functionen f(z) 


ist dies selbstverstiindlich. Aber es gilt auch wenn beliebig nahe an 
« =O Unstetigkeiten vorkommen. Wenn nimlich 6 und © zwei be- 
liebig kleine positive Gréssen bedeuten, so kann man — da unendlich 
nahe an x=0Q nur unendlich kleine ,,Spriinge“ (s. Note 1) vor- 
kommen kénnen, weil f(+ 0) endlich und bestimmt ist — einen 
@-Werth @, so gross wihlen, dass diejenigen Strecken 

a 

on oy 
(zwischen 0 und «), welche Stellen mit Spriingen > 6 enthalten, 
simmtlich zwischen « = a(@) und « = « fallen, und in den iibrigen 
die Schwankung von f(7) immer <6-+ 0 ist. Derjenige Theil des 
Integrals (16) mit @ = @,, welcher sich auf diese letzterwahnten 
Strecken bezieht, ist kleiner als 


<3? ds. 
& 
@ (a) 
und fiir ein beliebiges @ >, gilt dann offenbar auch das analoge. 
Andererseits liegen diejenigen Intervalle = vee a+, welche Spriinge 
> «6 enthalten, selbstverstiindlich fiir alle @ >, zwischen a(@,) 
und ¢, Wenn 7(@) die Gesammtlinge dieser Intervalle bedeutet, und 
S(@) die grésste zu einem solchen Intervalle gehérende Schwankung 


von f(z), so ist derjenige Theil des Integrals (16), welche sich auf 
diese Intervalle bezieht, kleiner als 


alo). 5(@) | 
ce ( @) 
Aber dieser Ausdruck verschwindet fiir @ oo: denn zufolge der 


angenommenen Integrabilitit von f(x) ist lim 4(@)—0O, und S(q@) 


bleibt endlich, «(@,) ist constant. Man hat somit 


f aie. 8 dz <(o+0+28) | %, 


a\w) a(w) 
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wo 0 [und sogar 0 if 7 fiir @ <= oo verschwindet, und also ist 


M(@)<6+0+68. 
Da 6 und © beliebig klein waren, ist hieraus zu schliessen, dass 
lim M=0 


ist (unabhangig von «), Der Ausdruck (17) reducirt sich also (da « 
constant ist), vom Zeichen abgesehen, auf 
(18) lim M(@) . log a(@). 

Selbstverstandlich bleibt ferner die bei (17) ausgesprochene Be- 
dingung a@ fortiori hinreichend, wenn man darin die Grosse M(@) 
durch irgend eine andere N(a) ersetzt, von welcher nachgewiesen ist, 
dass N(@) > M() ist, aber lim N(@) = 0. 

Wir kénnen also folgendes aussagen: 

Satz 11. Es ist immer lim J = 0, wenn es fiir irgend eine Fune- 
tion «(a@) der oben angegebenen Art gilt, dass 


(19) lim N(@) . log «(@) 


wenigstens fiir hinreichend kleines ¢ numerisch unterhalb einer beliebig 
gegebenen Grenze liegt, wo N(@) irgend eine positive Function von @ 
bedeutet, von welcher bewiesen ist, dass — wenn g(@, x)' die oben 
definirte Function bedeutet, welcher wir kurz den Namen Schwankungs- 
function geben kinnen — 


(20) fr (0 ®) ay < N(w) fi 


a (w) @ (w) 


ist, und tiberdies lim N(@) = 0, was in der That immer stattfindet, 


wenn im (20) das Zeichen = gilt. 
Hieraus folgt ferner unmittelbar: 
. Satz lla. Es ist lim J=0O, wenn fiir irgend einen positiven 
0-Werth der Grenzwerth 
N(o) 
” one [e(ol]? 
sich so verhilt, wie im Satzc 11 tiber N(@) . log a(w) gesagt wurde. 

Da nimlich lim (log @ . a?) = 0 ist, so wird fiir hinreichend grosse 
@ das Product in (19) numerisch kleiner als der Quotient in (21). 

4. Selbstverstindlich erhilt man Specialfille dieser Sitze, wenn 
man N(q@) gleich der grissten A(@) der fraglichen Schwankungen setzt. 
Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass diese Bestimmung von N(@) 
nur dann in Frage kommen kann, wenn f(x”) im Intervalle 0... ¢ 
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stetig ist. Sonst wird niimlich offenbar niemals lim A(@) = 0. Freilich 
wird immer lim A(@) mit ¢ unendlich klein, aber hieraus folgt offenbar 
nicht, dass 

lim lim A(@) . log e = 0 

#=0 o=@ 
ist, und die obige Deduction verliert aus diesem Grunde ihre Giiltigkeit. 
Wenn dagegen f(x) bis z = ¢ stetig ist, so wird immer lim A(@) =0, 
und man hat folgende Siitze: 

Satz 12. Wenn f(x) stetig ist, so wird immer lim J = 0, wenn 
fiir irgend eine Function «(a@) mit den mehrerwahnten Eigenschaften 
lim A(@) . log a@(a@) 

wenigstens bei hinreichend kleinem «-Werthe numerisch unterhalb einer 
beliebig kleinen Grenze liegt; A(w) bedeutet hier die grisste Schwankung 


° ; ; 2 . ° 
von f(x), welche zu einem Intervalle 2 Se_ oe + - (oder zu einem Theile 


eines solchen) zwischen 2 = a(a@) und x = « gehért. 
Satz 12a. Wenn f(x) stetig ist, so wird limJ =0, wenn fiir 
irgend einen positiven 0-Werth die Grosse 
, A(o@) 
lim Fecal? 
sich so verhilt, wie oben lim A(@) . log a(a). 

Diese beiden Siitze lassen sich endlich auf folgende Weise speciali- 
siren : 

Satz 13. Wenn f(x) stetig ist, so wird lim J =0, wenn es 
wenigstens bei hinreichend kleinem « gilt, dass fiir alle Strecken von 
hinreichend kleiner Ausdehnung 8, welche zwischen «= B und «=é& 
fallen, das Product 

De log B 
numerisch wnterhalb einer beliebigen gegebenen Grenze liegt, wo Dg die 
zu den resp. Strecken gehirende Schwankung von f(x) bedeutet. 

Satz 13a. Wenn f(x) stetig ist, so wird lim J = 0, wenn fiir 
irgend einen positiven d-Werth der Quotient 


Ds 


? 
sich so verhiilt, wie oben das Product Dg . log B. 
Die Richtigkeit dieser Sitze geht unmittelbar hervor, wenn man 


in 12 bez. 12a a(@) == setzt. Es sei bemerkt, dass man offenbar 


die Worte ,,zwischen #6 und e“ auch durch ,,zwischen 0 und «€ 
ersetzen kann. 

Die Bedingung 13a ist (mit geringer Modification) dieselbe, welche 
Lipschitz im 63. Bande des Crelle’schen Journals hergeleitet hat. 
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Die Bedingung 13 findet man im Wesentlichen bei Dini 1. c. p. 49 
wieder. 

Der Satz 13a giebt unmittelbar: 

Satz 13b. Es ist lim J=—0O, wenn f(x) zwischen endlichen 
Grenzen bleibt. 

5. Es verdient im Anschluss zum Vorigen noch folgendes bemerkt 
zu werden. Es bedeute R(@, 2) irgend eine stetige Function, deren 
Derivirte auch eindeutig und stetig ist, und welche fiir 0<2¢< 1 die 
Eigenschaft R(w,z) > (@, 2) hat. Zufolge diesen Annahmen ist es 
erlaubt [s. Note III], diejenige partielle Integration vorzunehmen, 
welche zur folgenden Gleichung fiihrt: 

ft dz= R(@,«).loge— R(a, a). loga- J R02) log z dz. 
@ (w) (co) 
Da andererseits 


& 
. 


91M) apc “Reo, 9) de 
@ (w) . a@(w) . 

ist, so lasst sich folgendes aussprechen: 

Satz 14. Ks bedeute p(@, 2) die zu einem gewissen w gchirende 
, Schwankungsfunction [s. oben], und es sei fiir O<2<1 g(a,2)< R(a,z), 
wo (a, 2) eine nebst ihrer Derivirten R,(@, 2) eindeutige und stetige 
(aber mit @ veriinderliche) Function. von z bedeutet; dann ist immer 
lim J = 0, wenn es fiir irgend einen e-Werth und irgend eine Function 
a(@) der mehrerwihnten Art gilt, dass die zwei Limesgrissen 


lim R{@, «(@)] log «(@), lim [RO 2) log z.dz 
a=—o ames: 
numerisch je unterhalb einer beliebig gegebenen positiven Grenze liegen, 
wiihrend 
lim R(@, e) =0 


is — Hierbei ist zu bemerken: die letzte Bedingung kann offenbar 
nicht erfiillt sein, ohne dass « = « Stetigkeitsstelle fiir f(x) ist. 

6. Hier sei folgende Anmerkung eingefiigt. Die soeben hergeleiteten 
Bedingungssitze 11, 11a, 12, 12a, 14 lassen sich ein wenig modificiren, 
indem man unter D(@, 7) nicht die Schwankung von /(x) im Intervalle 
a : ts versteht, sondern die grésste vorkommende Schwankung 


in einer zwischen ae und srs fallende Strecke von der Liinge —, 
und in entsprechender Weise die Bedeutung von g(@, 2) und A(@) 
verindert. Es ist doch leicht ersichtlich, dass diese Verainderungen 


keine wesentlichere Bedeutung haben. 
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7. Eine Reihe verwandter Siitze wird erhalten, wenn man von 
der Summe (15) ausgehend folgendermassen verfahrt. 

Man ersieht sofort, dass das Verschwinden von lim J mit Sicher- 
heit schon dann erfolgt, wenn es bei einer Function @ mit lim @.«@ = oo 
gilt, dass fiir alle i >k 
D(a, i) < Ci-*, 
also 
(22) iD(@, i) < Ci'-? 
ist, wo 0 und C irgend welche positive Constanten bedeuten. Be- 
kanntlich convergirt naimlich die Reihe 


. 1 ° 


{=1 
und es ist somit 


" . 1 
= 23 (2i+e) me 


wenn lim k = oo ist. Ein Specialfall hiervon ist der Fall 


(23) iD(@,i)<ChH-*, O<d<1, 

woraus (22) folgt, da 1 — @ positiv ist. [Offenbar ist doch (23) hin- 
reichend auch fiir d > 1.] Die Bedingungsform (23) lisst sich auch 
so herleiten, dass man die Summe (15) [mit g—=1] in der Form 


m—1 


} ; 1 
k 
schreibt und observirt, dass die Ungleichheit 
‘ . 1 1 
(25) Di @i+i) ~ 2 


gilt, was sich leicht nachweisen lisst, Hieraus ergiebt sich ferner 
leicht folgende Erweiterung der fraglichen Bedingung (23): es ist hin- 
reichend, wenn unabhingig von 4 

i D(a, i) < 6(@, €).k 
ist, wo 

lim lim 6(@, )=0. 

e=0 = 
Denn nach (25) wird dann offenbar der Grenzwerth der Summe (24) 
gleich Null oder wenigstens mit ¢ unendlich klein. Man kann die 
letzte Bedingungsform auch so aussprechen, dass die Grésse D(a, %) 
in zwei Factoren D,(@,7) und D,(@, 7%) mit den Eigenschaften 


D,(o, i) <C*, D,(o, i) <6(@, «), lim lim o(@, s) =0 
e=0 w=@ 








e- 


in- 
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24) 
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4) 
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zerlegbar sein soll. Und es ist bei der Herleitung dieses Satzes die 
Annahme iiberfliissig, dass lim @ . @ <= oo sein soll; denn die Un- 
gleichheit (25) gilt unabhingig von k. 
Wir erinnern uns, dass D(@,%) die Schwankung von f(x) im 
2i+4+2 
@o 


Intervalle as .. bedeutet. Statt dieser Grésse ist es von Interesse, 


das Verhiltniss L(@,%) der Schwankung zur Liinge des Intervalles 
einzufiihren. Wir setzen also 


~.  2L(@, ¢) 
D (@, i) = — 
Die Bedingung (22) nimmt dann die Form 
(26) 2! L(@,i) <C#-8 (8 >0) 


an; und der obigen Zerlegung von D(a, 7) entspricht eine Zerlegung 
von L(@, 7) in zwei Factoren L,(@, i), L,(, ¢) mit den Kigenschaften 


ss L,(@, i) < Ck, L,(@,7) < t(@, €), lim lim t(@, «) = 0. 
e=0 wo 


Die Bedingung (26) ist immer erfiillt, wenn der Ausdruck links 
unterhalb einer endlichen Grenze G bleibt; denn das rechte Glied 
bleibt fir C—G und 6 <1 immer grosser als G. Dies liisst sich 
selbstverstindlich folgendermassen modificiren: es ist hinreichend, wenn 
fir hinreichend kleines ¢ 


(27) xl(B)< G (endliche Grosse) 


bleibt, wu a die untere Grenzstelle eines in die Strecke 0... ¢ fallen- 
den Intervalles von der Lange 6 bedeutet, 1(6) die durch £ dividirte 
Schwankung von f(x) in demselben Intervalle. Da dies also fiir ein 
beliebiges w bei beliebig kleinem # gelten soll, so muss fiir alle 
Strecken 6 (von beliebiger Kleinheit), deren untere Begrenzungsstelle x 
fest ist und nicht in den Nullpunkt fillt, 7(8) unterhalb einer end- 
lichen Grésse (@:) bleiben. Hieraus folgt mit Leichtigkeit, dass 
wenigstens die ,,obere“ Derivirte f}. (a) [sei es, dass dieselbe eindeutig 
oder mehrdeutig ist] an keiner von Null verschiedenen z-Stelle un- 
endlich sein kann. Dasselbe gilt aber auch fiir die ,,untere Derivirte‘ 


f’ (~). Man bemerke nimlich, dass wenn ** Lia, 7) unter einer 


endlichen Grenze bleibt, dasselbe auch fiir 9 L(a’, i) gilt, weil 


= Lia, i) d. h, D(@, #) endlich bleibt — und dass allgemeiner 


(«+ B) 1(B) mit x1(B) endlich bleibt, weil 61(8) [die Schwankung im 
Intervalle 6| unterhalb einer endlichen Grenze liegen muss. An allen 
von Null verschiedenen x ist somit /’(z) endlich (bestimmt oder un- 
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bestimmt) und also f(x) stetig. Und man kann die fragliche Bedingung 
einfach dadurch ersetzen, dass 


xf” (2) 
unterhalb einer endlichen Grenze bleiben soll (wo /’ (x) dieselbe Be- 
deutung, wie oben, hat; s. den Beweis des Satzes 10). Man bezeichne 
niimlich mit 4(@, i) bez. 4(B) die obere Grenze fiir /’(x) [bei der 


2i+2 


Variation von 2] im Intervalle 2! . = vez. im Intervalle £. 


Dann ist L(@,i)<A(@,%, 1(6)< A(8), 


und man kann somit in der Bedingung (26) bez. (27) A(@, i) bez. 
4(B) statt L(@, 7) bez. 1(8) einsetzen. Nach der Definition von 4(q, i) 
bez. 4(B) giebt es immgr im Intervalle =. .- its bez. B Stellen z, 


fiir welche f(x) beliebig nahe an A(@, ) bez. 4(8) kommt, Anderer- 
seits kann, wie wir sahen, in (27) 2 ebensowohl die obere als die 
untere Grenzstelle des Intervalles 8 bedeuten, und somit offenbar eine 
beliebige Stelle des Intervalles. Es folgt also, dass man in der Be- 
dingung (27) x|f’(#)| statt #1(8) schreiben kann, und dabei die Sache 
so verstehen, dass es erlaubt sein soll, fiir 2 jeden Werthe im Inter- 
valle 6 einzusetzen. Es entsteht m. a. W. ganz einfach die Bedingung, 
dass lim x \f"(x)| endlich (bestimmt oder unbestimmt) sein soll. 


Es ist hier zu bemerken, dass der specielle Fall, dass lim | f’(#)|—=0 
ist oder die Null als untere Unbestimmtheitsgrenze hat (vgl. Dini’s 
Arbeit p. 57), den Fall einschliesst, dass f’(#) von 0 bis ¢ (falls « 
hinreichend klein ist) absolut integrabel und fiir alle von Null ver- 
schiedenen x endlich ist (s. Note II). Dieser Fall ist aber ein Specialfall 
des Satzes 10. Dass es andererseits Functionen f(x) giebt mit f(+0) 
endlich (z. B. = 0) und z B. lim a f’(#%) = 1, ist ziemlich leicht zu 
finden, obgleich wir gegenwiartig nicht niher hierauf eingehen kénnen. 

Uebrigens ist auch zu bemerken, dass man in betreff der Grdsse 
A(@,%) eine ahnliche Factorenzerlegung, wie oben bei D(@, 7) und 
L(, i) vornehmen kann. 

Als die hauptsichlichsten Ergebnisse dieser Betrachtungen kénnen 
wir folgende Siatze bezeichnen: 

Satz 15. Es ist limJ—0O, wenn man darlegen kann, dass fiir 
hinreichend kleine «- Werthe, fiir hinreichend langsam mit * abnehmende 
Functionen «() und fiir irgend welche positive Constanten 0 und C die 
Ungleichheit 

i D(a, i) << Ci-? 


in allen Intervallen **..."*+* mit ¢>°* > a(a) gilt, wo D(a, ') 
die Schwankung von f(x) im Intervalle “ - rs bedeutet. 








ro r= 85 
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Und diese Bedingung lisst sich auch so modificiren, dass man 
i D(a, i) < Chi-* 

annimmt, wo k (wie immer oben) die kleinste in Frage kommende 
Zahl i bedeutet. [Ebenso sind auch gewisse andere oben niiher an- 
gegebene Modificationen méglich.] 

Satz 16. Es ist immer lim J = 0, wenn fiir hinreichend kleines 
é die Grisse a 

af” (x) 


im Intervalle 0... wnterhalb einer endlichen Grenge bleibt, wo f’ (x) 
die obere Grenze — bei festem x — fiir die Werthmenge |f' (x)| bedeutet 
(also speciell /’(a) = |f’(a)|, falls |f’(#)| bestimmt ist). 

In dem Falle, dass die obere Grenze fiir xf’(”) im Intervalle 
Q...2e mit ¢ verschwindet (vergl. Dini |. c. p. 57) ist f’(#) sehr oft 
absolut integrabel (vgl. Satz 10). Aber auch andere Fiille sind denkbar. 

Vergl. iibrigens auch die obige Darstellung bei (26) und (27). 

Offenbar setzt der gegenwiirtige Satz Stetigkeit fiir f(x) voraus. 

Diesen schon oben bewiesenen Siitzen fiigen wir noch den folgen- 
den hinzu: 

Satz 16a. Wenn f(a) fiir keine x swischen 0 wnd « unendlich 
ist (O excl.), so ist lim J = 0, wenn 


f (2) =f @)- fr @), 
lim f,'(”) = 0 
x=0 
ist, waihrend x fy (x) zwischen 0 und & mit wachsendem x durchgehends 
abnimmt, und wt 
af, (%) <C.k| ok ‘ 
an | a(o) << =< a(o) + <, 


ist, sobald 


wo a(w) irgend eine Function der mehrerwahnten Art bedeutet. 
Wie oben (p. 208) angedeutet wurde, sind hinreichende Be- 
dingungen erfiillt, wenn 4(@, 7) = A,(@, 7) . 4,(@, 7) ist, und 


4,(@, i) < e(@, €), lim lim ¢(o, «) = 0, **4,(@, i) < Ck. 

Und die letzte Ungleichheit findet wiederum immer stati, wenn die 
Grésse te 4,(@, ¢) mit wachsendem 7 durchgehends abnimmt, und itiber- 
dies thio) < C ist, sobald i>k. Aus der ersten Annahme folgt 
nimlich, dass fir i> °* a,(a, i) <>" a,(@, &) ist, und dies im 
Verein mit der zweiten Annahme (mit i =k) giebt unmittelbar 

2% ‘ 

— A,(@, 4) < Ck. 


Mathematische Annalen, LII. 14 
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Mit Anwendung hiervon leitet man den jetzt zu beweisenden Satz 
her — in analoger Weise wie die Bedingung (27) und nachher den 
Satz 16 aus der Bedingung (26). 8S. Note VII. 

8. Hieran kniipft sich noch eine fernere, von Dini mitgetheilte 
Bedingungsform, welche, wie der Satz 16, von der Zerlegung in 


Intervalle von der Linge ® unabhingig ist (aber jedoch nicht be- 
sonders einfach). 

Wie schon oben (§ 1) angedeutet wurde, kann man sagen, dass 
der Satz le in der Arbeit von Dini vorkommt, obgleich nur so, dass 
dabei die Function v(x) eine fiir den Satz in seiner Allgemeinheit 
ganz fremde specielle Bedeutung hat. Hiermit verhilt es sich in der 
That folgendermassen. 

Aus dem Satze 16a ist unmittelbar folgendes zu erschliessen: Bei 
einem beliebigen @-Werthe sei h die kleinste ganze Zahl, fiir welche 
die bei abnehmendem 2 unaufhérlich wachsende Function 


a fy'(z) < Ch 
ist, sobald 
£> *. 
Es sei ferner B(w) eine Grosse, welche die Bedingungen 
=" < pio) >=, Bf, (6) > Ch 


erfiillt, sonst aber auf beliebige Weise bestimmt werden kann. Wenn 


es nun gelingt, fiir die Function /,° irgend welche Bedingungen zu 
finden, deren Erfillung mit sich fiihrt, dass die Function B(m) die 
Kigenschaften unserer Functionen @(@) erhilt, so sind jene Bedingungen, 


im Verein mit den Annahmen, dass lim /,' (x) = 0 ist, und dass «/, (x) 
x=0 

bei der Verkleinerung von x bestiindig zunimmt, fiir das Verschwinden 

von lim J hinreichend. Man braucht aber zu dem genannten Zwecke 


nur vorzuschreiben, dass die (immer positive) Function x/,’ (7) wenigstens 
fiir hinreichend kleine z-Werthe bei wachsendem x abnimmt, und dass 


f, (a) auch die tibrigen im Satze 1c fiir die Function v(x”) vorgeschriebenen 
Bedingungen erfiillt. Zum Satze le gehért als hinreichende a-Be- 


dingung, dass 2) oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze bleibt. 
Nun hat ja aber B(o) die Eigenschaft 6 f,'(8) > Ch, woraus folgt 


RBS Gg bh. 
o = o8 


Da immer 8 > 6 ist, bleibt a und somit a) oberhalb einer von 


Null verschiedenen Grenze. Weil dies ohne irgend einer Ausnahme 








is 
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der Fall ist, erfiillt also 8(@) die genannte a-Bedingung des Satzes 1c, 


falls /,'(a) die ebenda fiir »(a) vorgeschriebenen Eigenschaften hat 
(man bemerke, dass zufolge der oben fiir B festgestellten Ungleich- 
heiten und der Bedeutung der Zahl h, sei es dass 


lim 2 fy () =00 oder < oo 
e=0 
ist, mit Sicherheit 
lim B(@) = 0 


ao 


ist). Wir kénnen somit den folgenden Satz aufstellen: 
Satz 17. Es ist lim J =0, wenn man 


f (*) =f (@) + fy’ (2) 
lim f,' («) = 0 


setzen kann, wo 


ist, und fy (x) die im Satze 1c fiir die Function v(x) festgestellten Be- 
dingungen erfillt (wenigstens in einer hinreichend kleinen Strecke 0... ¢). 

Dieser Satz ist (im Wesentl.) der obengenannte, von Dini hergeleitete 
(l. c. p. 68, 69). Besonders einfach ist derselbe nicht, da die fiir v(x) 
geltenden Bedingungen ein wenig complicirt sind. Obgleich Dini 
seinen Satz in einer Form bewiesen hat, welche in gewissen Hinsichten 
von der obigen Herleitungsform abweicht, so geht doch aus unserer 
Darstellung hinreichend deutlich hervor, auf welche Weise der obige 
Satz le in Dini’s Darstellung zur Anwendung kommt. 

S. tibrigens die Note VI, welche eine auf diesen Paragraphen sich 
beziehende Bemerkung enthiilt. 


§ 6. 
Dritte Reihe von Bedingungen. 


1. In diesem Paragraphen werden wir uns denken, dass f(a) aus 
anderen Functionen zusammengesetet ist, und Bedingungen fiir das 
Verschwinden von lim J in der Form von Eigenschaften dieser Func- 
tionen aussprechen, statt direct auf /(#) zu beziehen. Man kann auf 
diese Weise zu Sitzen gelangen, welche in gewissem Sinne Verall- 
gemeinerungen der obigen Sitze sind. 

Selbstverstiindlich kann es sich hierbei nur darum handeln, die ein- 
fachsten — und daher auch wichtigsten — Fille in Betracht zu ziehen. 

Zuniichst kénnen wir folgendes aussprechen. 

Satz 18. Es ist lim J =0, wenn man f(x) in ewei Glieder zer- 


legen kann: 
f(a) = F(x) + 1(@) 


wo 


14* 
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lim im f F(a) ™2** de = 0 
ist, wahrend 
(28) fix@| az =o. 
4 


Der Beweis ist leicht. Man hat 


J-fFe 2) DOR? ay + fr (a) ° an O88 25. 


Vom ersten Gliede auf der rechten Seite haben wir angenommen, dass 
es fiir @ — oo verschwindet. Ferner ist 


fx" a= dx | = 20 | fae ines dx | < zo- fix) au 








Da das letztere Integral nach unserer Annahme unabhiangig von @ 
verschwindet, wird also das zweite Integral im Ausdrucke fiir J unab- 
hingig von @ gleich Null, und somit lim J—0. — Offenbar kann 
man ganz allgemein sagen, dass lim J sich fiir zwei verschiedene 
Functionen f(#) auf ganz dieselbe Weise verhalt, wenn die Differenz 
y4(x) dieser Functionen der Bedingung (28) geniigt. Und diese Be- 
dingung ist, wenn x(x) durchaus endlich ist oder nur »hebbare“ Un- 
endlichkeiten hat, damit gleichbedeutend, dass wenn 6 eine beliebig 
kleine positive Grésse bedeutet, diejenigen x im Intervalle 0... <¢, fiir 
welche |y(a)| > ist, eine Menge vom Inhalt Null bilden (s. Note I). 

Corollarium I. Wenn fiir irgend eine Function / (2) der Grenz- 
werth lim J = 0 ist, so bleibt dieses Verhiltniss bestehen, wenn man 
/(a) so veriindert, dass man eine nicht-ausgedehnte Menge hebbarer 
Unendlichkeiten oder anderer hebbarer Unstetigkeiten einfiihrt — auch 
wenn diese in jedem Intervalle 0...0 vorkommen, so dass f(+ 0) 
nicht = 0 wird (wenn man nicht von diesen Unstetigkeiten absieht). 

Corollarium II. Die oben immer angenommene Findeutigkeit 
von f(x) ist in Bezug auf das Verhalten von lim J nicht wesentlich, 
sobald nur /(+ 0) = 0 (ohne Zweideutigkeit) ist, und f(x) integrabel. 
Wenn nimlich g,(”) und g,(x) zwei eindeutige Functionen sind, welche 
je in einer mebrwerthigen f(z) eingehen [in dem Sinne, dass fiir alle 
a der Werth g,(x) bez. g.(~) zur Menge f(x) gehért], so verschwindet 
immer das zwischen zwei beliebigen Grenzen innerhalb des betrachteten 


Gebietes genommene Integral J \91(@)— ga (x)| dx (s. Note 1). 
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Unmittelbar ergiebt sich jetzt der folgende zweite Satz: 
Satz 19. Es ist limJ—0O, wenn f(x) unter der Form einer 
Summe zweier Functionen f,(x) und f,(%) dargestellt ist, 
f (2) — f,(@) + f2(2), 
fiir welche, bet irgend einem =e, 


lim fff () Sore dz=0, pny 
0 . 





ist, oder allgemeiner, wenn man 


f(@) = fy) + fh(@) + x(@) 
hat, wo f,(x) und f,(x) denselben Bedingungen geniigen, und x(x) der 
Bedingung (28). 

2. Hine hiibsche Anwendung dieser einfachen Siitze ist die folgende 
Herleitung eines Satzes, welcher, so viel ich weiss, zuerst von 
du Bois Reymond ausgesprochen wurde*). 

Man setze 


v(a) = 5% ff(e)de. 


Dann ist unter allen Umstanden 
, 1d ¢. 1 
V(t) =F ae [fede — a [teas 
0 


(wo w(x) und AA J f (2) dz ein- oder mehrdeutige Functionen bedeuten) 


und somit 
£ / f(s) de = xv’ (2) + v(x) 
oder 
f(x) = xv’ (x) + o(x) + 2x(2), 
wo 


u(2) = f(a) — gq fra. 


Nach den Satzen 7 und 10 hat man, wenn w’(x) absolut integrabel ist, 


lin fev) dem 0, lim foe) 3" de =o. 
0 
Dann ist naémlich auch x ’(x) absolut integrabel; und dies gilt auch 


*) Comptes rendus 1881. 
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in dem Falle, dass ~’(x) mehrdeutig ist; also wird nach dem Satze 7 
und dem Corollarium II zum Satze 18 der erste der Grenzwerthe gleich 
Nall*). Andererseits ist die Function w(x) offenbar stetig an allen 
von Null verschiedenen Stellen, und die Stetigkeit wird in der That 
auch fiir = 0 bestehen; denn es ist 


2 ft dz = 255), 


wo m(x) zwischen der unteren und der oberen Grenze fiir f(z) im 
Intervalle 0... liegt, weshalb lim m(x) =O ist, und also auch 


x=0 
v(+0)—0. Wenn nun iiberdies y’(x) absolut integrabel ist, so 
wird nach dem Satze 10 der zweite der fraglichen Grenzwerthe gleich 
Null. Endlich folgt aus der Note 1, dass die Function x(x) der Be- 
dingung (28) geniigt. Aus diesen Umstinden folgt nach dem vorigen 
Satze, dass wir folgendes behaupten kénnen: 
Satz 20. Es ist lim J =—0, wenn fiir irgend einen «-Werth die 


Function 
= {2 J f (2) ds} 


im Intervalle 0... absolut integrabel ist. 
Dini hat einen allgemeineren Satz aufgestellt, welcher aussagt, 
dass lim J =0 wird, wenn 


O190-+.% a #{2 _ _f fi fre 


in einem Intervalle 0... ¢ absolut integrabel ist, wo ,, M....@n 
stetige Functionen von x sind, welche nebst ihrer Derivirten gewisse 
ziemlich ausfiihrliche Bedingungen erfiillen. Es lisst sich dies in 
analoger Weise, wie der Satz 20 beweisen — wobei die obige Zerlegung 
von f(x) in drei Glieder durch eine Zerlegung in mehrere Glieder 
ersetzt wird. Wir fiihren diesen Beweis hier nicht aus (vg). die Dar- 
stellung von Dini, 1. c. p. 77—82). 


*) Hierbei ist zu bemerken: 2 ’(x) hat nicht nothwendig den bestimmten 
Grenzwerth Null, wie im Satze 7 iiber f(x) angenommen wird; aber es gilt in 


der That, dass lim J = 0 ist, sobald fe) absolut integrabel, auch wenn f(-+0) 


nicht den bestimmten Werth Null hat, wie aus der Bemerkung nach dem Satze 7 
unmittelbar hervorgeht (doch muss in Unbestimmtheitsfillen selbstverstindlich 
die untere Unbestimmtheitsgrenze gleich Null sein, vergl, Note II). 
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3. Es sei jetzt f(z) — immer mit f(+0)—0 — als Product 
aus zwei Factoren dargestellt, 


f(z) = 9() . F(2), 
wo also entweder p(+0) = 0 oder F(+0) —0 ist. Es giebt dann 
vorzugsweise zwei Mittel, um Bedingungen fiir das Verschwinden von 
lim J auf EKigenshaften von m(x) und F(x) zuriickzufiihren, nimlich 
die partielle Integration und die Anwendung des sogenannten ,,zweiten 
Mittelwerthsatzes“. 
Man erhalt durch partielle Integration 





@) F— 9) (Fe) HT ae — [9 (2) de [Fey 3** as 
0 J / 
oder auch 


(29a) J= (+ fi F(a) 222? dz + fi @ (a) de Fe —— 


Und diese partielle Integration ist erlaubt, wenn we stetig und |g’ (z)| 
integrabel, sowie auch F(x) integrabel *). 

Nach (29) wird unter diesen Voraussetzungen lim J = 0, wenn 
man tiberdies annimmt, dass (bei irgend einem «) 


lim f F(a) ™@2* dz = 0 


o=—o 


ist. Denn erstens verschwindet fiir @ == oo das erste Glied auf der 
rechten Seite in (29), da g(é) endlich ist. Zweitens gilt dasselbe 
auch fiir das zweite Glied: da nimlich das erste Integral in (29) fiir 
alle=<1, incl. ¢==0, bei unbegrenzt wachsendem @ die Null als 
Grenzwerth hat, so muss die Annaherung an diesen Grenzwerth noth- 
wendig gleichmdissig sein; wenn also 6 beliebig klein ist, so wird fir 
hinreichend grosse @ das Doppelintegral numerisch kleiner als 


five) da. 


In dem Falle, dass g(+9) =—0 ist, braucht man in Bezug auf das 
erste Integral in (29) [oder (29a)] nur anzunehmen, dass es bei der 
Variation von @ zwischen festen endlichen Grenzen bleibt. Dann 
wird namlich das erste Glied im J-Ausdrucke (29) mit ¢ unendlich 
klein, und ebenso das zweite, falls g'(x) absolut integrabel. Wir 
kénnen somit den folgenden Satz aussprechen: 








*) S. Note ILL 
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Satz 21. Es ist lim J =O, wenn man 
f(x) = (x). F(a) [7(+ 0) = 0] 
hat, wo (x) stetig, \p'(x)| und F(x) integrabel sind, und iiberdies 
a) falls F(+0) = 0 und p(+0) +0, das Integral 


(30) fi F(x) 2%? dz 


(bei irgend einem «) fiir @ = co verschwindet, b) falls p(+ 0) =0, 
das Integral 


fro — P40) “3 ae 


fiir @ = co verschwindet, oder wenigstens das Integral (30) unabhdngig 
von @ numerisch unterhalb einer endlichen Grenze liegt. 

Hier sei folgendes bemerkt. Wenn man p(x) = 1 setzt, und iiber 
die Function F(x) [mit (+0) — 0] annimmt, dass sie irgend eine 
der in den Paragraphen 3—5 fiir f(x) aufgestellten Bedingungen erfiillt, 
so geht der jetzt bewiesene Satz in den entsprechenden friiheren Be- 
dingungssatz iiber. Auch lisst sich der Satz 21 in demselben Sinne 
als Verallgemeinerung des ,,Fundamentalsatzes“ 3 auffassen. Es liegt 
hier die Frage nahe, ob fir g(+0)=+0 auch in dem Sinne eine 
Verallgemeinerung stattfindet, dass die Bedingungen in 21 in der Weise 
erfiillt sein kénnen, dass F(x) der Fundamentalbedingung im Satze 3 
geniigt, ohne dass dies auch fiir f(x) der Fall ist. Und man kann 
ebenso fragen, ob fiir m(+0)—0O lim J=0O sein kann, ohne dass 
f(z) zum Gebiete des Fundamentalsatzes gehért, wenn g(z) und F(a) 
den Bedingungen des Satzes 21 geniigt, und iiberdies die fiir das 
Integral (30) vorgeschriebene Eigenschaft, endlich zu bleiben, auf einer 
Kigenschaft der Function F(z) beruht, welche der gleicht, die im Funda- 
mentalsatze fiir f(a”) festgestellt wurde, niimlich derjenigen, dass das 
Integral in (8) unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Die Ent- 
scheidung dieser Frage scheint in der That nicht ganz so einfach zu 
sein, und wir kénnen um so mehr dieselbe bei Seite lassen, als das 
daran gekniipfte Interesse doch nicht so besonders gross ist, da es 
sich jedenfalls um sehr specielle Verhiltnisse handelt (vergl. die Be- 
merkungen beim Satze 3). [Auch bei den Sitzen 18, 19 kann man 
die entsprechenden Fragen machen; aber es ist nahezu augenscheinlich, 
dass sie dort zu verneinen sind.] 

4. Der ,,zweite Mittelwerthsatz“ giebt folgendes : 

Satz 22. Fiir 


f(@) = p(2) - F(z) [f(+ 9) = 0] 


ist lim J =0, wenn in einer hinreichend kleinen Strecke 0... die 
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Function (x) monoton, F(x) integrabel ist, und wenn ausserdem 
(+0) einen endlichen Werth hat, und 


. . sin ora 
(31) lim f F(x) =°** dz =0 


ist. Im Falle »(+ 0) =0 braucht der Grenzwerth (31) nur endlich 
(bestimmt oder unbestimmt) zu sein, 

Aus dem erwahnten Satze (s. Note IV) folgt namlich unmittel- 
bar, dass 


J = 9(+0) [F@ mere de (0<O<1) 


wird, sobald F(x) integrabel ist, und |m(x)| bei wachsendem x ab- 
nimmt (oder wenigstens nicht zunimmt). Und der Fall, da |p(z)| 
zunimmt, reducirt sich auf den genannten bei einer Substitution der 
Form (x) = (a) + C, indem diese 

J 


d . . 3 . 
J f (0) ee da f (a) - F(x) O"" da + C f F(a) oe dx 
9 


giebt, und die Constante C sich immer so bestimmen lasst, dass fiir 
hinreichend kleines 0 die Function |~(z)| im Intervalle 0.,.0 nicht 
zunimmt. Im Falle g(-+-0)=0 kann man den numerischen Werth von C 
beliebig klein nehmen (obgleich d mit |C| verschwindet). Dies zeigt 
die Richtigkeit der letzten Behauptung im Satze 22, da in den be- 
trachteten Integralen der Werth von ¢ unwesentlich ist (sobald @ nur 
in Bezug auf @ constant bleibt). 

Auch dieser Satz verallgemeinert die Bedingungssiitze der §§ 2—5 
in demselben Sinne wie der vorige: wenn man vorschreibt, dass F'(z) 
den Bedingungen eines solchen Satzes geniigen soll, so entsteht ein 
Satz, welcher fiir m(z)—=1 mit jenem Satze zusammenfallt. Auch 
hier kann man ferner fragen, ob eine Verallgemeinerung in der 
anderen, beim vorigen Satze naiher angegebenen Bedeutung stattfindet. 
Diese Frage ist hier leicht zu entscheiden: die Monotonie von () 
beachtend, zeigt man ohne Schwierigkeit, dass sie in der That zu 
verneinen ist; es diirfte iiberfliissig sein, dies naher auszufiihren, 

5. Aus den Sitzen 21 und 22 erhilt man verschiedene Special- 
sitze, wenn man die Bedingungen fiir Endlichbleiben des Integrals 
(30) [(31)] néher verfolgt — was zu einer, wenigstens theilweise 
leicht gefundenen Verallgemeinerung der ganzen obigen Theorie fihren 
wiirde, worauf wir hier nicht niaher eingehen werden. Vergl. die 
Untersuchung von Dini, wo durchgehends f(x) = a(x). B(x) an- 
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genommen wird, wo a(x) monoton ist, und die Fille unterschieden 
werden, dass a(-+0) gleich Null oder nicht gleich Null ist. 

Selbstverstindlich kann man iibrigens inbetreff der Natur der 
Factoren (a) und F(x) specielle Annahmen machen und dadurch 
verschiedene specielle Sitze erhalten (aus den obigen Sitzen 21, 22 
oder in irgend einer anderen Weise). Vergl. die Darstellung von 
du Bois-Reymond in der obengenannten Abhandlung ,,Unter- 
suchungen iiber die Convergenz etc.“ 


§ 7. 
Geometrische Deutung des Satzes 8. 


1. Die im Satze 8 vorkommende Summe (10) lasst sich in der 
folgenden Form schreiben: 


+ (7—2+0) 
tS +5)- St-aE+ D+ +*F) 
i=k » o 
“3/649 
+(—1)9- 5 ¢(2 4249), 





wo © =0 oder = 1, jenachdem p gerade oder ungerade. Das erste 
Glied verschwindet immer fiir @ = oo, und das letzte wird wenigstens 
mit ¢ unendlich klein. Ferner ist die Summe 


F(p-2+0) + (p—2+40) 
1 
a (dur): 
ix=k i=k 


wo As;, vom Zeichen abgesehen, den Flicheninhalt desjenigen Dreiecks 
bedeutet, dessen Eckpunkte die Abscissen 

x sé 606s 2i+1 2¢-+2 

ote at oa’? at o 


und die Ordinaten 
‘S+S GSS E+ 


hat (und Ag; ist positiv oder negativ, je nachdem der mittlere Punkt 
oberhalb oder unterhalb der Verbindungslinie der beiden anderen liegt). 
Es lasst sich also der Satz 8 in der folgenden Form aussprechen: 
Satz 8a. Es ist lim J=0, sobald ¢ und a(@) sich so bestimmen 
lassen, dass wenn innerhalb der Strecke )...& eine stetige Reihe von 


Dreiecken in der Curve y =f (a) eingeschrieben ist mit 2 = x als 
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1 


untere Grenestelle und je -, me = als Projectionen der Seiten auf die 
z-Aze, die algebraische Summe dieser Dreiecke, je durch die x-Pro- 


jection = dividirt, unabhidngig von @ und von der Anzahl der Dreiecke 


zwischen endlichen Grenzen bleibt. [Wie der Ausdruck ,,stetige Reihe 
von eingeschriebenen Dreiecken“ hier zu verstehen ist, diirfte aus dem 
Vorigen hinreichend deutlich sein] 


Fir « == ist diese Bedingung unwesentlich von derjenigen ver- 


schieden, welche Kronecker |. c. p. 653 ausspricht. Aus der Her- 
leitung der Bedingungsform 8a ist nimlich leicht ersichtlich, dass 


2k— 


man darin die Dreiecksreihe ebenso gut von der Abscisse als 





2k 
von — anfangen kann. 


2. Ferner ist zu bemerken, dass die Bedingungen des Satzes 8 
erfiillt sind, wenn (fir <1, p< 2m) die Grésse 


2. 
w Pp 
d 1 : ; 
(32) of [reas ~i>srE+5) 
i=0 
numerisch unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Aus dieser An- 


nahme folgt namlich, dass dasselbe auch fiir die Summe 


= (p+e) 
° i jas —2 S78 -*E14 29h 


gilt, wo © = 0 oder —1, je nachdem p gerade oder ungerade, und 
somit auch fiir die Differenz dieser beiden Ausdriicke: 


5 (P+0) 


ate 
«fins a Zn +*F5+4 Bre +5 


Und hier kann man das erste Glied weglassen, da dasselbe jedenfalls 
numerisch kleiner ist als der Maximalwerth von |/(z)| im Intervalle 
0...¢. Der tibrige Theil des Ausdruckes reducirt sich aber bis auf 
eine endliche Anzahl von Gliedern auf die Summe 


> (—1yr(2 + 4), 


welche also numerisch unter einer endlichen Grenze bleibt. Die Be- 
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dingung des Satzes 8 ist somit erfiillt. Andererseits ist die Annahme (32) in 
damit gleichbedeutend, dass die Summe N 
ba 
Pp @ 
1 [.fs é «x t+1 
Dol fred — E+ +E +4} - 
. su 
numerisch unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Aber jedes Glied at 
in dieser Summe bedeutet geometrisch ein ,,Segment“ (mit + oder —) 
der Curve f(z) 0 mit der x-Projection -, durch diese Projection ' 
dividirt. Der Satz 8 enthilt also den folgenden: fi 
Satz 8b. Es ist limJ—=—0O, wenn es fiir hinreichend kleines ¢ 
gilt, dass eine in der Curve y = f(x) eingeschriebene, von x = 0 aus- ¢ 
gehende und nicht iiber x = & hinaus sich erstreckende gebrochene Linie, I 
deren Glieder alle dieselbe x-Projection haben, unabhiingig von Grosse P 
und Anzahl der Glieder die Eigenschaft hat, dass die algebraische j 
Summe der entsprechenden Curvensegmente, je durch die x-Projection ] 
dividirt, zwischen festen endlichen Grenzen liegt. 


Diesen Satz findet man bei Kronecker, 1. c. p. 655. Auch die 
obige Herleitung desselben ist sehr unwesentlich von der Kronecker’- 
schen verschieden. 

Die von Holder in der oben citirten Arbeit aufgestellte hin- 
reichende Bedingung fiir Entwickelbarkeit einer Function in eine Fourier’- 
sche Reihe ist im Satze 8b enthalten. 





§ 8. 
Die urspriingliche Dirichlet’sche Integralform. 
Es ist 


. = One sin Ore 4 sin @ 1 x " 
fro ete = fro pert ae a 
0 
sin hehe 
+x five ae 


- fre x P(x ) ere det x fre gy BON ay 





81n wx 


wo P(x) eine fiir |x| < 1 convergente Dignitiitsreihe bedeutet. Nach 
dem obigen Satze 7 wird der Grenzwerth (fiir @== 00) des ersten 
Integrals auf der rechten Seite gleich Null, sobald f(x) endlich und 
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integrabel ist: denn 2 f(x) P(x) hat dann fir s—-+ 0 den Werth 
Nall, und f(z). P aay ist integrabel. Man erhilt also 


sin & 


lim f(a) Boxe sin ox oo lim fre 4% sin ox 


Hiermit ist bewiesen dass (wie oben behauptet wurde) die Unter- 
suchung des urspriinglichen Dirichlet’schen Grenzwerthes (1) sich 
auf die Untersuchung des oben betrachteten Grenzwerthes lim J reducirt. 


Note I. Die Schwankung einer Function in einem gewissen Inter- 
valle ist die Differenz zwischen der oberen und der unteren Grenze 
fiir die Functionswerthe im Intervalle. Der Sprung einer eindeutigen 
Function an einer Stelle « ist der Grenzwerth, fiir d =0, von der 
Schwankung im Intervalle z—0d...2%-+ 6. Der Inhalt einer Punkt- 
menge ist die untere Grenze fiir die Gesammtlinge von Strecken (mit 
endlicher Anzahl), welche die Menge vollstiindig einschliessen (so dass 
jede zur Menge gehorende Stelle innerhalb einer solchen Strecke liegt). 
Eine Menge vom Inhalt Null heisst auch discrete oder nicht aus- 
gedehnte Menge. 

Eine in einem gegebenen Intervalle eindeutige und endlich bleibende 
Function f(x) ist bekanntlich in diesem Intervalle ,,integrirbar“, wenn 
man nach der Wahl einer beliebig kleinen positiven Grosse 6, eine 
solche Zerlegung des Intervalles in Partialintervalle 0; finden kann, 


dass die Summe > aD: <6 wird, wo D; die Schwankung von f(x) 


im Intervalle 0; bedeutet. Aber die Integrabilititsbedingung lasst sich 
auch so formuliren: wenn 6 beliebig klein ist, so sollen die Stellen z, 
an denen der Sprung von f(x) grésser als o ist, eine Menge vom 
Inhalt Null bilden (s. Pasch, Math. Ann. Bd. 30; vergl. auch eine 
Arbeit vom Verf., ,,Functionentheoretische Bemerkungen und Satze“, 
Acta Univ. Lundensis, Tome XXXIII, p. 37). 

Wenn Unendlichkeitsstellen vorkommen, kann man mit Harnack 
(Math. Ann. Bd. 24, p. 220) die Integrabilitat in jedem denkbaren Falle 
folgendermassen definiren: erstens sollen die Unendlichkeitsstellen eine 
nicht-ausgedehnte Menge bilden, und zweitens soll es gelten, dass 
wenn man diese Stellen in eine endliche Anzahl von Intervallen ein- 
schliesst und eine Function ~(x) so definirt, dass innerhalb dieser 
Intervalle w(x) = 0 ist, sonst aber gleich f(x), die tiber das fragliche 
Intervall erstreckte Integration von (x) zu einem Werthe fiihrt, 
welcher beliebig wenig von einer gewissen bestimmten endlichen Grésse 
abweicht, wenn die Gesammtlinge der Strecken, welche die Unend- 
lichkeitsstellen einschliessen, hinreichend klein ist (und jene Grisse 
ist der Werth des Integrals). — Es ist hiernach an sich klar, dass 
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wenn eine Function f(x) integrirbar ist, diese Eigenschaft bestehen 
bleibt, wenn man eine nicht-ausgedehnte Menge von ,,hebbaren“ Un- 
endlichkeitsstellen einfiihrt, d. h. solche, fiir welche f(x) — -+- oo ist, 
wihrend f(z +0) und f(z — 0) endlich bleiben. Es gilt tibrigens ganz 
allgemein, dass eine integrirbare Function (endlich bleibend oder nicht) 
integrirbar bleibt, wenn man fiir eine nicht-ausgedehnte x- Menge in 
ganz beliebiger Weise die Functionswerthe verindert. 

Eine integrirbare Function kann bekanntlich nicht ,, total unstetig“ 
sein: in jeder Theilstrecke miissen Stetigkeitsstellen vorkommen. 

Aber die Integrirbarkeit ist nicht auf eindeutige Functionen be- 
schrinkt: eine mehrdeutige Function f(x) ist integrirbar, wenn jede 
eindeutige Function g(x), fiir welche bei jedem x der Werth g(x) zur 
Menge f(#) gehort, integrirbar ist, woraus leicht hervorgeht, dass 
das Integrationsresultat nicht von der Wahl von g(x) abhingt, und 
sogar dass man g(x) als die obere oder untere Grenze fiir die Menge 
f(x) bestimmen kann, ohne den Integralwerth zu veriindern. Es er- 
giebt sich auch ohne Schwierigkeit, dass eine integrirbare mehrdeutige 
Function fiir eine in jedem Intervalle condensirte 7-Menge eindeutig 
und stetig ist. 


Die ,, Integralfunction“ / f(¢)dz ist immer, falls f(x) integrabel, 


eine stetige Function von x, unabhingig davon, ob f(x) endlich bleibt, 
oder nicht*) (s. Harnack 1. ¢. p. 220—222). Die Derivirte derselben 
(welche integrabel aber nicht immer eindeutig ist) fillt an allen Stetig- 
keitsstellen von f(a) mit f(x) zusammen (s. z. B. Liiroth und Schepp, 
Bearbeitung von Dini’s Fondamenti etc. p. 368) und giebt also, da 
diese Stellen iiberall condensirt sind, dasselbe definite Integral, und 
die Differenz 


fia) — gf teas 


hat die Kigenschaft, dass diejenigen Stellen, an denen dieselbe nume- 
risch grésser als ein beliebig kleines 6 ist (oder bei Mehrdeutigkeit 
sein kann), eine Menge vom Inhalt Null bilden. 

Wenn eine Function sowohl integrabel ist, als auch die Higen- 
achaft hat, die Derivirte (eindeutig oder mehrdeutig) einer stetigen 
Function — der ,,primitiven Function“ — zu sein, so fallen die 


Integralfunction J und die Primitive bis auf eine additive Constante 
zusammen, es ist m. a. W. 


*) Sowie auch von der Vertheilung der »-Stellen. 
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ete 
fe +h) — fa = f reas, 


wenn f(x) stetig, und f(x) integrabel ist — jedoch unter der Voraus- 
setzung, dass /'(x) hdchstens eine ,,reductible“ Menge von Unendlichkeits- 
stellen hat (s. Harnack l.c. p. 222— 223), was im Vorigen (s. die 
Kinleitung) immer vorausgesetzt wurde. 

Note Il. Bei Functionen f(a), fiir welche f(+ 0) = + oo ist 
(ohne Unbestimmtheit), gilt es selbstverstiindlich als nothwendige (ob- 
gleich nicht hinreichende) Bedingung fiir Integrabilitit in einer hin- 
reichend kleinen Strecke 0... 0, dass (von hebbaren Unendlichkeiten 
abgesehen ) lim xf(x) =O ist oder die Null als untere Unbestimmt- 


heitsgrenze hat. 
Note III. Die durch partielle Integration gewonnene Formel 


(A) foreae = 9(b) f f(e)de — f g(a) de f f(e)de 


ist richtig, sobald p(x) stetig, |p’(x)| integrabel, und |f(z)| integrabel 
ist, sowie auch g(x) und f(x) héchstens fiir eine reductible ~-Menge 
unendlich gross. Dies liisst sich folgendermassen zeigen. Man hat 
immer mit Sicherheit 


x zx 


vie) fre ae! = (xz) - J fea + (2) Ji@az 


(was bei Mehrdeutigkeit der linken Seite so zu verstehen ist, dass die 
rechte Seite in ganz derselben Weise mebrdeutig ist). Es ist also auch 


i Lovey f 100 a} = p(2) f(x) + we) f reas 


+o9@) {ie fre ae — 2} 


Zufolge der Stetigkeit von g(x) und der absoluten Integrabilitit von 
f(x), ist das erste Glied auf der rechten Seite eine integrable Function 
(s. z. B. Liroth und Scnepp l.c. p. 419, § 226). Dasselbe gilt auch 
fir das zweite Glied, da p’(~) absolut integrabel, und der Integral- 
factor stetig ist. Und das letzte Glied giebt, unabhingig von z, 
bei definiter Integration den Werth Null, wie aus der ersten Note 
folgt. Der ganze Ausdruck rechts reprisentirt also eine integrable 
Function. Folglich ist auch die Function auf der linken Seite inte- 
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grabel. Diese Function ist andererseits die Derivirte der stetigen 


Function g(x) f f(z)dz. Also ist (s. Note 1) das definite Integral 


der linken Seite von a bis b gleich der Differenz zwischen den 
Werthen der letztgenannten Function fiir «= b und x =a, d. h. gleich 


6 
9 (0) | fade. 


Wenn man auch rechts von a bis 0 integrirt, so geht die zu bewei- 
sende Gleichung (A) hervor. Zu bemerken ist doch hierbei, dass es 
in der That hinreicht, wenn man voraussetzt, dass die eine der Func- 
tionen, deren absolute Integrabilitét oben angenommen wurde, absolut 
integrabel ist (obgleich beide integrabel sein sollen). Der Beweis wird in 
diesem Falle etwas ausfiihrlicher (vgl. Liiroth u. Schepp, |. ¢. p. 493). 

Note IV. Der sogenannte zweite Mittelwerthsatz in der Integral- 
rechnung enthalt Folgendes: Wenn f(z) in einem Intervalle a... b 
endlich und integrirbar ist, und g(x) von a bis b niemals das Zeichen 
iindert und niemals numerisch wiichst, so ist 


a+e(b—a) 


J[tao@ds =o (a)f fade, 


wo0<O<1. Vgl. du Bois Reymond, Crelle’s J. Bd. 69 p. 78; 
Liiroth u. Schepp (Dini Fondamenti) § 212. 

Note V. Kronecker stellt in dem citirten Aufsatze p. 664 den 
folgenden Bedingungssatz auf: Falls f(x) stetig ist, so gilt die 
Dirichlet’sche Integralgleichung, wenn fiir alle x unterhalb einer 
gewissen Grenze 2, 


(B) lim [f+ 6) — f(#)] log ge = 0 


ist, wo die Function O(6) den Bedingungen 
o+0(9) 

. o . . ax 

lim gf) = him J [f(w) — f(0)] sin * d log « = 0 
geniigt. Hier wird also — wie oben im Paragr. 1 angedeutet wurde — 
eine verinderliche Grésse O(6) in Betracht gezogen, welche ganz die- 
selbe Rolle spielt, wie unsere Functionen «(@), mit lim @. «=o 
(vergl. Kronecker’s Bemerkungen p. 664). Und es wird sogar be- 
merkt, dass die zweite 0-Bedingung damit gleichbedeutend ist, dass 


(C) lim [f(6 + 80(0)) — /(0)| log 2) 0 
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ist, wo 0 <0 <1, eine Gleichung welche offenbar unsere a-Be- 
dingung (3) [im Satze 1b] in sich schliesst. Aber es wird nicht die 
(ziemlich leicht bewiesene) Thatsache hervorgehoben, dass die aufge- 
stellten ©-Bedingungen immer erfiillbar sind (sogar nicht, dass dies 
bei stetigem f(x) gilt) ; und Kronecker scheint im Ganzen die Be- 
deutung seiner Functionen ©0(¢) unterschiitzt zu haben: nach der 
Aufstellang der Gleichung (C) ,,definirt“ er @(6) durch die zur Form 


. ” 1 
(D) buen A(6) log a” 0 


modificirte Gleichung (B) (A (6) = der oberen Grenze fiir |/(z-+ 6)—f(«)| 
bei verschiedenen 2 zwischen 0 und 9) und leitet nachher mittelst 
der aus (C) hergeleiteten Gleichung 


(E) lim A(o) log 2 — 0 
o=0 6 

die Gleichung 
lim A(o) log ~ = 0 
o=0 6 


her. In diese Bedingung, welche schon in Kronecker’s voran- 
gehender Untersuchung enthalten war, miinden also die fraglichen, den 
Kronecker’schen Aufsatz abschliessenden Betrachtungen aus. Und hier- 
bei ist zu bemerken, dass (abgesehen davon, ob wirklich (E) aus (C) 


folgt) man umgekehrt nur dann von (E) zu (C) schliessen kann, wenn 
26) endlich bleibt — weshalb es ganz natiirlich war, dass die An- 
nahme (E) zu einer schon vorher erhaltenen Bedingung zuriickfiihren 
sollte. Uebrigens setzt Kronecker an der fraglichen Stelle durch- 
gehends voraus, dass f(x) stetig ist. 

Wir bemerken hier auch, dass bei den obengenannten Unter- 
suchungen von du Bois-Reymond, welche sich auf specielle f(x) 
beziehen, verinderliche untere Integrationsgrenzen zur Anwendung 
kommen. 

Note VI. Es ist eine naheliegende Frage, ob nicht das fiir die 
Herleitung der Bedingungen im Paragraphen 4 zu Grunde liegende Ver- 
fahren sich mit Vortheil so modificiren lisst, dass man, von der Be- 
dingungsform des Satzes 3a oder 3b ausgehend, die Summe der abso- 
luten Werthe der Glieder U;(x,@) der Summe unter dem Integral- 
zeichen einfiihrt, die Gréssen |U;(~,@)| durch irgend welche von 2 
wirklich abhingende positive Ausdriicke U;(,@) ersetzt, welche nie- 
mals kleiner als die entsprechenden | U;(#, @)| sind, und endlich die 
Integrationen 
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ftw, @) 


wirklich ausfiihrt. Ein solehes Verfahren benutzt in der That Dini 
in der oben citirten Arbeit (Serie di Fourier etc.). Dasselbe kommt, 
mit unseren Bezeichnungen, auf Folgendes hinaus. 

Die Summe unter dem Integralzeichen im Ausdrucke (13) ist gleich 


SEHD HC) 1) 


~ eesti 


i=k 
und somit das Integral 
1 2 
Set fue WGEHD-C) _ 
0 0 


m—1 


“. - H(@,%, x) f< -. H(a, i) - sea 


0 


wo H(a, i) die als endlich angenommene obere Grenze — bei x-Werthen 
zwischen 0 und 2 — fiir die positive Grésse H(@, i, x) bedeutet (welche 
durch die Gleichung 


° . H(a, i, 2) = |= + ™*)—¢(*)| 


definirt ist). Durch Ausfiihrung der Integrationen im letzten Summen- 
ausdrucke erhalt man 


1 


fe Py <> Ha, ) wD 


0 


m—t1 


<(F-@,i) D> arn: 


Da die letzte Summe immer endlich ist, ergiebt sich als hinreichende 
Bedingung fiir die Giiltigkeit der Dirichlet’schen Gleichung, dass die 
obere Grenze des eingeklammerten Productes (bei den verschiedenen ?) 
fiir hinreichend kleines ¢ und hinreichend grosses  beliebig klein 








len 


she 


nde 

die 
n 3) 
lein 





Das Dirichlet’sche Integral. 227 


wird. Dies kommt aber darauf hinaus, dass lim #f’(x) verschwinden 
=0 
soll (s. Dini’s Satz 1. c. p. 57). ° 


Da man ferner, wie wir jetzt wissen, immer annehmen kann, dass 
m—1 


lim k = oo ist, und somit lim > aarEp = 0, so reicht es schon 
woo zt 


hin, dass zf’(x) endlich bleibt, und wir kommen auf unseren obigen 
Satz 16 zuriick. Durch Modification des Verfahrens kann man auch 
andere Resultate im Paragr. 4 zuriickbekommen; aber etwas wesentlich 
Neues ist auf dem fraglichen Wege kaum zu gewinnen. 

Note VII. Den im Texte gegebenen Andeutungen iiber den Be- 
weis des Satzes 16a fiigen wir hier folgende Bemerkungen hinzu. Im 
Producte 4, (@, 7). 4,(@,%) = 4(@, 7%) bedeute A,(@, ¢) die obere Grenze 


fiir f,/() im Intervalle = vee =s8. Dann wird [da A(o,i) obere 
Grenze fiir f(x) ist] 4,(@,%) sicher nicht grésser als die obere Grenze 
fiir f(z) im fraglichen Intervalle. Diese obere Grenze ist aber gleich 


fy (*), da 2f,() und somit auch /,'(z) bei wachsendem x abnimmt. 


. 2% . 24 mz ‘ Qt : 
Es wird also — A,(@, %) < — h =), folglich = A,(@,t) << Ck, wenn 


@ 

i>k [nach den Annahmen iiber xf,(z)|. Die Annahme lim f,(x) =0 
x=0 

giebt ferner lim lim 4,(@,7) 0. Die erforderlichen Bedingungen 

e=0 o=@ 

fiir 4, und A, sind also erfiillt. — Man kann tibrigens den fraglichen 

Satz auf verschiedene Weisen modificiren. Die oben angewandte For- 

wulirung ist der folgenden Anwendung [Satz 17] angepasst. 


Lund, 6. September 1898. 
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Sur le produit de deux fonctions cylindriques. 
Par 


Nrets Nrevsen 4 Copenhague. 


§ 1. 
Développement du produit J“(x) J’(x). Formules de M. Lommel. 
La fonction cylindrique de la premiére espece J“(x) peut étre 
définie par la série 
™ Min 
“<3 0") 


F feed enue = 
J" (@) ~- F(m-+1) Fun)’ 


définition qui est valable dans toute |’étendue du plan, pourvu que |’on 
ait défini 2“ d’une maniére convenable. Nous supposons généralement 
que argument « et l’indice mw soient tous deux complexes. 

Multiplions maintenant les deux séries obtenues pour J“(z) et 
J”(«), nous aurons en appliquant la régle de Cauchy 


(asa = Sepa, (™, 


ou le coefficient A,, aprés une réduction légére, peut s’écrire 


1 ~ u+tn\ (vy-+n 
Aer ueew ENTE ( » )(a= >) 
rer) 
iat ne = n 
~ F(w+n+1) F(»+n-+1)’ 
dod finalement 
— n (w; 2 gyi tytn 
n=@ (__ 4) (Aber "\() 


\ “ v : = n . —_ 
(1) J" (x) J (=D (++i) t@+n+1) 





De cette formule bien connue on peut en déduire une foule d’autres 
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sur les fonctions cylindriques, formules dont quelques-unes sont con- 
nues auparavant. Mais les démonstrations données pour ces formules 
sont peu directes et assez compliquées. Par notre procédé les formules 
en question se déduisent immédiatement de (1) qui es leur origine 
naturelle. 

Supposons en effet que p soit un positif entier, nous aurons en 


vertu de (1) 

ee re i 

(@) TI) D rerimniter imate 
ait nes nent) (2 

(8) J (a) J" (a) > F (mi p— a) Fumi)” 


Divisons maintenant en deux parties la somme qui figure au second 
membre de (a), la premiere de n= 0 a n = p — 1, la derniére. de 
n= p & N= Oo. 
Nous voyons sans peine que cette derniére partie est égale a 
(—1)? J“? (x) J* (a). 

Cela posé, appliquons la formule 

i ihe i eee 
C(m+1— w)T(m+1-+6—p) a | a a ewe a eeu 


ce qui donne, apres une réduction facile 


@) ic a 


— mes (p—n—1)! w—n—l 9 \ p—2n 
Se n! (os) (2) ’ 


ot E(#—") désigne le plus grand nombre entier contenu dans ?— 
De cette formule (2) on peut déduire immédiatement les formules 
démontrées par M. Lommel*). 
Supposons par exemple p—=1, nous aurons la formule fondamentale 
du méme auteur**), 


(3) I~ (a) T# (a) TH (x) JM) = Be 


ux 


démontrée d’une autre maniére par M. N. Sonine***). 


*) Mathematische Annalen, tome 4, p. 109—110. 
**) Ibid. tome 4, p. 105. 
***) Ibid, tome 16, p. 33. 
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Posons encore p= 2m-+ 1, w= Sart, nous aurons en outre 
_ Qn 2n-+1 2 
(4) (7 oy +(7* @) 


— ys oo (2% —m)! - ) 2u—2m-+1 
—rZcrss ™ (sn tom (2), 


formule qui est également due & M. Lommel*). 

Pour la fonction cylindrique de la seconde espece Y“(x) prenons 
la définition de — 
(7) Y"(@) = 


expression qui, au facteur 1 + i tg wa pres, est identique 4 celle de 
Hermann Hankel ***), 

De cette définition (y) qui est valable pour toutes les valeurs de u, 
on tire immédiatement, en vertu de (2) la formule 
(5) yy"? (a) J" (a) — J*®? (a) ¥"(x) 


# (>) 
att ome a —2n 
a es 1p? = hal on — 1) (); 


qui pour w positif entier est trouvée par M. Lommel*). 
Posons p = 1, nous aurons 


(6) Y"~ (x) J“ (a) — J“ (2) ¥"(«) ==, 


a? 


(cos uxJ“ (x) — J~“(a)), 


sin wx 


formule qui est due également & M. Lommel7}}), mais trouvé indé- 
pendamment par Hermann Hankel};7+). Plus tard M. Sonine *}) a 
donné une autre démonstration de (6). 


§ 2. 
Développement d’une série de puissances positives. 


Supposons que w ne soit pas égal & un nombre entier négatif et 
désignons par @ le plus petit des modules 


ju+n|, n=O, 1, 2,3,. 


*) Mathematische Annalen, tome 2, p. 631. 

**) Annali di Matematica, Serie Il*, tomo 6, p. 17. 
***) Mathematische Annalen, tome 1, p. 472. 

+) Ibid., tome 4, p, 111. 

+t) Ibid., tome 4, p, 108. 
tit) Ibid., tome 8, p. 458. 

*t) Ibid., tome 16, p. 33. 
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nous aurons en vertu de la définition méme de J“(zx): 


(7) | zy" | ol 


lJ" (ai < bs eti)| °° 


Cela posé, désignons par m et m’ deux nombres positifs entiers quel- 
conques et m’ > m, nous aurons 


p=n 
(@) > apd "*" (x) J? (x)| < e epi | \+|aeeer| 


p=m 
p=m lay: qn | 
[F(e+p+l) C(e+p+)|’ 
=m 


pourvu que m soit supposé si grand que R(u-+-m) >0*), R(v-+-m) >0. 
Le coefficients a, sont des constantes quelconques. 
De linégalité (a) on tire sans peine la proposition suivante: 


Si la série 
etre p 


6) — wtp ti Fo+p +i) 


est supposée absolument convergente, la série plus compliquée 


pH 
(7) >} ay J"? (u) J (a) 
p=0 
sera neécessairement absolument convergente. 

Introduisons maintenant dans (y) la série infinie obtenue pour 
J“*?(z) J’*”(z), nous aurons une série & double entrée A. Or, si la 
série (8) est absolument convergente on peut ranger d’une maniére quel- 
conque les termes de A**), En ordonnant ces termes selon les puissances 
de * on aura une équation de la forme 

p=o 
uty 2p 
> ay J“*? (x) J (a) = (¢ > bp ( =) 
p=0 
ou 
s=p 


(— 1)” 1s ss 
(9) = @Ept NT oEP FU | !) *- ) a. 


*) R(a) désigne la partie réelle de x. 
**) Voir sur ce sujet un mémoire de M. Alfred Pringsheim inséré aux 
Sitzungsberichte der kgl. bayrischen Akademie d. Wissenschaften pour l'année 1897. 
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La série qui figure au second membre de (8) a encore les mémes 
courbes de convergence que la série ((). 


Posons par exemple a, = 1, nous aurons en appliquant une formule 
bien connue sur les coefficients du bindme 


—. pao (— 1)? (tet 8p —1) (zy 
2 Te I) — > —reretnretty 


n=0 p=0 
ou bien 
(10) J af" J** (a) J” (0) dz = at? SS J*(a) Jt" (2). 
° n=0 
Posons encore a, = (— 1)* (°) , dor 
n= yp(rteteteny(s ie 
Q utn v-fn ; 
2 e (s jy all eas ->- Twtp+)To+p+i) 
en mettant @ = - v= — a nous aurons en appliquant la formule 
2 ? 2 I q 


de multiplication de [ (2): 


i Mtn + 
11) J** (22) = —1)"{ 2d" (z)J —* (a). 
(1) J 22) —7/% Px " (:) (2) (2) 


Eu supposant que ni w niv soit égal & un négatif entier, on voit 
que l’équation (9) et ses analogues pour les valeurs plus petites de 
Yindice p suffisent & déterminer les coefficients a, & Vaide des coef- 
ficients b,. On aura en effet une expression de la forme 


(8) Op = 0% by + OP bp ++ ++ + ap dg, 
En portant (0) dans (9) on aura 

of =F (u+p+1)F(vtp+l), 

af = MTF? rat p)T(v+p), 
| etetis) o+e+te—2) 


a} = 


T(u+p—1)T(v~+p—}). 
De cette maniére on aura, en appliquant par exemple la conclusion 
habituelle de s 4 s+ 1, l’expression générale 


(8) af a OTP E OP yt y+ 2p—s—1) (ut-v+2p—s—2). 
EF Aly 2 T(v+p—s+]), 








ou 


(§) 


fo} 


(1 


co 


ay 


(1 
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ou bien 


() a? = OEP Oreo et! Bu tp—stl, v-+p—s+l) 





<T(u+v+2p—s), 


formule qui est aussi valable pour s=—0, s—1. Ainsi nous aurons 
finalement 


(12) ap = (u+-v+ 2p) ten B(u-+-m-+1, v-+-m+1) 





>< F(ut+v+p+m) bn. 


Mais, si la série qui figure au second membre de (8) est supposée 
convergente en sera-t-il de méme pour la série (f)? 


Pour répondre a cette question, écrivons |’expression trouvée pour 
a, sous la forme développée 


a, ee ee utv+2p 
(13) C(u+p-+1) F(v+p+1) by + (u +p) (»+7) bp—t 
n= La 


o§ p—m (u+e+2p)(u+v+2p—m—1)...(u+v+2p —2m-+ 1) 


m! (w-+p) (w+ p—1)...(u-p—m-+1) (e+ p) (e+ p—))...(e-Fp—m-+1) © 


Posons ensuite |u-+-v| = 6, tandis que «@ désigne le plus grand 
des modules |u|, |v|. De cette maniére on obtiendra pour le terme 
générale A, sous le signe de sommation 


A | < Seb Rie 2 — 408 2p—m —2-+8)...(2p—2m+1-+68) \b l 
- m! (p—a)*(p—1—a)*...(p—m+q—a)*B ee 
ot g désigne le plus petit positif entier qui donne 


2q—2a>1+8, 
et généralement 


2p — 2m + 2q — 2a>2p—2m+1+68; 
ainsi B reste toujours fini et différent de zéro. Cela posé, on aura 
(2p-+8) (2p—m-+1+ 6)? 2" eH 
| Am| < m! B(p—«)(p—1—«a)...(p—m+q—a) |be—m|, 


ce qui montre qu'il est posssible de déterminer un nombre fini R, de 
sorte que 





«(Z)" 
YE 2 
(”) Fw +p+1)r@ +p+1) 1} < [bo G a | 
(2 e+e) T | 2p—2 R 
g=aeaa|G |tg-agace * 
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ou l’on a posé 


-3 


a= 


o. (3) "|: 


Or, linégalité (7) nous donne sans peine 








7 








— a\? | 

" —__@) ee < Ss” + B+ 2n n'—1 

- |F(u+p +1) F(v+p+1)| * T @— ae) (w—1— a) ~* 
p=n 


_ — 
ad 


(p —a@) (p—a—1)’ 
—n 


ce qui montre que la série auxiliaire (6) a le méme cercle de con- 
vergence que > b, (=)’. Ainsi nous avons démontré le théoreme 
suivant: 

Une série de puissances >) b,x?" qui est une fonction paire de x, 


peut étre développée en série de la forme 


(14) Sy, a = (<) aie Sass (x), 


s=0 


ou uw et vw désignent deux constantes quelconques, les negatifs entiers 
exclus. Ce développement et valable a Vintérieur du cercle de conver- 
gence de la série de puissances et les coefficients a, sont déterminés par 
la formule 


m=—D 


(15) dy = (u+v+2p) Settee t! Be tm+1, v+m+1) 


(p—m)! 


>< F(u-+-v-+ p-+m) 2?”,,. 


Supposons par exemple b, = 1, tandis que tous les autres coefficients 
b s’évanuissent, nous aurons 





m= 


(3 M-y-+2n 
(36) Fw bn+i) tte) 

p=@ 
= ety +2n+ 2p es u+n+p v+n--p 
-2 went ) arta ay arir(e), 


formule qui nous sera bien utile plus bas. 









ne 


x, 


nts 
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§ 3. 


Sur certains cas particuliers. Théorémes de M. Ch. Neumann. 


Il est évident que l’on peut déduire de notre formule générale (14) 
une foule d’autres plus particulitres. Ce paragraphe est déstiné a 
traiter les plus intéressants entre ces cas particuliers. 


1° Posons & cet égard v = — w, nous aurons en vertu de (15) 
F nu 
(17a) a= ye 0» 





Sow) 
2 — 
(1Tb) dp — ee | PTS pew UHH). (owe) ba J, 
et nous avons le théoreme suivant: 

Une série de puissance >) b,x?" qui est une fonction paire de x, 
peut étre développée en série de la forme >’ dnd" ** (x) J" (x), of pw 


est une constante quelconque. Ce développement est valable a Vintérieur 
du cercle de convergence de la série de puissances, et les coefficients an 
sont déterminés a Vaide de (17). 

Posons « = 0, notre théoréme donnera celui de M. Ch. Neumann *) 
sur les développement selon les carrés des fonctions cylindriques, tandis- 


que ~ = = donnera d’autres développements intéressants. 


De (16) on tire dans notre cas particulier: 


» Pew (1? — nt) (22@— nw)... (n?—w) "HV ap (p+ 
(0) Not eo 
p=n 


>< J?** (x) J?“ (2), n>O; 


pour » == 0 on aura au contraire 





—-U 


, f p=e 
(19) 1 Fe (y"@ J~* 4.2 Sate (ay go «) ; 
Pp 
Prenons encore la fonction 
bd 
TI“ (a) = 1 cos (xz sin v) cos uv dv, 
0 


de sorte que TI"(x) devient identique a J"(x), si m est un nombre pair. 





*) Berichte tiber die Verh. der kgl. siichs. Gesellschaft d, Wissensch, 1869, 
P, 221—257; Mathematische Annalen, tome 3. 
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Ainsi TT“(«) est une intégrale de Bessel comme |’a appelée M. Lommel*), 
Pour la fonction TI“(z) Anger**) a donné le développement 


sin ae ‘<I (—1)" 2?" 
aia alae (: +2 (#—u?)(4#@—u").. a): 


Mettons maintenant 2u au lieu de w, nous aurons en vertu de (17) 


n=p 


dy = 2 cos w= (17 ha (Pa") = 2C, . cos wx. 


a= 
Or, on démontrera sans peine la formule 


Coit = Cp — Cp-1, 


ce qui donne 
Cp, = (—1)", p= 3m; CG, =— , p=3m + 1 
et nous aurons le développement 


22 


(20) Tr?“ (x) = cos ux > (— 1)" (29°*** (x) J°*-" (x) 


n=0 
+ Jette (2) itt (a) hs piettte (a) J°"*? “ («)) ) 
Pour « = 0, (19) donnera une formule due a P.-A. Hansen***), et 
(20) le développement de J°(z). 


1 
Posons w = -—, nous aurons, en vertu de (17), les formules 


(21) cntema(I'o (a+ > 1)" ans” poe ies ), 


n=l 


1 
(22) 0} sin 3s -- >" (a) * (2), 


rz=—@ 


3 we pad 
(23) 2 on CC "+ Daw J” ad "@), 


ou §,(”) désigne le sinus-intégral. 


*) Mathematische Annalen, tome 16, p. 185, 
**) Voir M. C. Wagner dans les Berner Mittheilungen, 1894, p. 245. 
***) Voir M. Lommel: Studien iiber die Bessel’schen Functionen, p. 33. 
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2° Posons encore v = 1 — uw, nous aurons 


(24a) Gy — ZH(L—e)be 


snux ’ 


sin wx 
n=1 


r= @O ets) 
(24b) ap—= (2p-+1) xu (5. 2b, +>) ¥ i = u?) (22 — w?) 


.. (n?— p*) (o+1—n23,). 
On aura dans ce cas le théoréme suivant: 
Une série de puissances >> art! qui est une fonction impaire 
de x, peut étre développée en série de la forme > and ete (ae) J*t* (2), 


ou w est une constante quelconque. Ce développement est valable a Vin- 
térieur du cercle de convergence de la série de puissances, et les coef- 
ficients a, sont déterminds a Vaide de (24), 

Posons « = 0, nous aurons un autre théoréme de M. Ch. Neumann 


Pour ¢ = * notre théoreme donnera le développement d’une fonction 


1 
impaire selon les carrés de J one (x). Ainsi nous venons de donner 
la démonstration nécessaire du postulat de M. Lommel *). 
De (16) on tire dans notre cas particulier 
(25) BH ae BOLI — Be (H.-P) (OB) 
‘ > sin wx 


DEE CH) este, 
p=n 
Pour l’autre intégrale de Bessel 
na 
4‘ («2) = Lf sin (2 sin v) sin wvdv 
Anger a donné le an 


2n-+-1 
ne (—1)" ( ) ) 
1-2 sin 2 m7 ee 
t °(@) = “ges (3. +2) =u?) (at)... ®t?) (nF 1—a) ]? 


ce qui donne 


a= @ 


(26) x °* (a) = cos wx Zz (—1)" (yr (a) J" H- (2) 


n=0 


+ Q portite (a) yn “ (a) + pinttte (a) Jint# (a) ’ 


*) Mathematische Annalen, tome 2, p. 633. 
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Pour u = 0, (26) donnera le développement de J'(z). 


Posons p = > nous aurons, en vertu de (24), les formules 


que voici ) 
2 @ 1 2 . 

(27) sin22—a2 > (—1)"(2n+1) (a"*7 (2)) . ) 
n= @ 1 2 

(28) S22) = x >" (s"*# (2) ' 


dont la premiére est donnée par M. Lommel*). 


§ 4. 
Développement d’une série de puissances négatives. 


Au paragraphe 2 nous avons donné le développement de (“, 


Posons maintenant dans cette formule » = 0, nous aurons 


er” mn : 
_— = weep ‘oie ola ) u+p v+p 
TeFDTOH) ~ a ate p JET? (a) J" *? (x). 


Cela posé, mettons w — au lieu de uw et — uw —~m au lieu de 
v, n étant un positif entier, nous aurons aprés une réduction légeére 


1 B® 
, 1 "77 be " PST lp an—2p (20 
a) fm revaresm 2 OY Mie? (9) 


>< ite (a) J —*t*-? (ar) —_— Jeet (a) Jet? (x)) ’ 


On aura de la méme maniére 


(30) 


(2... g—2n—1 p=n 
~ 4 (— 1? 2@—2P-+1 ‘oreo 
geett P(u-n) F(—e-+n+1) r—r| 2n+1 p 


” (ae (2) Jet PH (9) + Jet Phy) Feat (a)) . 


Ainsi nous avons donné le développement des puissances négatives 
de x. On voit que ces développements sont finis, tandis que les séries 
analogues obtenues pour les puissances positives sont infinies. 

On peut regarder les formules (29), (30) comme une généralisation 
de la formule (4) de M. Lommel. 


*) Mathematische Annalen, tome 2, p. 633. 
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En appliquant les expressions (29) ou (30) on aura pour les séries 
> he ou >) b,2~?"—! deux développements qui sont tous deux 


valables dans les domaines od les séries mémes sont convergentes. 
En prenant pour point de départ l’inégalité (7) au paragraphe 2 on 
démontrera sans peine la vérité de notre assertion, de sorte que cette 
démonstration peut étre supprimée. 

De cette maniére on aura le développement 





{ "= 2b; = mM 
es =. — () > 4s (I"* eT" (a) 
n=1 n=l 
(31); — J" (a) J" (a), 
p= —2n—2 
ile aie __1\? __2% __ 2n + 2p app 2 > ae : 
An -> (—1) 2n+2p ( Pp ) C(u-+n+p)l(—a+n+p) 





p=0 


On aura en outre les formules analogues 


( 2=@ n=@ 
Pa — ies GS. =) e B, (u“™ (a) J ees (2) 
n=0 n=0 
(32) +I" (a) J" ""*(2)), 


: o—2n—2p—1 


p=o 
- _ yp 201 ‘heels 2 inhale 
o -2 (—1) 2n+2p+1 p ) gece tee 





Dans ces développements uw est une constante quelconque qui ne 
doit pas étre égale a un nombre entier. 


s+1 
Posons par exemple w = > b= Sti (32) peut s’écrire 
) n-+2p+1 ‘ 
omar tae urn te? tt) (Sy +i \ 
Rw ar: Gy" aust (y (a) , 


eo orirc = 
mt r(nt nt s)r(nt+n4+<) 
et nous aurons finalement 


n=O 1 2 1 2 se 1 2 
3) log 2+8 — gt 5! 241(7"T¥() ((s"*¥ ) 4 @)), 


n=0 
pourvu que |z| > |a@|. 
§ 5. 
Sur le produit J“*?(x)J”~?(a). Séries de Schlafli. 
Au paragraphe 1 nous avons démontré la formule générale 
I"(a)I"(@) io a Oe 
(w+ m + 1)F (» + m-+1) 


m=0 
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Supposons maintenant que p soit un positif entier, nous aurons 
en appliquant la formule fondamentale de [ (wu) 


(34) J*t? (az) J’? (a) 


e so 1p (tt rt em) ‘pa 





U(w-+-m-+1) 0 (»+-m-+ 1) 


_ (e+ m) (» +m —1). etme —p+1). 
* (a+ m-+1)(u+m+42)...(u+m+p) 


Cela posé, désignons par a,, a,, @,,... des constantes quelconques, 
et supposons que la série 


(u,v) at Da, 2a de sy) 
Fo,”) = + 21% Gtiw Eye Ee 


soit absolument convergente, pourvu que R(u-+v) soit plus grand 
que Q, il viendra la formule 


pa 
(35) >, ad**? (a) J?-? (2) 
p=0 


m=O (_ yn(et ae 2 tia, 
m F 
7 P(u+m-+1)F@~+m-+ 1) F(u+m,v+m), 


n= 


qui est vraie si R(u-+-v)>Q. La série qui figure au second membre, 
est absolument convergente & la méme condition. 


Prenons par exemple a,—=(—1)*, et une formule bien connue 
qui est due @ Stirling nous donne 


F(u,r)=—o,, Rut+r)>0, 


+7? 
dod 
pHa 
(36) > (1 I"? (a) J? (a) 
p=0 
m= a m(eto+ 2m) (x \etrtem 
ie ital ( m ) (=) u+m 


Futm+i)l~t+m+i)  ~ w+o+2m’ 


m=0 


formule qui pour w = v peut s’écrire 


(37) 5 (J*(a))? Pi —1)?*J**? (¢) J"? (2), R(w) > 0. 











Sur le produit de deux fonctions cylindriques. 241 


La formule fondamentale nous donne en outre 


i. . 2 
jute J? i > (-9) ee 4 
() @)I°O= 2 retm+praty Go: 


m=p 





=e (.. ea 


+2 m 
(B) Ia)? @)— > reemtnre@ay G)” 
0 





n= 


En supposant ensuite |a|< 1, nous aurons en vertu de (a), (6) 





i —2p—e Tutp —p me (—1)" syne tert 
e ” ce @) I" (2) = » P(e+m+i)ron +1) 
p=—® m=v 


Or, le second membre de cette équation n’est autre chose que 
x 
J* (ax + =), done nous aurons la formule 


p=+oe 


(38) I"(az+5)— > at r(a) I-%(@), lal <1. 


p=—@ 


. Zz ms — 
Posons maintenant za =a, = B, ce qui donne x= /aB, 


yes V5 et il viendra, en vertu de (38), la formule d’addition 


pH=+a La 
(39) I*(e+B)— > (S)" *a"(Vas)I-"VaB), \al <6), 
p=-—@ 
formule qui u’est pas identique a celles de Bessel*), de Schilifli**), 
et de M. Gegenbauer***), 

Si w est supposé égal au nombre positif entier m, la condition 
a|<1 peut étre supprimée, de sorte que dans ce cas (38) deviendra 
valable pour toutes le valeurs finies de a. En mettant e® au lieu 
de @ on tire de (38) les séries de Schliafli+) 


J*” (2a cos @) = (J’ (a)? + 2 >> J’ (a) J’ (x) cos 2m®, 
(40) _— 


J*"** (22 cos 0) = 2 Ps Jim (n) J" (x) cos (2m + 1)0. 


m=0 


*) Voir M. C. Wagner dans les Berner Mittheilungen, 1894, p, 220. 
**) Mathematische Annalen, tome 3, p. 137. 
***) Sitzungsberichte der Wiener Academie, Bd. 70, math, naturw, Classe 
II, p. 14, 
+) Mathematische Annalen, tome 3, p. 139. 


Mathematische Annalen, LIL. 16 
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i@ 

Posons dans (38) a au lieu de a@ ou, dans (40) > — 6 au lieu 
de ©, nous aurons les développements analogues des fonctions 
J*"(2a sin @), J°”**(2z sin 0). 

Ensuite en intégrant (40) de 0 & z, nous aurons 


(41) fares cos 8) dQ = x (J"(x))", 
% 
formule que M. Ch. Neumann a prise comme point de départ dans ses 


recherches sur les développements selon les carrés des fonctions J"(z). 


On aura de la méme maniére les formules intégrales trouvées par 
Schlafli. 


Orsley, le 30 juillet 1898. 











Ueber die Darstellung der symmetrischen und alternirenden 
Vertauschungsgruppen als Collineationsgruppen von mdglichst 
geringer Dimensionenzahl. 


Von 


A. Wiman in Lund. 


1. Das Formenproblem einer endlichen Substitutionsgruppe, welches 
in sich als speciellen Fall die Aufgabe der Auflésung der algebraischen 
Gleichungen enthilt, verlangt die Bestimmung der Verinderlichen aus 
den Invarianten der Gruppe. Unter den Aufgaben mit isomorphen 
Gruppen hiingt die zur niedrigsten Dimension gehorige ersichtlich von 
der geringsten Zahl von Parametern ab. Herr Klein bezeichnet die- 
selbe als ein Normalproblem, auf welches alle isomorphen Aufgaben 
reducirt werden sollen*), Hieraus erwiichst insbesondere die Aufgabe, 
die algebraischen Gleichungen auf ihre beziiglichen Normalprobleme 
zuriickzufiihren. Die allgemeine Gleichung 5. Grades ist nun von 
Herrn Klein durch die bindre Ikosaederirrationalitét gelést**). Der- 
selbe Verfasser hat auch gezeigt, wie die Gleichwngen 6, und 7. Grades 
auf quaterniire Formenprobleme zuriickfiihrbar sind***); erst spiterhin 
wurde eine mit der alternirenden Gruppe von 6 Dingen isomorphe ternire 
Collineationsgruppe bekannt+). Betreffend die allgemeinen Gleichungen, 
deren Gradzahl > 7, gilt aber der Satz, dass eine solche Zuriick- 
fihrung auf niedrigere Formenprobleme nicht méglich ist, so dass 
dieselben ihre eigenen Normalprobleme bilden. Eine in diese Richtung 


*) Man sehe Klein, ,,Ueber die Auflisung gewisser Gleichwngen vom 
siebenten und achten Grade‘, Math. Ann. XV (1879) sowie ,,Hvanston Colloquium“, 
Lecture IX (1894). Vgl. auch Weber, ,,Lehrbuch der Algebra‘ II, p. 176 (1896). 

**) Wir verweisen hier nur auf die zusammenfassende Darstellung von 
Klein, ,,Vorlesungen tiber das Ikosaeder und die Auflésung der Gleichungen vom 
fiinften Grade“ (1884). 

***) Man sehe Klein, ,,Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen 6. und 7. 
Grades“, Math. Ann, XXVIII (1887). 

+) Man sehe meine Schrift, ,,Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen 

Collineationen“, Math. Aun, 47 (1895), 
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gehende Vermuthung hatte zuerst Herr Klein ausgesprochen. Fiir 
n = 8 habe ich schon einen vollstindigen Beweis des Satzes gegeben*), 
fiir héhere » aber bisher nur theilweise den Beweis skizzirt**). Erst 
hier wollen wir denselben véllig genau durchfiihren. 

Nachdem man zwischen den Wurzeln einer allgemeinen Gleichung 
ne Grades die Identitit 


> «i = 

i=1 
hergestellt hat, kann man dieselben als tiberzdhlige homogene Coordi- 
naten in einem R, 2 auffassen. Die Vertauschungsgruppe der Wurzeln 
liefert also unmittelbar eine Collineationsgruppe dieses R,-2:. Wir 
wollen also beweisen, dass, falls n > 7, im einem Raume von weniger 
als n — 2 Dimensionen keine mit der symmetrischen oder alternirenden 
Gruppe von n Dingen holoedrisch isomorphe Collineationsgruppe existirt ; 
hierzu kommt noch, dass in einem R,-»2 durch die obigen Vertauschungs- 
gruppen der x; die einzigen mit denselben isomorphen Gruppen geliefert 
werden. Letzterer Satz erleidet doch eine Ausnahme fiir n = 9, indem 
in einem R., auch eine zweite mit der alternirenden Gruppe von 9 Dingen 
isomorphe Collineationsgruppe construirt werden kann. 

2. Ist » Primzahl, bleibt der Satz, dass die die symmetrischen 
G,; in einem Raume von weniger als »—2 Dimensionen als Collinea- 
tionsgruppen nicht dargestellt werden kénnen, schon fiir gewisse Unter- 
gruppen Gains giltig. Diese Untergruppen, von Kronecker als 
metacyklisch bezeichnet***), sind diejenigen, welche zu den allge- 
meinsten durch Radicale auflésbaren Gleichungen des _beziiglichen 
Primzahlgrades gehéren. Eime G,(,—~1) der fraglichen Art besteht aus 
einer ausgezeichneten G, und » cyklischen G,_1, und dieselbe besitzt, 
einem beliebigen Theiler 6 von » — 1 entsprechend, eine ausgezeich- 
nete G,.g, in welcher statt der cyklischen G,—,; nur ihre Untergruppen 
Gs auftreten;). Wir wollen den Satz beweisen, dass fiir die Dar- 
stellung jeder solchen G,.5 als Collineationsgruppe wenigstens ein Raum 
von 0 — 1 Dimensionen erforderlich ist. 

Nehmen wir also an, die G,.y existire etwa in einem R,, wobei 
wir zunichst iiber m keine beschrinkende Voraussetzung machen 


*) ,,Wote tiber die Vertauschungsgruppen von acht Dingen“, Gott, Nachr. 
(1897). 

**) Note diber die symmetrischen und alternirenden Vertauschungsgruppen 
von n Dingen“, Gitt. Nachr. (1897). 

***) Nach Herrn Weber nennt man allgemeiner alle Gruppen metacyklich, 
deren Zerlegung auf lauter Primzahlindices fiihrt, welche also zu ,,algebraisch 
auflésbaren“ Gleichungen gehéren. 

t) Betreffend diese metacyklischen Gruppen verweisen wir iibrigens auf 
Weber, Lehrbuch der Algebra 1. Absch. 17, 18. 
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wollen. Nun ist es von vornherein klar, dass die G,.5 das System der 
Punkte, welche bei der ausgezeichneten G, fest bleiben, invariant 
lassen muss. Diese Punkte erfiillen eine gewisse Anzahl (héchstens ») 
von linearen Riéumen. Wir behaupten, dass bei keiner Untergruppe 
Gy einer Gs zwei oder mehr von jenen Raumen in sich iibergehen 
koénnen. Nehmen wir namlich an, dies sei der Fall, so kénnen wir 
den durch die betreffenden Raume vollstindig bestimmten hdheren 
linearen Raum in Betracht ziehen. Combiniren wir nun die Gy mit 
der G,, so erhalten wir ersichtlich in dem letzteren Raume (und also 
auch in R,,) Collineationen, deren Periodenzahl n als Theiler enthiilt, 
und doch sollte man nach den Eigenschaften der in Rede stehenden 
Gruppen zu neuen Gy gelangen. Jede Gy muss also die zur G, gehdrigen 
Réume zu je 0 cyklisch vertauschen und hochstens einen invariant lassen. 
Die niedrigste Dimensionenzahl, nimlich 0 — 1, erhdlt man also, wenn 
bei der G, nur ein System von 0 einzelnen Punkten fest bleibt. Mithin 
sind fiir d = — 1 mn — 2 Dimensionen erforderlich. : 
Auf Grund dieser Eigenschaft ihrer metacyklischen Untergruppen 
Grin—1) Wissen wir also unter Anderem, dass die symmetrischen Gs, bez. 
Gz, in keinem Raume von weniger als 3 bez. 5 Dimensionen construirt 


werden kénnen. 


m—1 oo. : : ° 
: fiigen wir hinzu, dass in der 


Theorie der elliptischen Modulfunctionen die den Hauptcongruens- 
untergruppen n" Stufe zugeordneten Gris stets je n+ 1 gleich- 
2 


Als eine Anwendung fiir 0 = 


berechtigte metacyklische Untergruppen Gains) euthalten. Diese 
2 


* . . ° n—3 * 
Ga—1) kénnen also in einem Raume von weniger als —=— Dimen- 
—_— 
sionen nicht construirt werden. In einem R,~s gelingt aber ihre Dar- 
= 


stellung; Herr Klein hat namlich ein System von st Modulformen 
fq abgeleitet, welche sich bei den beziiglichen Gy(n1) homogen linear 
2 


substituiren *), 

3. Wir wollen jetzt fiir ein beliebiges n das Problem betreffend 
die Darstellung der symmetrischen G,, in einem Raume von méglichst 
geringer Dimensionenzahl in Angriff nehmen. 

Die Gruppe G,, kann stets durch das System von Transpositionen: 
(1,2), (1,3), (1,4),...(1,) erzeugt werden. Denken wir uns nun 
die G,, in einem Raume R,, als Collineationsgruppe dargestellt, so 


*) Man sehe Klein, ,,Ueber die Aufliswng gewisser Gleichwngen vom 7. und 
8. Grade“, Math. Ann XV (1879). Vgl. auch Klein-Fricke, ,,Vorlesungen tiber 
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen“ II, p. 312 (1892). 
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bieten sich von vornherein verschiedene Méglichkeiten dar. Diese 
wollen wir nach der Natur der den Transpositionen entsprechenden 
Collineationen ordnen, Bei einer solchen miissen ja die Punkte zweier 
Riume, etwa eines R; und eines R,-;-1, fest bleiben. Wir wihlen 
¢<m— i— 1 und stellen alle diejenigen Fiille als eine Classe zusam- 
men, bei denen i denselben Werth besitet. Da wir schon wissen, dass 
die G,, stets in einem R,_2 dargestellt werden kann, so lassen wir 
die Fille, bei denen m > » — 2, als hier ohne Interesse ausser Be- 
tracht. Es wird sich dann ergeben, dass unter dieser Beschrankung 
nur die Fille i=0O und i= 1 symmetrische G,, liefern, und zwar 
nur eine endliche Anzahl, wenn man von den Vertauschungsgruppen 
der iiberzihligen Coordinaten z,,...2%, im R,_» absieht. 


4. Es sei also zuerst iQ, so dass den Transpositionen centrische 
Perspectivitiiten entsprechen. Von den n — 1 erzeugenden Perspectivi- 
titen: (1, 2), (1, 3), (1,4),...(1,) bestimmen a beliebige eine 
Guiii:- Es sei angenommen, dass man von den » — 1 zugehdérigen 
Perspectivitiatscentren kein System von m herauswiihlen kann, welche 
in einem Raume von weniger als m — 1 Dimensionen liegen; dagegen 
sei es méglich, deren m- 1 so zu wihlen, dass dieselben in einem 
R,,-1 enthalten sind*). Wir behaupten dann, dass alle » — 1 Centra 
in diesem R,,; liegen miissen. Gesetzt nimlich, es sei das zu (1, m+-2) 
gehérige Centrum in dem durch die Centra von (1, 2), (1, 3),...(1,m+1) 
bestimmten R,,,; schon belegen; dann muss dieser R,,; bei der Ver- 
tauschungsgruppe von (m-+-2, m+ 3,...m) invariant bleiben, und 
dabei das darin enthaltene Centrum von (1,m-+2) mit denjenigen 
von (1, m-+ 3), ... (1, m) vertauscht werden. Der fragliche R,_; 
bleibt, wie leicht ersichtlich, bei jeder der erzeugenden Perspectivi- 
titen und also auch bei der ganzen G,, invariant. Entweder wird 
also schon im R,,_; eime mit der G,, holoedrisch isomorphe Collinea- 
tionsgruppe erzeugt, oder jeder Punkt von R,,_,; bleibt bei einer aus- 
gezeichneten Untergruppe fest, Letztere wire, falls n > 4, entweder 
die G,, oder die alternirende G,,; in beiden Fallen werden die 


2 
Transpositionen und also auch ihre Centra in einander transformirt; 
bleibt also ein Centrum invariant, so miissen auch die tibrigen dort- 
selbst belegen sein; allein Perspectivitiiten mit denselben Centren sind 
entweder identisch oder erzeugen keine endliche Gruppe. Bei einer 
G,, giebt es noch eine ausgezeichnete Vierergruppe; diese transformirt 


*) Die folgenden Auseinandersetzungen haben keine Anwendung bei den 
Gruppen im &,, weil nimlich hier zwei Centra bei den Perspectivitiiten auf- 
treten. Die Existenz einer G,,, nimlich der Oktaedergruppe, im R, hat daher, 
wie wir finden werden, kein Analogon im Sinne dieser Nummer in den héheren 
Raiumen, 
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die Transpositionen paarweise in einander, wie (1, 2) und (3, 4); wenn 
die Vierergruppe alle Punkte jenes R,,; invariant liesse, so miissten 
mithin die Transpositionscentra paarweise zusammenfallen, was aber 
aus dem obigen Grunde nicht zulissig ist. Man hat also schon im 
Rn-: eine Darstellung der G,,, wobei m— 1<n — 2. 

Unsere Aufgabe verlangt also zuerst die Herstellung von Gn, in 
einem R,-2, ohne dass die Centra der n — 1 erseugenden Perspectivi- 
ttiten schon in einem niedrigeren Rawme liegen; dann kommt die Frage, 
ob man von solehen G,, zu G41, oder héheren symmetrischen Gruppen 
hinaufsteigen kann. Nehmen wir von jenen Centren je » — 2 heraus, 
so bestimmen diese je » — 1 R,_3, welche bei eben so vielen Uuter- 
gruppen G, 1, invariant bleiben. Das Schnittgebilde, welches u von 
diesen R,3 gemein haben, kann nicht vollstindig auch einem (u + 1)'" 
angehéren; die ersteren enthalten ja alle dasjenige von den n — 1 
Transpositionscentren, welches dem letzteren fehlt. Die Dimensionen- 
zahl des gemeinschaftlichen Raumes fiallt also um eine EKinheit fiir 
jeden hinzutretenden R,_3; es haben mithin alle mn —1 R,_3 keinen 
Schnittpunkt gemein. Hieraus folgt, dass man dem Coordinatensystem 
des R, 2 die n—1 R,3 zu Grunde legen kann. Es giebt aber 
noch einen »' gegeniiber der G,, gleichberechtigten R,_;, welcher 
zu der Permutationsgruppe von (2,3, ...m) gehdrt. Derselbe darf 
keine Coordinatenecke enthalten, denn es ist ja schon bewiesen, dass 
nm —1 von den n gleichberechtigten R,3 keinen gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt besitzen kénnen. Wir kénnen also nach einer leichten 
Transformation seine Gleichung auf die Gestalt 

L,= — >a = 0 


i=1 


bringen. Wir erhalten also ein System iiberzdhliger Coordinaten, welche 


der Identitat 
Sant 


i=1 

geniigen. Durch eine gegebene Permutation der n R,-3 wird eine 
Collineation véllig bestimmt. Die G,, wird mithin als Vertauschungs- 
gruppe der x; erzeugt. Wir sind also zu derselben Reprisentation der 
G,, gelangt, deren wir in der 1. Nummer Erwahnung gethan heben. 
Es soll noch dargethan werden. dass im R,_»2 keine symmetrische 
Gat: construirt werden kann, welche die G,, als Untergruppe ent- 
hdlt. Denken wir uns einstweilen, dass eine solche G,+,, existire. 
n(n-+1) 

2 


Innerhalb der Gn+1; giebt es Vertauschungsgruppen G1; von 


: a ual 1 = 
nur » — 1 Dingen, welche je eine von den a Transpositionen 
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stets in sich selbst transformiren. Den R, 3, dessen alle Runkte bei 
einer Transposition fest bleiben, muss also die zugehérige G,_,, in- 
variant lassen. Anderseits existirt bei einer G,-1,; nur ein solcher 
R,—s, naimlich derjenige, welcher durch die Centra der n — 2 erzeugen- 
den Transpositionen hindurchgeht; bei einer einzelnen Transposition 
bleiben ja nur die R,_3 durch das Centrum sammt demjenigen, welcher 
die festen Punkte enthilt, invariant, und letzterer wird natiirlich bei 





der G,_1, mit allen zu den e-ve—s Transpositionen gehérigen 
vertauscht. 
Von den set ) R,_~s kennen wir schon n, namlich z,=0,,.,%,=0; 


diese miissen bez. den Transpositionen (1,m-+ 1), ...(n,w-+1) au 
georduet sein. Die anderen Transpositionen (¢, k) kommen schon 
innerhalb der oben aufgestellten G,, vor; die Gleichungen 7; — x =0 
definiren bez. die zugehérigen durch feste Punkte erfiillten R,_; und 
liefern folglich die iibrigen 26-5 von den bei G,_1; invarianten R,_;. 
Die G,4:; enthailt noch m G,,, welche den Zahlen 1, 2,... zu- 
geordnet sind. Weil x; — 2, —0 (i<k) bei der Vertauschungsgruppe 
von (1,...¢—1,i+1,...k—1,k+1,...m-+1) in sich itibergeht, 
so wird ersichtlich die zur Zahl ¢ gehdrige G,, durch die Vertauschungen 
der n R,-3 x =O und «4, —27,—0 (i S$ i) erzeugt. Nun sollen wir 
aber von dieser G,, in genau derselben Weise wie von der urspriing- 
lichen G,, auf die G,4.:, gefiihrt werden. Schreiben wir also: 


Ys = — NL, Ye = UH — UM (k=1,...i—1, i+1,...m), 


so bewahrt sich noch die Relation 


Ss y= 0. 
i=1 


Wenn nun die G,, wirklich existirte, so miissten ersichtlich y, = 0 
und y% — y¥:=0 (k,l—1,...n) dasselbe System von Ry-s liefern wie 
% =O und y& —2,—0. Dem ist aber nicht so, denn man erhilt 
in dem obigen Beispiel y; — yx = 4% — (n+ 1)a%,, Unsere Voraus- 


setzung von der Existenz der Gari, in einem R,-»2 hat uns also auf 


einen Widerspruch gefiihrt. 

Der obige Beweis hat aber, wie schon angedeutet, keine Anwendung 
im R,, weil hier bei den Transpositionen zwei einzelne feste Punkte, 
d. h. Centra auftreten. Dass man im R, zu einer Gs, nédimlich der 
Oktaedergruppe, gelangen kann, beruht nun darauf, dass bei der Trans- 
position (3,4) die beiden Centra von (1,2) mit einander vertauscht 
werden, Eine solche Vertauschbarkeit der beiden bei einer centrischen 
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Perspectivitét in einem hdheren Raume festbleibenden Gebilde ist offen- 
bar unmdglich, da dieselben von ungleicher Dimension sind. 

5. Wir ziehen jetzt den zweiten Fall in Betracht, wo die bei einer 
Transposition, etwa (1, 2), festen Punkte einen R, und einen Rn—s 
erfiillen. Diese Gebilde miissen bei der G, 2, der m—2 iibrigen 
Dinge ein invariantes System bilden, und also fiir m > 3, wie wir 
zuerst annehmen wollen, jedes in sich tibergefiihrt werden. Die Trans- 
positionen (%, k), wo sowohl ¢ als k > 2, sind mit (1, 2) vertauschbar; 
die zugehérigen R, miissen also bei (1,2) in sich tibergehen. Letzteres 
ist auf zwei Weisen moglich: entweder liegen die fraglichen R, in 
dem zu (1,2) gehérigen R,,2, oder dieselben treffen sowohl den R, 
als den Ry» von (1, 2) in je einem Punkte. 

Bei der ersten Méglichkeit betrachten wir das System von Trans- 
positionen: (3,1), (3,2), (3,4),...(3,). Von den zugehdrigen R, 
liegen nach der Voraussetzung die m — 3 letzteren in dem zu (1,2 
gehérigen R,,-2, nicht aber die beiden tibrigen, denn dieselben miissen 
bei (1, 2) vertauscht werden. Durch eine gewisse Zahl von diesen R, 
wird ein linearer Raum viéllig bestimmt. Liegt in diesem Raume ein 
einziger von den noch iibrigen R,, so miissen dieselben sich alle, auf 
Grund der Transitivititseigenschaften der G,,, dort befinden. So lange 
also letzteres nicht stattfindet, muss fiir jeden neu hinzutretenden R, 
die Dimensionenzahl des hindurchgehenden Raumes wenigstens um 
eine Einheit erhéht werden. Nun liegen die R, von (3, 1) und (3, 2) 
nicht in dem die » — 3 iibrigen enthaltenden R,,2; die Dimensionen- 
zahl des letzteren Raumes muss also mindestens n — 3 sein, so dass 
m—2>n--3 und m>n—1. Ja es muss sogar m>n sein, denn die 
beiden ersten R, bestimmen schon einen R,, weil dieselben, wie wir 
sofort beweisen wollen, einander nicht treffen kénnen. Es giebt nim- 
lich nur zwei Méglichkeiten, nach welchen jede zwei der n—1 R, 
einander schneiden kénnten: entweder miissten dieselben alle in einem 
R, liegen, dann aber wiirde dieser R, und mithin auch die R, von 
(3, 1) und (3, 2) im R,~2 enthalten sein; oder auch allen—1 R, 
haben einen gemeinschaftlichen Punkt, und zwar im R,»-2; wenn aber 
die R, von (3,7) einander treffen, so muss dasselbe mit den R, von 
(1,7) und (2,7) der Fall sein; mithin miissen die R, von (3, 1) und 
(3,2) den R, von (1, 2) schneiden; dieselben hiitten also bei der Trans- 
position (1, 2) zwei feste Punkte und kénnten folglich dabei mit 
einander nicht vertauscht werden. Es ist also erwiesen, dass wir hier 
zu keiner Darstellung einer G,, in einem R,,, wo m<n— 2, ge- 
langen kénnen. 

Nehmen wir also noch die zweite Méglichkeit in Betracht, dass 
nimlich die R, von (i, k),;wo i,k > 2, den R, von (1, 2) schneiden, 
Nun ist letzterer R, bei einer G,-:, invariant; wenn n > 6, ist dies 
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nur méglich, falls jeder Punkt wenigstens bei der alternirenden G,_», 


fest bleibt. Da letztere Gruppe die Transpositionen (i, &) in einander 
transformirt, miissen die in Rede stehenden R, einen gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt auf dem R, von (1,2) ausschneiden. Hier miissen 
sich aber, wie man leicht aus den Transitivitatseigenschaften der 
G,,, erschliesst, simmtliche zu Transpositionen gehérigen R, schneiden. 
Der fragliche Punkt bleibt bei der G,, invariant; die Geraden durch 
denselben bilden einen R,,,, welcher ebenfalls die G,, erleiden soll; 
in diesem R,,_, entsprechen aber den Transpositionen centrische Per- 
spectivititen, so dass wir auf den Fall der vorigen Nummer zuriick- 
kommen, Ist aber n = 6, so kann zwar der R, die Ga_s;, d, h. eine 
Oktaedergruppe erleiden; bei derselben werden aber die Fixpunkte bei 
einer Transposition (3, 4) mit einander vertauscht, so dass dieselben 
nicht verschiedenartige Eigenschaften haben kénnen, wie es mit den 
Schnittpunkten des R, mit den zur fraglichen Transposition gehérigen 
R, und R,-2 der Fall sein wiirde. Fiir n = 6 giebt es aber noch die 
Méglichkeit, dass jeder Punkt auf dem R, bei der ausgezeichneten 
Vierergruppe der G,-2, fest bleiben kann. In der That erhalten wir 
hier eine Darstellung der Gg, im R,, aber dieselbe wie in der vorigen 
Nummer. Es beruht dies darauf, dass eine Gg, auf zwei Weisen als 
Vertauschungsgruppe von 6 Dingen aufzufassen ist*). Geht man von 
dem einen System von 6 Dingen aus, so sind die zum anderen System 
gehérigen Transpositionen vom Typus (1, 2) (3, 4) (5,6). Unsere 
Behauptung ist also erwiesen, wenn wir nur darlegen kénnen, dass 
letzterer Operation eine centrische Perspectivitit entspricht, weil wir 
dann auf die Voraussetzung der vorigen Nummer gekommen sind. Der 
Transposition (1, 2) sei die Collineation 

(1,2) a= 2, ty = 2, = — X3, Xf = — %, X= — &, 
zugeordnet, so dass die festbleibenden Punkte den R, x, = x, =a, =0 
und den R, 2, =x, =O erfiillen. Wir kénnen ersichtlich fiir die 
zur (3,4) gehdrigen R, und R, 2, = a4, — 2, =—0 bez. x, = 2, = 0 
wahlen: 

(3,4) 2 = 4%, t= —&,, t= 2%, X =— %, = — 4. 
Nun miissen einerseits die R, von (3, 4) und (5, 6) dem R, von (1, 2) 
in demselben Punkte begegnen, weil jene beiden Transpositionen bei 
der Vierergruppe, welche jeden Punkt des letzteren R, invariant 
lasst, ineinander tibergehen. Anderseits sollen (3, 4) und (5,6) im R, 
“x, = x, =O eine Vierergruppe erzeugen, und in einer Ebene muss 
eine solche aus 3 harmonischen Perspectivititen bestehen, deren jede 





*) Betreffend die zweite Art von Untergruppen einer G,, vom Index 6 ver- 
gleiche man etwa Weber, Algebra l, § 182. 
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Axe die Centra der beiden iibrigen Perspectivititen verbindet, denn 
nur so ist es méglich, dass die Transformationen einander invariant 
lassen; fiir Axe und Centrum von (3,4) sind schon 2,—0 und 
z,= «, = 0 gewahlt; wir bestimmen das Coordinatensystem endgiiltig, 
indem wir 2,=—0 und z,—2,=0 die Axe und das Centrum von 
(5, 6) darstellen lassen. Hieraus: 


(5, 6) Uy = Hy, Ly = — By, Hy = — Hy, Uf = Ly, T= — 2s; 
(1, 2) (3, 4) (5,6) xy = 2, ry = Xo) ty = @3, L—= 2X, “L, = —2;. 


Da letztere Collineation eine centrische Perspectivitit darstellt, sind 

wir auf den Fall der vorigen Nummer zuriickgelangt*). 
Betreffend die G,, im R, kénnen wir uns hier kurz fassen, da Hr. 
Maschke soeben alle quaterniiren Collineationsgruppen G,, und Gy, 
2 


bestimmt hat. Von seinen Resultaten kommen hier, wo wir »>5 
verlangen, eine Gg, und zwei Gs, in Betracht**). Die Gs, war schon 
von Hrn. Klein aufgestellt, welcher ihre Existenz aus der Linien- 
geometrie erschlossen hatte***), und die Gs, werden aus den zweierlei 
Arten von Untergruppen der Ge, erhalten. Die Ikosaederuntergruppe 
der einen Gs, transformirt zwei Gerade und diejenige der anderen zwei 
C, in sich, und zwar beide Male in contragredienter Weise+); bei den 
iibrigen Operationen der Gs, werden jene Geraden bez. C, vertauscht. 

6. In den Fallen, wo m—i—1>i>1, mag erstens der zu 
einer Transposition (k, 7), wok,l > 2, gehérige R; sich ganz in dem 
Ra-i-1 von (1, 2) sich befinden; dann ermittelt man aber in genau 
derselben Weise wie fiir i = 1 eine untere Grenze der Dimensionen- 
zahl m, welche jedenfalls > » — 2 sein muss. Zweitens kann jener 
R; von (k,l) mit dem R; von (1, 2) einen R; und mit dem R,,~;-1 
einen R,_;,-1 gemein haben. Nun muss der R; von (1,2) bei der 
G,-2, von (3, 4,...,”) in sich tibergehen. Entweder muss also jeder 
Punkt von dem R; bei der alternirenden G,_»,, welche ersichtlich in 


den hier interessirenden Fallen einfach ist, fest bleiben, und dann 
beweist man wie fiir i —1, dass jener R,, bei der ganzen G,, invariant 
bleiben muss; die oo”—‘-'R, 41, welche diesen R,, enthalten, bilden 


*) Wegen der Herstellung einer G,, im R, verweisen wir tibrigens auf 
Burkhardt, ,,Hyperelliptische Modulfunctionen“ Il, Math. Ann. XXXVILI, p. 199. 
**) Man sehe Maschke, ,, Bestimmung aller terndren und quaterndren Col- 
lineationsgrupp Iche mit symmetrischen und alternirenden Buchstabenvertau- 
schungsgruppen holoedrisch isomorph sind“, § 13. Math, Ann. LI. 
***) Math. Ann. IV, p. 346; XXVIII, p. 519. 
+) Betreffend die Bedeutung von Cogredienz und Contragredienz bei der 
Zuordnung zweier Reihen von Ikosaedersubstitutionen auf einander sehe man 
Klein, Ikosaeder, p. 282. 
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also einen R,,_;,-1, in welchem schon die G,, erzeugt wird, und in 
diesem R,,_;,-1 wird der Schluss, falls néthig, in derselben Weise ver- 
folgt. Oder auch wird die G,-», wirklich in dem R; erzeugt. Setzen 
wir i =n — 2 — 9, so ist einerseits nach der Voraussetzung 
m > 2i+1—2n—3— 2, 

anderseits soll in den von uns zu betrachtenden Fallen m <n — 2. 
Es muss also n—2 > 2n—3— 20, oder n< 29+1; aber es 
soll auch i >2, also m> 5 und n> 7, wofiir g@ > 4 erforderlich ist, 
Nehmen wir jetzt an, R,, sei der niedrigste Raum, in welchem eine 
za diesem Falle gehérende G,,, wo » > m-+ 2, erzeugt werden 
kénnte; bei der Herstellung der G,_2; in dem R;, wo i =n — 2 — 9 
und @ > 4, sollten also dann die bei einer Transposition festen Punkte 
zwei Riume von gleicher Dimension erfiillen; wir werden aber sofort 
finden, dass es keine Collineationsgruppen G,-2,; von dieser Art giebt, 
und dass also der hier besprochene Fall auch keine G,, in einem R, 
mit m < n — 2 liefert. 

Es eriibrigt nur noch die Fille zu untersuchen, bei denen die zu 
einer Transposition (1, 2) gehdrigen Riume von derselben Dimension 
sind, also i= m—i—1 oder m=2i+1. Hier liegt zuerst die 
Méglichkeit vor, dass diese beiden R; bei der (1,2) zugeordneten 
G,—2, in sich selbst tibergehen; dieselbe kommt aber hier, wo n >21+3 
und 4 >2, ausser Betracht. Es sei niimlich angenommen fiir einen 
gewissen i-Werth erhalte man die erste diesbeziigliche G,,; die zu- 
gehérige G,-2; kann dann keine von unseren friiher bekannten sym- 
metrischen Gruppen sein, weil wir, wenn m>1, keine G,, in einem 
Rn gefunden haben, fiir ‘welehe n>2m-+1, was hier betreffend die 
G,-2, im R; der Fall sein sollte; einer solehen Bedingung » > 2m-+1 
geniigende symmetrische Greppen wird aber auch der einzige noch zu 
erérternde Fall nicht liefern. Betrachten wir also naher diesen Fall, 
dass niimlich jene beiden zu (1,2) gehdrigen R; bei der Gy_», ver- 
tauscht werden, und somit jeder in sich nur bei der alternirenden 
Gea iibergeht. Nun ergeben uns friiher bekannte Resultate die Ger 


hen die Gr als die héchsten alternirenden Gruppen im R, bez. R: 


auch wissen wir, dass im R, keine Gg, existirt. Allein fiir i >4 
z 
gentigt es daran zu erinnern, dass die G,_2, Untergruppen G,_«, ent- 


2 
halt. Es sollte also zuerst die Construction der G,-4, im R;, wo 
n > 21+ 3, méglich sein. Dies ist aber in dén R; von i= 4 bis 
¢ = 8 nicht der Fall; denn in diesen Raiumen wissen wir schon, dass 
ausser den Vertemchengngeepeen von je i+ 2 R,_, héchstens eine 
zweite G7, bez. Gp, im R, bez. R, als G,,, fiir welche n >i + 2, wu- 
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treten kénnen. Hieraus erschliesst man sofort, dass von i=2.4+1=—9 
bis i= 2.8-+1—17 es auch keine anderen G,, in einem R,, fiir 
welche i < m — 2, als jene Vertauschungsgruppen von je i+ 2R,_; 
giebt, und in derselben Weise weiter aufwirts, 

Aber auch jene G;, im R, und Gp, im R, existiren nicht. Doch 
wollen wir betreffend die Unmdglichkeit der G , den Beweis erst 
spiiterhin (Nr. 12) bei Gelegenheit der Construction einer zweiten Go, 

2 


im R, erbringen. Versuchen wir hier also nur die G;, im R, zu 
construiren. Es sei: 
(1,2) 2’ = 2, Ly = Hy, Hy = Hy, U = — Uy, HE — Hy, Le = — ey. 
Die beiden R, 2, = 2%, = 2, = 0 und gz, = x, = 4 = 0 sollen durch 
(3,4) und also auch durch (1, 2) (3,4) vertauscht werden. Die bei 
einer mit (1, 2) (3, 4) gleichberechtigten Operation festen Punkte 
miissen somit auch zwei R, erfiillen; denn, wenn R,-+ R, oder 
R,+ Ry, hiitten bei derselben auch Punkte auf jenen R, fest bleiben 
miissen. Die Operation (3, 4) (5, 6) soll die beiden zu (1, 2) gehérigen 
R, nicht vertauschen. Wir kénnen also schreiben: 
(3, 4) (5, 6) U2, LY = Ly, y= — Ly, 1 = — %, 

y= — 2, Xe Ne. 
Hieraus: ’ = , 
(1, 2) 8, 4) (5,6) 2'—= 4%, %, =a, t= — a, 7—= %, 

Y= Ly, Hye me — Iq. 
Bei einer mit (1, 2) (3, 4) (5, 6) gleichberechtigten Operation erfiillen 
also die festen Punkte einen R, und einen R,. Nach endgiiltiger Fixi- 
rung des Coordinatensystems, so dass|die Eckpunkte in 7, = 7, = 7, = 0 
und 4, = 2, = 2%, = 0 bei der durch (3, 4) (5, 6) und (3, 5) (4, 6) 
erzeugten Vierergruppe invariant bleiben, ergiebt sich: 


(3, 5) (4, 6) Ly = 2, Le = — Lo, Lt, == Xs t= — 2&4) 
Lm hs, He = — 2X3 

(1,2) (3,5) (4,6) a’ a, m’—=—%,,%—= %,U—= %, 
. L, = — 4, Le—= 


Aus der Zusammensetzung von (1, 2) (3, 4) (5,6) und (1, 2) (3,5) (4, 6) 
wiirde man dann erhalten: 
(3,6) (4,5) a’ = a, %’—= — 2, % = — %;, = %,, = — 4, 
ty — Xe, 
und zwar erfiillen dabei die festen Punkte den R, 7, = 7,—27,=—24,= 0 
und den R, x,—%,—0, wihrend anderseits, weil (3, 4) (5,6) und 
(3, 6) (4,5) innerhalb der G;, gleichberechtigt sind, die festen Punkte 
zwei R, erfiillen sollten. Der Versuch die G;, zu construiren fiihrt 
also auf einen Widerspruch. 
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7. Unsere Resultate betreffend die symmetrischen Gruppen haben 
also ergeben, dass in cinem R,_3 nur zwei G,, als Collineationsgruppen 
darstellbar sind, niimlich die Oktaedergruppe oder G4, im R, und die 
Ge, im R,, und dass in einem R,-2 jede G,, auf blos eine Weise vor- 
kommt, ndmlich als Vertauschungsgruppe von nR,-3; Ausnahme hier- 
von liefert nur die Gs,, welche im R,, den beiden Systemen von Unter- 
gruppen der oben erwdhnten Ge, entsprechend, noch auf zwei Weisen 
auftritt, Doch giebt es ganz gewiss fiir alle G,, mit geradem n ana- 
loge Darstellungen mit der Gy, im R, und der Ge, im R,; nur wird 
die Dimension hoher als in den hier in Betracht kommenden Fillen; 
iibrigens werden wir am Ende unserer Arbeit noch einmal hierauf 
zuriickkommen (Nr. 13). 

8. Jetzt betrachten wir die alternirenden G,, und denken uns 


2 
dieselben durch ein System von Operationen: (1, 2,3), (1, 2, 4), ... (1, 2, ) 
erzeugt. Die bei (1,2, 3) festbleibenden Punkte kénnen entweder zwei 
oder drei lineare Réume erfiillen. Der Inbegriff dieser Riume muss 
bei einer Gs.,— 3; in sich iibergehen, von welcher die Hilfte der Opera- 
tionen durch Combination von (1, 2, 3) mit der geraden Vertauschungs- 
gruppe von 4,5,... » entsteht; dabei miissen ersichtlich, falls letztere 
G,~—s, einfach ist, also n > 7, die erwihnten Riume jeder in sich 
2 


iibergehen; wenn » = 6,7 und jene Riume drei und von derselben 
Dimension sind, liegt aber auch die Méglichkeit vor, dass dieselben 


bei der G, n—s1 cyklisch vertauscht werden kénnen. Bei der anderen — 





2 

Halfte der Operationen erleiden sowohl 1, 2, 3 als 4, 5,... ungerade 
Vertauschungen, und zwar miissen die entsprechenden Collineationen 
zwei von den in Rede stehenden Raumen in einander tiberfiihren; man 
iiberzeugt sich in der That leicht, dass, falls hier jeder von jenen 
Raumen in sich iiberginge, eine Collineation von der Periode u, wo u 
nicht durch 3 theilbar, combinirt mit der Collineation (1, 2,3), eine 
solehe von der Periode 3m ergeben wiirde, wihrend doch anderseits 
die Structur der Vertauschungsgruppe G3.,—-3, auch hier die Periode wu 
verlangt. Es miissen also immer zwei Raéume mit festen Punkten bei 
(1, 2, 3) die gleiche Dimension i haben, um bei der zugehérigen G5. ns; 
mit einander vertauschbar zu sein; ein dritter Raum mit festen Punkten 
kann entweder existiren oder nicht; wenn aber ein solcher vorkommt, 
muss derselbe bei der G3.,—3; invariant bleiben, ausgenommen wenn 
auch seine Dimensionenzahl =i und n= 6,7, wo nimlich noch die 
Moglichkeit, dass jene drei R; bei der Gs.,-3, alle méglichen Ver- 
tauschungen erleiden, zu untersuchen ist. Die Dimension i wiihlen 
wir als Grund bei der folgenden Classeneintheilung. 

9. Bei der ersten Classe soll also die Operation (1, 2,3) zwei 
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einzelne Punkte oder R, fest lassen; ist der Raum R,, kein eindimen- 
sionaler, bleiben noch die Punkte eines Ry: invariant. Nun bleibt 
ersichtlich bei (1, 2,3) jeder lineare Raum invariant, welcher die Ver- 
bindungsgerade der festen R, enthalt. Betrachten wir jetzt die Trans- 
formationen (1, 2,3) und (1, 2,4), so sind drei Fille denkbar: die 
Verbindungsgeraden der zugehdrigen R, kinnen entweder zusammen- 
fallen, oder dieselben schneiden einander, oder endlich dieselben sind 
zu einander windschief. Der durch die fraglichen Geraden bestimmte 
R, bez. R, oder R, bleibt bei der durch (1, 2, 3) und (1, 2, 4) erzeugten 
alternirenden Gs, invariant. 
2 


Im ersten Falle muss aber jener R, bei der ganzen G,, invariant 


bleiben, denn derselbe muss die zu einer beliebigen ernougenden Ope- 
ration (1, 2, ~) gehdrigen R, enthalten; durch die Transformation 
(1,2) (4, ) wechseln niimlich die R, von (1, 2,3) Platz, und die- 
jenigen von (1, 2,4) werden mit denjenigen von (1, 2, ) vertauscht. 
Es handelt sich also hier nur um die auf einer Geraden erzeugten 
Gn»:, und wir kénnen sofort die Resultate aufschreiben, dass ausser 


der Gs, oder der cyklischen G, hier noch bekanntlich die Tetraeder- 
3 
gruppe oder Gs, und die Ikosaedergruppe oder Gs, existiren. 
2 2 


In gleicher Weise bleibt im dritten Falle der R, bei der ganzen 
Ga, invariant. Die Operationen (1, 2,3) und (1,4, 5) erzeugen némlich 


2 
einerseits die alternirende Gs; von 1,2,3,4,5, anderseits miissen die- 


2 
selben den durch die zugehérigen beiden R,-Paare bestimmten Raum 
invariant lassen. Dieser Raum muss aber auf Grund der Transitivitiits- 
eigenschaften der Gs, auch die zu (1, 2,4) und (1,2, 5) gehdrigen 
i 


R,-Paare enthalten. Der Raum ist also in dem hier zu betrachtenden 
Falle jener durch (1, 2,3) und (1, 2,4) bestimmte R,. Da man nun 
statt 5 eine beliebige Zahl m hiitte nehmen kénnen, so folgt, dass der 
fragliche R, die zu jeder Operation (1,2, ) gehdrigen R, enthalten 
und mithin bei der ganzen G,, invariant bleiben muss. Es gilt also 


2 
nur die zu diesem Falle gehirigen Gn, im R, zu finden. Nach den 


2 
Resultaten von Hrn. Maschke kommen fiir uns hier eine Ger und 


2 
eine Gs, in Betracht*), welche als Untergruppen innerhalb der friiher 
2 


*) Man sehe Maschke, |. c. § 10, 11. Kine zweite G,;, im R;, welche zu 


2 
diesem Falle gehéren sollte, liisst schon einen R, invariant. 
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(Nr. 5) erwaihnten symmetrischen Gruppen enthalten sind. Die Gs, 
2 


wird aus der biniren Ikosaedergruppe erhalten, indem man substituirt: 
My = 25°, Ly 2472p, Ly = 2,29", Hy — 2°; 


bei derselben bleibt nicht nur die durch die obige Substitution mit 
dem Parameter 2,: 2, definirte C, invariant, sondern auch eine zweite, 
deren Parameter sich aber contragredient substituirt. 

Der zweite Fall giebt wns nur die alternirenden Vertauschungs- 
gruppen von nR,_3 in einem R,-2 mit der Ausnahme, dass wir im R, 
zu noch hiheren Gruppen gelangen, ndmlich der G;, und der Gg,. Dass 

2 2 
der R, hier eine Ausnahmerolle spielt, ist schon von vornherein zu 
erwarten, weil, falls m > 4, die Bedingung, dass die Verbindungsgeraden 
der zu jedem Paare (1, 2, %) und (1, 2,2), wo k,l<m, gehérigen R, 
einander treffen, auf zwei Weisen erfiillt werden kann: entweder gehen 
die fraglichen Geraden alle durch einen Punkt, oder dieselben liegen 
alle in einem R,, welcher dann bei der ganzen G,, invariant bleiben 
2 
muss. Es sei nun der Raum, in welchem die G,, dargestellt wird, 
2 
ein R,,. Bei der Operation (1, 2,3) bleiben zwei einzelne R,,1 in- 
variant, welche den R,,» der festen Punkte und je einen von den 
festen R, enthalten, dann aber auch jeder R,,;, welcher die Verbin- 
dungsgerade der beiden R, enthialt; also fiir m — 2 drei einzelne R,. 
Von den beiden ersteren R,,; kann keiner bei einer Operation (1, 2, 4) 
invariant bleiben; dies wiirde iibrigens, wie man in gewohnter Weise 


schliesst, die Invarianz desselben bei der ganzen G,, bedingen, so dass 
2 
man, falls die Sache nicht schon aus anderen Griinden unméglich 
wire, die Gruppe schon in einem R,,_,; hatte betrachten kénnen. Bei 
(1, 2,3) und (1, 2, 4) bleiben also nur diejenigen R,,-; invariant, welche 
den durch die Verbindungsgeraden der zugehdrigen R,-Paare be- 
stimmten R, enthalten. Der entsprechende Satz gilt fiir eine Reihe 
von « — 2 erzeugenden Operationen: (1, 2, 3), (1, 2, 4), ... (1, 2, #); 
dabei ist noch zu beachten, dass, falls die G,, nicht schon einem 
2 
niedrigeren Raume angehéren soll, die Dimension des durch die R,-Paare 
bestimmten Raumes fiir jede hinzutretende Operation um eine Ein- 
heit wachsen muss, bis man den Raum R,, selbst erhilt, wozu m 
Operationen erforderlich sind, welche eine G,,42, definiren, bei deren 
2 


Untergruppen Gp,+1, fiir m > 2 je ein einzelner R,,_; invariant bleibt, 
2 


fiir m= 2 aber deren drei. Die Gni2; im R, wird also durch die 
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alternirende Vertauschungsgruppe jener m+ 2 Rm 1 erzeugt, was be- 
treffend die Gs, im R, auf drei verschiedene Weisen geschieht. Gerade 
2 


wie in dem entsprechenden symmetrischen Falle (Nr. 4) kénnen wir 
diese Rp», dem Coordinatensystem zu Grunde legen und erhalten 
dann ein System tiberzihliger Coordinaten, welche der Bedingung 


>a =0 


1 


geniigen, won=—m-+2. Nun ist die Frage, ob wir vielleicht im 
R,-2 noch eine Gta construiren kénnen, welche die obige Gas als 


Untergruppe onthilt Eine solche Ga hat set) Seapine 


Gn—11, denen eben so viele R,_s citiiapapiibi ie Von diesen R,_3 
2 


sind » bekannt, nimlich z,—0,...2%,—0. Von den anderen R,_3 
muss einer bei der Vertauschungsgruppe von 23, ... %, invariant 
bleiben, wenn nur bei den ungeraden Vertauschungen auch 2, und 2, 
permutirt werden, und die anderen miissen entsprechende Bedingungen 
erfiillen. Bei der geraden Vertauschungsgruppe von 23, ... 2%, WO 
n> 4, bleibt nun nach den obigen Entwickelungen jeder R,_; des 
Biischels 2, + ax, = 0 invariant, sowie fiir » —5 noch zwei einzelne 
R,-3, namlich x, + jo, + 724, =0 und aw, + ja, + ja, =—0, wo 
22i 

j =e * 5 von diesen bleiben aber bei den noch iibrigen Permutationen 
zwei einzelne R, 3 invariant, nimlich z, — z,—0 und a, + 2,=0. 
Dass aber die iibrigen inn —1) R,-s nicht durch die Gleichungen 
L; — 2, =O geliefert ae kénnen, beweist man ganz wie in der 
4. Nummer. In derselben Weise kann man auch die Méglichkeit 
durch a; + 2 =O beseitigen. Ein anderes Coordinatensystem, von 
welchem man ausgehen kénnte, wire dann: 


y,= —(n—2)2,, w= a+ KX, (k == 2, 3,... m) 


wobei 


n n 


> yi = >Hi =(). 


1 1 


Allein das System y; =O und y,+y,—0 fallt mit dem System 
“= 0 und 4;+ 4% =0 (i,k =1,...m) nicht zusammen; man hat ja 
¥, + 4% = (3 —n)a,+ a. Hiermit ist bewiesen, dass man von der 
Vertauschungsgruppe Ga von nmRy-s in einem Ry» zu keiner Gas! 


hinaufsteigen kann, es sei denn, dass n < 5. 
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Der obige Beweisgang ist aus vielen Griinden im R, nicht an- 
wendbar; fiir die Gy, hat man ja hier nicht ein einzelnes Coordinaten- 
2 


system der 2,, sondern drei verschiedene, Doch brauchen wir uns 
hier nicht linger aufzuhalten, da die Erweiterung der Gs, im R, auf 
2 


die Gs, und die Gg, schon bekannt ist. Die G;, oder die ternire 
z Ej ry 
Ikosaedergruppe wird iibrigens aus der binaren Ikosaedergruppe durch 
die Substitution 
W, = 8,, y= 2%, X= 2,” 
erhalten. Betreffend die Gs, sei hier nur auf die Kigenschaft auf- 


2 
merksam gemacht, dass die Operation (4, 5, 6) die drei bei (1, 2, 3) 
festen R, cyklisch vertauscht; wir hatten ja auch der Méglichkeit 
aihnlicher Falle in Nr. 8 Erwahnung gethan. 

10. Wir nehmen jetzt den zweiten Fall in Angriff; derselbe wird 
dadurch charakterisirt, dass bei (1,2,3) die Punkte zweier R, und, 
falls die Dimension m > 3, eines Ry—« fest bleiben. Betreffend das 
gegenseitige Verhdltniss der Operationen (1, 2,3) wnd (4, 5, 6) sind hier 
von vornherein verschiedene Fille méglich. Es kénnen erstens die 
beiden R, von (4, 5, 6) sich ganz in dem Ry_« von (1, 2, 3) befinden. 
In diesem Falle handelt es sich aber um weit gréssere Dimensionen- 
zahlen m als diejenigen, welche hier, wo m < » — 2, in Betracht zu 
nehmen sind. Dies beweist man in genau derselben Weise wie im 
entsprechenden Falle der Nr. 5, indem man das System der Opera- 
tionen (4, 5, 6), (4, 5, 7), .. . (4, 5, ), (4, 5, 3), (4, 5, 2), (4, 5, 1) und 
die durch die zugehérigen R,-Paare bestimmten Riume betrachtet. 
Die R,-Paare von diesen » — 2 Operationen miissen hinreichen, um 


den ganzen R,, zu bestimmen, denn sonst wiirde die G,, in einem 
= 
niedrigeren Raume existiren, von welchem man dann ausgehen kénnte; 


diejenigen der » — 5 ersteren Operationen sollen im R,,_4 von (1, 2, 3) 
liegen ; durch die drei letzteren wird also die Dimension des betreffenden 
Raumes mindestens um 4 erhéht; nun ist es ersichtlich, dass eine 
nachfolgende Operation die Dimensionenzah! héchstens um eben so viele 
Kinheiten erhdhen kann als die vorangehende; im giinstigsten Falle 
stellt sich also die Sache folgendermassen: (4, 5, 6) giebt schon 3 Di- 
mensionen, jede von (4,5, 7), ... (4,5, m), (4, 5,3) deren zwei und 
(4, 5, 2), (4, 5, 1) zusammen zwei, so dass m > 3+ 2(n—5)4+2=— 
= 2n — 5, also > n — 2. 

Wenn wir von einem etwaigen Falle im R, absehen, in welchem 
drei zu (4, 5, 6) gehérigen R, sich bei (1, 2, 3) cyklisch vertauschen, so 
muss jeder R, von (4, 5, 6) bei (1, 2,3) im sich tibergehen. Dies kann 





42 TATE -_ S 





Symmetrische und alternirende Collineationsgruppen. 259 


eweitens dadurch geschehen, dass ein R, von (1, 2,3) einen R, von 
(4, 5, 6) trifft. Da, wenn n > 7, die Operation (1, 2) (7, 8) die beiden 
R, von (1, 2,3), und (4, 5) (7, 8) diejenigen von (4, 5,6) vertauscht 
(nach Nr. 8), so miissen also beide R, von (4,5, 6) beiden R, von 
(1, 2,3) begegnen, und in gleicher Weise muss es sich mit den R,- 
Paaren von (4,5, 7) und (1,2, 3) verhalten. Alle drei R,-Paare be- 
stimmen also denselben R,; wenn aber die R, von (4, 5,7) schon in 
dem durch das zu (4,5, 6) gehérige R,-Paar bestimmten R, liegen, 
so muss dasselbe fiir jede Operation (4,5, 7%) gelten, und somit jener 
R, bei der ganzen G,, invariant bleiben. Die alternirenden Gruppen 


2 
im R,, welche unter dieser Nummer rubriciren, sind aber im Wesent- 


lichen durch die Gy, und eine Go, erschdpft*), welche letztere indess 
2 2 


schon in der vorigen Nummer unter Zugrundelegung eines anderen 
Systems von Ikosaedergruppen gegeben wurde, 

Es bleiben noch iibrig Erérterungen betreffend die Existenz der Ge, 

‘3 


im R, und der G;, im R,. Im R, soll bei (1, 2, 3) ausser den Punkten 
2 


zweier R, noch ein einzelner Punkt R, fest bleiben, und in gleicher 
Weise bei (4, 5, 6). Da nun der R, von (4, 5,6) sowohl bei (1, 2, 3) 
als bei (1, 2) (4,5) invariant bleiben soll, und die letztere Operation 
die beiden R, von (1, 2, 3) vertauscht, so miissen die zu (1, 2, 3) und 
(4,5, 6) gehérigen R, zusammenfallen; es folgt, dass jeder R, von 
(4,5, 6) jeden R, von (1, 2,3) schneiden muss, damit dieselben bei 


der bez. Operation jeder in sich iibergefiihrt werden kénnen. Schreiben 
wir also: 


2a 
(1,2,3) ay’ ja,, My’ = jx, Uy —=j?Xs, Ly = JPL, X= Xp; (j—c*) 
(4,5,6) a’ =ja,, v=? %, 23’ = Jt, U1 —=j?a,, 1, —=4,, 
so ergiebt sich unmittelbar: 
(1, 2, 3)(4, 5, 6) w= jPa,, wy’ = 2,, 2, = 2, X= JX, L,'—=-,. 


Bei (1, 2, 3) (4,5, 6) bleiben also zwei einzelne Ry und die Punkte 

eines AR, invariant. Geht man nun von dem anderen Systeme von 

Ikosaederuntergruppen der Gg, aus, so werden die Rollen von (1, 2, 3) 
E 


und (1, 2, 3) (4, 5, 6) vertauscht. Hieraus erschliesst man, dass man 


*) Man sehe Maschke, l. c. §§ 10, 11, 12. Es wiiren noch zwei Ikosaeder- 
gruppen im R, zu erwiihnen; dieselben lassen aber schon Riume niedrigerer 
Dimension niimlich R, invariant, indem die eine zwei windschiefe R, in contra- 
gredienter Weise transformirt, die andere auf jeder Erzeugenden des einen 
Systems einer Fliiche zweiten Grades eine biniire Ikosaedergruppe erzeugt, bei 
welcher diejenigen des anderen Systems unter sich vertauscht werden. 


17* 
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hier bloss zu der in der vorigen Nummer schon erhaltenen G¢, im R, 
2 
gelangen kann, namlich der alternirenden Vertauschungsgruppe von 


6R,. Es ist unméglich von der Gg, zu einer G7, hinaufzusteigen; denn 
Zz b 


2 
zu den Operationen (4, 5, 6) und (4, 5, 7) und mithin zu jeder Opera- 
tion (4, 5, ¢) sollte derselbe R,, niimlich derjenige von (1, 2, 3) gehéren. 
Der fragliche R, sollte also bei der ganzen G;, in sich tibergehen; 
z 


dies ist aber unmoglich, weil schon gegentiber der Ge, kein invarianter 


2 
Punkt existirt. 
Betreffend die Gz, im R,, so ist die Méglichkeit, dass ein zu 
2 


(1, 2,3) mit einem zu (4, 5, 6) gehérigen R, zusammenfallt, und die 
iibrigen ein windschiefes Viereck bilden, schon durch die vorigen 
Erérterungen erledigt, indem der diesen Viereck enthaltende R, in- 
variant sein sollte. Ein anderer denkbarer Fall wire, dass jeder R, 
von (4, 5,6) mit einem anderen zu (1, 2, 3) gehérigen R,-Paar Schnitt- 
punkte gemein hitte. Wir kénnen dann schreiben: 


(1,2,3) a'—=2,, % = %, %—=jXs, 1 =jXy, T= PH,, Ty = jy; 
(4,5,6) 2’ =2,, %, =jx,, X= %, {= fay, X= jX,, Lye =X. 
Hieraus: 

(1.2,3)(4,5,6) 2, =a, %'—=jx,, y' —=jXy, T= Ly, U;'— Uy, T= jXq} 
(1,2,3)(4,6,5) 2,’ 2, 1y'=7°2,, Ly —=jXy, L{—=j"X,, T, —=jXs, Le—— Xe. 
Die letzteren beiden Operationen erzeugen zwei innerhalb der G;, 


2 
gleichberechtigte G, und sollen darum auch in geometrischer Hinsicht 


fiquivalent sein. Weil aber bei (1, 2,3) (4,5,6) die festen Punkte 
zwei R, und bei (1, 2, 3) (4, 6, 5) drei R, erfiillen, so muss ein Wider- 
spruch in unserer Voraussetzung betreffend das Verhiltniss von (1, 2,3) 
und (4,5,6) zu einander enthalten sein. 

Es ist noch eine dritte Moglichkeit tibrig, dass naimlich bei (4, 5, 6) 
die drei zu (1, 2,3) gehérigen R, cyklisch vertauscht werden. Dieser 
Fall laisst sich aber leicht beseitigen. Innerhalb der Vertauschungs- 
gruppe von 4, 5, 6, 7 giebt es eine ausgezeichnete Vierergruppe, welche 
jeden der drei erwaihnten R, in sich tiberfiihren muss. Dies kann auf 
zwei Weisen geschehen. Es kann erstens die Operation (4, 5) (6, 7) 
auf jedem der drei R, nur zwei Punkte fest lassen; dann tiberzeugt 
man sich aber leicht, dass die Zusammensetzung der den Operationen 
(4, 5, 6) und (4, 5) (6, 7) entsprechenden Collineationen eine Coliinea- 
tion von mindestens der Periode 6 (statt 3, wie es sein sollte) ergeben 
wiirde. Zweitens kénnen die bei (4, 5) (6, 7) festen Punkte den einen 
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zu (1, 2,3) gehérigen R, isolirt und den durch die beiden tbrigen 
bestimmten R, erfiillen. Nun bleiben bei sowohl (1, 2, 3) als (4, 5, 6) 
nur co! R, invariant, niimlich diejenigen, welche je drei sich bei (4, 5, 6) 
eyklisch vertauschenden Punkte auf den zu (1, 2,3) gehdrigen R, ent- 
halten, Aus der Beschaffenheit von (4, 5) (6, 7) folgt nun, dass jeder 
von diesen co'R, bei einer G,, in sich iibergehen muss, welche durch 
Combination von (1, 2,3) mit der geraden Vertauschungsgruppe von 
4,5,6 und 7 entsteht. Weil aber die Operationen (1, 2, 3) und 
(4, 5,6) innerhalb der G,, gleichberechtigt sind, miissen dieselben 
2 


oo! R, auch bei einer anderen G,, jeder in sich tibergehen, welche 
durch Combination von (4, 5,6) mit der geraden Vertauschungsgruppe 
von 1,2,3 und 7 erzeugt wird. Weil jene beiden G,, nur in der 


G;, und in keiner niedrigeren Gruppe als Untergruppen enthalten sind, 
2 


so folgt, dass jeder der fraglichen R, bei der ganzen Gy, invariant 


2 
bleiben sollte. Wir sind also auch hier auf Ungereimtheiten gefiihrt 
worden. 

II. In den noch zu besprechenden Fallen erfiillen die bei einer 
Operation (1,2,3) festen Punkte zwei R;, wo i> 1, und, falls m>2i+1, 
einen Roig. Nun soll letzterer Raum bei einer Gs.,-3, in sich 
iibergehen, welche durch die Permutationen von 1, 2,3 einerseits, 
4,5,...m anderseiis entsteht. Ausgezeichnete Untergruppe dieser 
Gs.n—-s; ist die durch (1,2, 3) erzeugte G,, und die complementiire 
Gruppe ist eine symmetrische Gy-3;. Im R,~2:-2 kann aber (nach 
Nr. 7) fir m<”—2 keine G,_3, construirt werden. Jeder Punkt 
des fraglichen Raumes sollte also wenigstens bei der G,~s, in sich 


2 
iibergehen, da in den hier zu betrachtenden Fiillen ausser der Identitit 
keine niedrigere ausgezeichnete Untergruppe vorkommt. Hieraus folgt, 
dass auch bei (4, 5,6) die Punkte des zu (1, 2,3) gehérigen R,,~2:-2 
invariant bleiben miissen. Der in Rede stehende R,,-»;-2 kann aber 
ins einem zu (4, 5,6) gehérigen A; nicht enthalten sein, weil jene 2; 
mit einander vertauscht werden kénnen, wie etwa bei der Operation 
(1, 2) (4,5), und doch dabei der R,,»;-2 in sich tibergeht, Die andere 
Méglichkeit wire, dass die R,,-2:-2 von (1, 2, 3) und (4, 5, 6) zusam- 
menfielen. Dann wiirde aber derselbe R,~»9;-2 auch zu (4, 5, 7) und 
iiberhaupt zu jeder Operation (4, 5,7) gehéren und mithin bei der G,, 

2 
invariant bleiben, Man kénnte also die G,, schon in einem niedrigeren 
2 
Raume construiren, wie etwa in dem durch die zu (1, 2,3) gehérigen 
R; bestimmten Rei41. 
Es sei also fernerhin die Dimension m = 2i-+ 1. Es ist hier zuerst 
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iiber die Existenz der G;, im R, zu entscheiden. Beachten wir hierzu, 
2 

dass die alternirende Vertauschungsgruppe von 4, 5, 6, 7 die zu (1, 2, 3) 

gehérigen beiden R, in sich iiberfiihren muss, dass zu den Operationen 

von der Periode 3 innerhalb der einzigen Gy, im R, (man vgl. Nr. 9) 


2 
drei Fixpunkte gehéren, dass anderseits die bei (4, 5, 6) festen Punkte 
2 R, erfiillen sollen und also in einem der fraglichen R, nicht drei 
isolirte Punkte als Spuren liefern ‘kénnen, so haben wir schon den 


Beweis erbracht , dass eine hierher gehérige G;, im R, nicht existiren 


2 
kann. 


Wir gehen weiter zu immer héheren R2;,,. Nun kennen wir 
stets von vornherein die héchsten alternirenden Gruppen G,,, welche 
i] 


im R; existiren*). Im R.;4, gelangt man dann von dem hier zu 
Grunde liegenden Ansatze aus héchstens zu Gust. Weil also im R, 


sowohl die Go als die Gr auftreten, hat man zu untersuchen, ob die 


oneuiusn Go, und Gur im R, existiren. Wir werden in der 
2 = 
nichsten Nummer zeigen, dass diese Frage betreffend die Gy, zu be- 
2 
jahen ist, dass dagegen die Gyo im R, nicht construirt werden kann, 
Ly 


w 


In héheren R; sind die héchsten alternirenden Gruppen Gi42;. Im 
Rei41 sollte man also hier zu héheren Gruppen als G;45, nicht gelangen 
ot 


kénnen. Die Bedingung m < n — 2, welche die von uns gesuchten 
Gruppen erfillen sollen, giebt 2¢-++1<7¢-++ 3; derselben wird also 
jedenfalls hier nicht geniigt. 


12. Wir wollen jetat die soeben besprochene Gy, im R, con- 


struiren. Die Operation, von welcher wir ausgehen, nennen wir 

(7, 8,9) statt, wie friiher, (1, 2, 3). Bei derselben sollen nun die 

Punkte zweier R, fest bleiben. Dieselben R, miissen bei den geraden 

Vertauschungen von 1, 2,3, 4,5, 6 jeder in sich tibergehen, bei den 

ungeraden aber, wo auch 7,8,9 ungerade vertauscht werden, Platz 

wechseln. Im R, giebt es nun bios eine Collineationsgruppe G¢,, aber 
2 


dieselbe hat zwei Systeme von Ikosaederuntergruppen. Wir behaupten, 
dass den Vertauschungsgruppen Gs: von nur 5 Dingen das System 


von Ikosaedergrappen mit 2 festen Gessien entspricht. Dasselbe gehort 


*) Denn wir kennen dieselben fiir alle Riume, deren Dimension << 2¢+1. 
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namlich zu dem Falle, wo bei einer Operation (1, 2,3) in einem R, 
die festen Punkte zwei R, erfiillen, und, weil dieselbe Operation im 
R, die Punkte zweier R, fest lassen soll, ist die Méglichkeit mit zwei 
isolirten festen Punkten und denjenigen einer Geraden bei (1, 2, 3), 
welche zu dem anderen Systeme von Ikosaedergruppen gehort, offenbar 
nicht zulissig. Nach dieser Unterscheidung zwischen den beiden 
Systemen von Ikosaederuntergruppen giebt es, wie es besonders aus 
den erzeugenden Operationen des Herrn Maschke ersichtlich ist*), 
nur eine und-also nicht zwei oder mehrere projectivisch nicht iqui- 
valente Weisen, den verschiedenen Vertauschungen G,, Collineationen 


im R, zuzuordnen. Es muss also Cogredienz zwischen den Gg, statt- 
z 


finden, welche in den beiden zur Operation (7,8, 9) gehérigen R, 

auftreten. Definiren wir die R, durch 2, = 2, — 2, =x, =—0 bez. 

L, = % = XL; = % = 0, so kann man also, nach geeigneter Wahl des 

Coordinatensystems die Gg, durch genau identische Substitutionen in 
2 


Ly) Vo, Lz, L, bez. X,, Lg, Xz, Lz erzeugen. Es wird also das System 
von oo*® Geraden 
U2 Uy i Uy 2 Ly SH Xe 3 Ue 2X, 2 Lg 
bei der Ge, in sich transformirt. Anderseits giebt es oo' R,, namlich 
z 

U2 hs SH, Le S Xs: Uy = Uy: Xs» 
welche bei der Ge, einzeln invariant bleiben. Jene Systeme von co R, 

ry 
bez. oo' R, erfiillen eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit, welche 
durch das Determinantensystem 


%, Hy, U3, UM | an 
| Hy, Ley Ly, Xe | 
definirt ist. 
Wenn wir jetzt von der Ge, zur Gh hinaufsteigen wollen, so gilt der 
z 
Satz, dass zwei von den oo! bei der sntdien invarianten R, auch bei der 
letzteren in sich iibergehen miissen. Betrachten wir niimlich zunichst 


die alternirende G;, von 1, 2, 3, 4,5. Wir wissen schon, dass bei der- 


2 
selben in den beiden zur Operation (7, 8, 9) gehérigen R, je zwei R, 
in sich tibergehen miissen. Von diesen vier R, werden je zwei, welche 
doch nicht zusammen in einem der erwaihnten FR, liegen diirfen, bei 


der Gs, cogredient transformirt. Wenn wir nun in diesen beiden 
3 


*) loc. § 1. 
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R,-Paaren die entsprechenden Punkte durch gerade Linien verbinden, 
so bilden dieselben bez, das eine Erzeugendensystem zweier bei der 


Gs, invarianten F lichen zweiten Grades. Jede Erzeugende des anderen 
2 


Systems der bez. F, bleibt bei der G;, invariant. Wenn wir von diesen 
7. 
beiden F, je eine invariante Erzeugende betrachten, so werden auf 
diese Weise co bei der Gs, im sich tibergehende R, bestimmt, und aus 
2 
diesen erhalten wir jene oo’ bei der Ge, invarianten R,, indem eine 
2 


gewisse projective Zuordnung zwischen den beiden Systemen von bei 


der G;, invarianten Erzeugenden festgehalten wird. Steigt man aber 
2 


von der Gs, zu einer anderen Ger hinauf, wie etwa der alternirenden 
2 2 
Vertauschungsgruppe von 1, 2, 3, 4,5, 7, so miissen wir auch hier oo' 
durch eine projective Zuordnung zwischen den beiden erwahnten Er- 
zeugendensystemen bestimmte R, erhalten. Sind die beiden Projectivi- 
tiiten verschieden, so giebt es doch bekanntlich zwei gemeinsame Elemente, 
welche zwei bei der G;, invariante R, definiren. Anderseits kénnen 
2 
die beiden projectiven Zuordnungen nicht identisch sein, falls man 


nimlich von der G;, noch zu Gs; und héheren Gruppen hinaufsteigen 
2 2 


soll, denn dann wiirde, wie man in gewohnter Weise schliesst, jeder 
von den oo! bei der Ge, invarianten R, nicht nur bei der Gr suaiiein 


zr 


auch bei der Gos in sich tibergehen. Dies ist aber smnitaiiils weil 


die Gs; in einem RB, nicht construirt werden kann. 
2 


Jene beiden bei der G, festbleibenden R, legen wir fortan dem 
2 


Coordinatensysteme zu Grunde. In demselben kann die G7, nicht 
- 

cogrediente Substitutionen erzeugen, denn dann wiirde man hier wie 

bei der Ge oo' invariante R, erhalten. Dass die Méglichkeit von 


Comeandin bei der Gr im R, stattfindet, bei der Gor aber nicht, 


beruht nun darauf, dass man wehl von der letzteren ies nicht von 

der ersteren durch "Brweiterung die entsprechende symmetrische Gruppe 

erhalten kann; zwei Erzeugungsweisen der G;,, welche wohl innerhalb 
ry 

der G;, nicht aber innerhalb der G;, mit einander ‘quivalent sind, 


2 
liefern uns demnach eine Methode, die Collineationsgruppe G;, im R, 














Symmetrische und alternirende Collineationsgruppen. 265 


contragredient auf sich selbst zu beziehen; in den von Hrn. Maschke 
gegebenen erzeugenden Operationen findet dieses seinen Ausdruck darin, 
dass es vollig frei steht, die Rollen von zwei Gréssen 9,, 9, 2u 
wechseln. Mit Benutzung der obigen Bemerkungen erhalten wir nun 
leicht aus den Resultaten des Hrn. Maschke im R,*) die folgenden 


erzeugenden Operationen der in Rede stehenden G,, im Ry, wobei wir 


2 
jedoch einen Proportionalititsfactor weglassen : 


E, | E, E, | E, | EB. 


Ly =| JX, yg +V2 2) VX, ae ( V32,++V22,) Q; Xs 








Mo =| jt» 75 (2 + V2 ts) Vo Ly 7-22, — V3 2x4) | — 2%, 
tt = | fats | = (V2aty — a5) | 42% | 7 (  VBa,+6V2a,)) 02m 
uy =|j2 a, 7 V2m — 2,)| v2, —(- if2a,— Y3a,)| —0,2> 
a, =| jx, 74% + V2 xz) | v4 25 5 V34,+iV2a,)| Qo; 
Xe =| jx, 75 et V2 x,)| v, x, yg (V2, — V3 2x.) | — 0,2, 


“9 > 1 > fis 
Ly =f? Ly ygV 22, a 2) V; XH ii! V3x;+iV2 2x) 0; 2; 




















Ly =|" wy yg V2%, — 2) Vo%s 75 (— V2 4,— V3.2) — Qo%,, 
wo 


E, = (1,2,3), BE, = (1,2)(3,4), EB, = (1,2)(4,5), EB, = (1, 2)(5, 6), 
E; = (1, 2) (6,7), 


"4 . 4 ee Q; 3B V2 
Ve tiV 3, 0 Viti 2? 


Wir wollen jetzt die obige G;, durch Hinzunahme einer Operation 
; 


E, = (1, 2) (7, 8) erweitern, so dass eine Gs, erseugt wird. Durch E, 


2 
muss natiirlich der Inbegriff der bei der alternirenden Vertauschungs- 
gruppe von 1,2,3,4,5,6 invarianten co'R, sowie das zngehdrige 
System von co’ R, in sich transformirt werden. Man kann also FE, 
in zwei verschiedene Transformationen zerlegen, von denen die eine 


*) lo. § 12. 
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jeden der oo' R,, die andere jeden der co* R, in sich iiberfiihrt. Erstere 


muss ersichtlich in jedem der erwahnten R, die Ge zur Ge, erweitern, 
2 
und man kann also fiir die Herstellung der entsprechenden Substitu- 
tionen die von Hrn. Maschke gegebene Operation F’ = (1, 2) be- 
nutzen*); letztere kaun unméglich mit der Identitaét zusammenfallen, 
denn dazu wire erforderlich, dass die beiden bei der Gri invarianten 
2 
R, auch bei der Gs, in sich tibergingen. Von den oo! zur Ge, ge- 
z = 


hérigen R, bleiben also nur zwei bei FE, invariant. Es seien fiir 
diese @ und B die Werthe der Verhiltnisse 


Ly 2X, SH Vy 2 Le SH Hei Hy SH Hy Hy 
Hiernach muss bei E, die Gleichung 


x, — ax, Uy — ax, 


x —Bpx, Xt; — Bx, 





gelten, sowie die entsprechenden Gleichungen zwischen 2, x,', 2, %;; 
Ley Ley ey Ly} Ly, Ly, Lo, X_- Betrachten wir x, — az,,... bez. 
x“, — Bxu,,... als Coordinaten in den beiden bei EF, festen R,, so liasst 
sich jetzt die von Hrn. Maschke im R, fiir (1, 2) gegebene Substitu- 
tion in folgender Weise tibertragen: 


“2, — at, ——a4,+a2,, 1% —at, = 4, — a4, 

(B,) Ly — an, =—X%,+an,, 2%, —ax' = L,— ax, 
6 , , , 

a — Ba;= £,— Bx,, 2%, — pu =—2,+ 6%, 

ty —pu= «,—Ba,, x, — Buy = — x, + Ba. 


Welchen Bedingungen muss man nun @ und £ unterwerfen, damit E, 
durch Combination mit der G;, wirklich eine Gs, erzeuge? Es kommen 
2 2 
hier, wie auch fernerhin, zwei Satze von Hrn. Moore**) in Betracht, 
welche iibrigens die Grundlage der oft genannten Untersuchungen von 
Hrn. Maschke bilden; nach demselben ist eine durch k — 2 Opera- 
tionen definirte Gruppe, welche der Reihe nach sowohl fiir sich ge- 
nommen als paarweise combinirt dieselben Perioden liefern wie die 
Buchstabenvertauschungen (1, 2, 3), (1, 2) (3, 4), (1,2) (4, 5),.. 
.. (1, 2)(K—1,h) mit der alternirenden Vertauschungsgruppe von k 
Buchstaben holoedrisch isomorph, mit der symmetrischen aber, wenn 
noch eine erzeugende Operation hinzukommt, welche eine mit der Buch- 
stabenvertauschung (1,2) fquivalente Rolle spielt. Nun ist es von 





*) Vergl. hier und weiterhin Maschke l. c, § 13. 
**) Proc, Lond. Math. Soc XXVIII, Nr. 597. 
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geometrischer Seite einleuchtend, dass die hieraus fiir E, entspringen- 
den Bedingungen mit einer einzigen Ausnahme alle identisch erfiillt 
sind. Die Ausnahme bezieht sich auf die Combination von E, mit 
E,, = (1, 2) (6, 7), welche eine Collineation von der Periode 3 liefern 
soll. Hierfiir ist in der That die Bedingung 


(@ +B)? (0,7 + @2.7 — 0; @2) — 408 0,0, = 0 
erforderlich, oder nach Einsetzung der Werthe von g, und g, 
(a+)? + 306 =0. 
Wir kénnen mithin aufoco' Weisen von der > eu einer Ga gelangen. 


Doch lassen sich diese oo "Gs: in einander liberfithren, ih zwar ganz 
z 


einfach dadurch, dass man 2,, 2%, X;, %, durch bez. ka,, ka,, kv,, ka, 
ersetzt, wo k eine beliebig zu wahlende Constante bedeutet. Die frag- 
lichen Gg, sind also alle mit einander dquivalent. Wir treffen jetzt 


2 
eine bestimmte Wahl durch die Festsetzung 


atp=/3, ap=—1. 


Dann ergiebt sich mit Leichtigkeit fiir (1, 2) (7, 8) die folgende Sub- 
stitution 


an! — T= V3a%-+ 22), tr, = 7 ( 2x, —V3a,), 


Se —— a V3a, — 22;), La = am 22, + V32;), 


(B) im J 
2 = 7 V3x,+ 22), te = 7a 2x,— V3), 
= aa Y32,—22,), «= at 22, + V3), 


Es ist jetzt die Frage, ob man von der Gs, durch Hinzwnahme 
2 

einer Operation E, = (1, 2) (8, 9) noch zu einer Gy, hinaufsteigen kann. 
2 

Nun muss offenbar E, das System der oc? mit unserer urspriinglichen 


Gs, zusammenhiingenden Geraden in derselben Weise in sich trans- 
ry 


formiren wie E,. Weil die Combination von EZ, mit unserer friiher 
aufgestellten G;, eine G;, liefern soll, muss E, die beiden bei jener 
2 


G:, festen R, vertauschen. Es muss sich also E, durch eine Sub- 
2 
stitution von der Gestalt 
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’ , , , 
(E,) HS G%,, L, = G5%,, Le = —G,%,, T= — 6%, 
V Gy = — 6,2, % = — 6,2, Uy = Gh3, Le = GM, 


darstellen lassen. Die Bedingungen, denen E, nach dem oben be- 
sprochenen Theoreme des Hrn. Moore geniigen soll, sind jetzt, wenn 
man von der Combination E,E, absieht, identisch erfillt. Damit 
aber E, E, eine Collineation von der Periode 3 liefere, muss zwischen 
6, und 6, die Gleichung 


4(6,+6,)? — 76,6, =—0 
gelten. Um die Werthe von 6, und o, zu fixiren, kénnen wir die 
Bedingung 2(6,-++6,) = /7, a,6, = 1 einfiihren. Dann ergiebt sich 


a ree 
6, 4 Sy 
Je nach dem Verhiilinisse von 6,:6,, welches wir der Operation 
E, zu Grunde legen, kinnen wir von der Gg, in zwei verschiedenen 


2 
Weisen zu einer Go, hinaufsteigen. Es ist hier zu entscheiden, ob diese 
bj 
beiden Gp, in einer Gio; enthalten sind. Wenn dies der Fall wire, so 


2 2 
hatte man die Eine E, —(1, 2) (8,9) und die andere E, = (1, 2) (8, 10). 
Die Combination derselben wiirde also eine Collineation von der Periode 3 
liefern. Dafiir ware aber erforderlich, dass 6,?: 6,2 = eine dritte 
Kinheitswurzel. Hiermit ist bewiesen, dass im R, keine Collineations- 
gruppe Gio, existirt. 

1 


Wir wollen noch untersuchen, ob die erhaltenen Gs: und Go, im 
2 2 

R, zu den entsprechenden symmetrischen Gruppen erweitert werden 
kénnen. Zu dem Ende braucht man eine Substitution F = (1, 2) auf- 
zusuchen, welche von derselben Form wie EF, sein muss, und deren 
Combination mit E,, bez. mit sowohl EF, als E,, die Periode 2 liefert. 
Erstere Bedingung lisst sich in der That befriedigen, und zwar 
ergiebt sich 
(F) Hy = hy, Li = yy, Hy = yy He = Mp, 


t= —t%, t= —%,, %=—%, = —%. 
Wir gelangen also nur auf eine bestimmte Weise von der Gg, zu einer 


2 
Gs,. Da die Operation FE, keine endliche Periode liefert, ist dagegen 
eine Erweiterung unserer Go, zu einer Gy, nicht miglich. Dies liegt 
7 
auch in der Natur der Sache, weil diejenigen Operationen, welche den 
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ungeraden Vertauschungen in der Gs, entsprechen, die beiden Gp, in 


2 
einander transformiren, zu denen man von der Gs, hinaufsteigen kann. 
Ei 


13. Die soeben erhaltenen Gg, und Gy, im R, bieten besonderes 


2 
Intereese, indem dieselben den von Herrn Klein gefundenen Darstellungs- 
weisen der Ge, und der Gi, im ‘R, entsprechen. In der That kann 
2 


man in derselben Weise durch Verdoppelung der Zahl der homogenen 

Verdnderlichen weiter fortgehen und so ganz allgemein eine Dar- 

stellungsweise der Gzn, und der Gon41, mit 2"-' homogenen Verinder- 
2 


lichen bekommen. Die Reihe fingt schon an mit einer homogenen 
Variabelen, wo wir die Gz, und die Gs, , erhalten, dann kommen die 


2 
Gs, und die Gs, mit 2 homogenen Veriinderlichen, die Gg, und die 
2 


Gr, mit 4, die Gs, und die Gy, mit 8 u. s. w. Es ist gar nicht 


2 2 
schwierig fiir diese Reihe von Gruppen ganz allgemein ein System 
von erzeugenden Substitutionen aufzustellen. Man wolle in der That 
in dem oben gegebenen Beispiel beachten, wie regelmissig einerseits 
in E,, E,, E,, anderseits in E,, E,, E;, E, als einzige Irrationalititen 
die Quadratwurzeln von immer hdheren natiirlichen Zahlen auftreten. 
Dass dies nicht zufallig ist, sondern dass man nach dem hier zu ab- 
strahirenden Gesetze fiir héhere Gruppen die hinzukommenden Sub- 
stitutionen E,,... bez. EH, aufschreiben kann, liasst sich sodann durch 
einen leichten Inductionsschluss darlegen. Es lisst sich auch ohne 


Mithe beweisen, dass die in Rede stehende Goni1, weder zu einer 
2 
Gon+i1 noch zu einer Genter erweitert werden kann; der fragliche Beweis 
2 


lisst sich in der That in genau derselben Weise wie bei der Gg, im 
2 
R, erbringen, indem man den Umstand in Betracht zieht, dass man 


von einer G»,, stets in zwei bestimmten verschiedenen Weisen zu 
2 


einer Gantit gelangen kann. 
2 


14. Jetzt kennen wir also zwei allgemeine Classen von Collineations- 
gruppen, welche den symmetrischen oder alternirenden Vertauschungs- 
gruppen von ” Dingen holoedrisch isomorph sind: erstens Vertauschungs- 
gruppen von n Ry-s in einem Ry»; zweitens Darstellungen der 
symmetrischen Gn, und der alternirenden Gonii, in einem Royi_,. 

2 


Dagegen steht die Ge, im R, noch isolirt da. Weil man bei der erst- 
2 
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genannten Classe die zu den m Ry_3 gehérigen symmetrischen Func- 
tionen betrachten kann, fiihrt also das betreffende Formenproblem 
unmittelbar zu einer algebraischen Gleichung mn‘ Grades. Nun ist 
die Dimension fir » > 7 niedriger in der ersten als in der zweiten 
Classe, ausgenommen » = 9, wo Gleichheit eintritt. Die allgemeinen 
algebraischen Gleichungen n' Grades bilden mithin, falls n > 7, thre 
eigenen Normalprobleme. Fiir 'n=—5 und n=—T7 gehiren aber die 
Normalprobleme zu den Collineationsgruppen der zweiten Classe und fiir 
m= 6 gu der Goo im R,. 


Lund, November 1898. 











Ueber eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
einem willkirlichen Parameter. 


Von 


J. Horn in Charlottenburg. 


In den Comptes rendus (17. Januar 1898) habe ich gezeigt, wie 
man vermittelst einer Methode successiver Anniherungen*) zur asymp- 
totischen Darstellung der irreguliiren Integrale einer linearen Diffe- 
rentialgleichung durch die Thomé’schen Normalreihen gelangen kann **), 
Kin ahnliches Verfahren kann man, wie ich im 51. Bd. der Math. Ann. 
gezeigt habe, anwenden, um das Verhalten der Integrale einer nicht 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung bei der Anniherung der 
Veriinderlichen an eine Unbestimmtheitsstelle zu untersuchen***), 

Ich betrachte jetzt ein Integral einer linearen Differentialgleichung 
als Function eines in den Coefficienten enthaltenen Parameters und 
leite vermittelst successiver Anniherungen eine asymptotische Dar- 
stellung dieser Function durch eine der Differentialgleichung formell 
geniigende Reihe her. Um die Methode zuniichst in einem einfachen 
Falle darzustellen, wihle ich eine Differentialgleichung, welche bei 
verschiedenen Problemen der mathematischen Physik auftritt, niimlich 
die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

a4 as 
(«) az FH B+ C)y = 074); 
*) Vgl. Fuchs, Annali di Matematica 1870. 
**) Vgl. Poincaré, Am. Journ. Bd, 7, Act. math. Bd. 8. 


***) Vogl. meine Arbeit im 118. und 119, Bd. von Crelle’s Journ. 
+) Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd.1, 8. 106 ff. und S. 378 ff., sowie in Betreff 


der spezielleren Differentialgleichung a +kBy =0 Picard, Traité d’Analyse 


Bd. III, 8.119 ff. In dem Buch von Pockels ,,Ueber die partielle Differential- 
gleichung Au + k?u = 0 und deren Auftreten in der mathematischen Physik“ ist 
auch auf diejenigen Fille hingewiesen, in welchen « nur von einer Verinder- 
lichen abhingt. Als physikalische Aufgabe, welche auf eine nicht zu specielle 
Differentialgleichung (a) fiihrt, sei das Problem der Wirmeleitung in einem 
heterogenen Stab genannt. 
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hierin ist k? ein willkiirlicher Parameter, welcher auch complexe Werthe 
annehmen kann; A, B,C sind reelle Functionen der reellen Verinder- 
lichen x, welche in dem Intervall a < « < b nebst ihren Ableitungen 
jeder Ordnung stetig sein sollen; ausserdem sollen A und B fiir 


a<2z<b positiv sein. Ein Integral y von (a), welches ebenso wie 


seine Ableitung gy fiir 2 =a einen von k* unabhingigen Werth be- 


sitzt, ist bekanntlich eine ganze transcendente Function von k?. 

Aus der Entwicklung dieser ganzen Function nach positiven Po- 
tenzen von k? lassen sich deren charakteristische Higenschaften, ins- 
besondere ihr Verhalten in der Nahe der wesentlich singularen Stelle 
k = oo, nicht oder nur schwer erkennen; unmittelbaren Aufschluss 
dariiber giebt aber eine Entwicklung von der Form 


(B) y = cos ko (p+ 2 +--+) 
+ sin ko (St + $s +....), 


welche der Differentialgleichung (a) formell geniigt und ihnlich ge- 
bildet ist wie die Thomé’schen Normalreihen; darin sind @; 9, 9,,.-- 
Functionen von xz, welche in § 1 berechnet werden. Ich zeige, dass 
die Reihe (8) die erwaihnte ganze Function fiir grosse Werthe von k? 
in einem niher bezeichneten Sinne asymptotisch darstellt (§§ 2—5). 

Aus dieser asymptotischen Darstellung lisst sich auf die Null- 
stellen und das Geschlecht der ganzen Function schliessen*). Wir 
wihlen jedoch eine etwas andere Fragestellung. 

Bei den erwahnten Problemen der mathematischen Physik kommt 
es auf solche Lésungen der Differentialgleichung («) an, welche die 
Bedingungen 

ay 
da 
d 


Te +Hy=0 fir c=—b 


—hy=0 fir z=—a, 


erfiillen, worin h und H positive Gréssen sind, welche auch gleich 
Null oder unendlich gross sein kénnen**). 

Bekanntlich giebt es solche Lésungen (ausgezeichnete Lésungen) 
nur, wenn k? Nullstelle einer gewissen ganzen transcendenten Function 
F'(k*) ist; man weiss, dass die Gleichung F'(k?) — 0 unendlich viele 
reelle positive Wurzeln k? (ausgezeichnete Werthe) besitzt; es ergiebt 





*) Vgl, den zweiten Theil meines Aufsatzes ,,Verwendung asymptotischer 
Darstellungen zur Untersuchung der Integrale einer speciellen linearen Differential- 
gleichung‘* (Math. Ann. Bd, 49). 


**) Im Falle h = » geht die Bedingung —hy=0 in y= 0 iiber. 











a Zl lm 
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sich dies auch aus unserer asymptotischen Darstellung der grossen 
ausgezeichneten Werthe, woran sich eine asymptotische Darstellung 
der ausgezeichneten Lésungen mit grossem Index anschliesst (§ 6). 

Man wird von den gegenwirtigen Untersuchungen Gebrauch 
machen kénnen, um die fiir die Lésung der erwahnten physikalischen 
Aufgaben erforderliche Entwickelung einer Function von x in eine 
nach ausgezeichneten Lésungen der Differentialgleichung (a) fort- 
schreitende Reihe zu beweisen*). 


$1, 
Wir bezeichnen mit y das Integral der Differentialgleichung (a), 
welches durch die Bedingungen 
Y = &, 4Y = a) fir c=a 


fixirt ist, und beschriinken x auf das Intervall a<x<b. Durch 
formale Differentiation der Reihe 


(B) y = cos ka(, + 22 +--+) + sinko(% 4+ %4...), 


WOrin @, My, 9,,..- Von & abhiingen, erhilt man 
d 7 3, +0 9 
—_—. p pet © Pav4t 
dx Rk” 
v=0 


’ , —) V3y-1— ©' Dey 
+ sin ka (—t9.+ a), 


v=l 


@o . o” ’ 
2 “a be +20 Oy,41 +9 %2,4;—0%D@ 
d y = cos ka (- k?@ 2D -+- kot A eal i a tinea ae 2r+2 
=0 


dx ad 
+ sin ko (- k (2 py + @" py + wg) 


bad ” e-.2 o?” . 
P31 — 2@ Poy —@ Poy — @* Hoy 44 
+ ee 
v=1 


Durch Kinsetzen in die Ditferentialgleichung (@) und Nullsetzen der 
Coetficienten von k? cos kw und k sin ko erhalt man 
—o*?A+B=0, 
2A apy + (Aw + A’a’) py = 9; 





*) Vgl. Sturm und Liouville, Liouv. Journ. Bd.1 u. 2; Stekloff, Comptes 
rendus 1898 (17. Jan.). 
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durch Nullsetzen der Coefficienten von 


sin ko cosa ko 
pen? 2" 


erhalt man ferner 
2A wpe, + (A@’+ A’) Gon 


— (Agen-i+ A Qin-i + Copan) = 0 (n <=1,2,...), 
2A @' Pings + (A@" + AG’) Pony 
+ (Agen + A Qin + Coen) = 0 (2 == Q,1,...). 
Hieraus berechnet man 
o -p2, 


so dass man 


(7) — {Faz 


setzen kann, wo der positive Werth der Quadratwurzel genommen 
werden mége. Ferner erhilt man 


C9 
QH= yas’ 
s ” , , 
1 "AGenr tA Gon tC P2n1 
P2n = oF — dx 
2 AB AB 
a 
Con r, 12 
“bE Vas (n= 1,2,...), 
® ” ’ , 
1 : Ags, + AGg,+ Che 
P2ni = — ig j dz 
2 AB VAB 


a 


4 sett (mn =(,1,2,...), 


AB 


worin die vierte Wurzel aus der positiven Grésse AB positiv ange- 
nommen werden mége. Die Integrationsconstanten c,, ¢,, ... bestimmen 


wir so, dass bei formaler Rechnung y den Werth a,, ov den Werth «,’ 
x 


fir «=a annimmt, welches auch der Werth von & sein moge. Fiir 


x=a ist 
= Py,(@) 
y -»> Re” ? 


“— . Py (4) + (A) 2,41 (@) 


RY’ ? 
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es muss also sein 
Po (a) = a, 
P2n(a) = 0 (% —=1,2,...), 


g(a) = = 


w(a) ’ 
\ P2 » (4) ¢ 
Ponti(a) = — ~@ (a) (n=1, a F 
Demnach wird 
_ «VW A(a) Ba) 
= a 
VaB ” 
: 
7 =— a { Ag, +2 + Cm dx 
2V AB, VAB 
rN (a) — My) (a)) y/Aia) 
AB Bla) 
e.- 1 P AGSn—-1 + A's n—1 + Co, n—1 dz 
oy AB, VAB 
(m= 1,2,...), 
g on 1 [ Agy, +A o,+ C@en dz 
2n41 = —— . 
. 2VAB, VAB 


a 


Pon (@) YAw@ 
_ m= 1,2,...). 
ABV BC) is 
Wir werden zeigen, dass die Reihe (8) mit den soeben berechneten 
Werthen von @ und gp», 9,,... das durch die angegebenen Anfangs- 
bedingungen bestimmte Integral y der Differentialgleichung fiir grosse 
Werthe des Parameters k asymptotisch darstellt. 


§ 2. 

Wir bringen die Reihe (6) in Verbindung mit einer der Differen- 
tialgleichung (a) geniigenden convergenten Reihe, welche man durch 
ein Verfahren successiver Anniherungen erhilt. 

Die Functionen 

tog, e—ikag, 
wo 
— VA@Bo 
AB 


18* 
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gesetzt ist*), gentigen der egg gy 


dlog A du 
ta ae dx dz 
/B 2 
d log A\? _a( a), 1 dlog(AB)), __ 
+ dx 4 da 4 dx eae 


deren linke Seite mit D(w) bezeichnet werden mége. Setzt man 


‘ sciweay 1 a tog r) 1 dlog(AB) 
ed _— 4 3 d 2 = A ? 


dx x? 
so schreibt sich die Differentialgleichung (a) 
D(u) = Qu. 
Wir ersetzen sie durch die Kette von Differentialgleichungen 
D(u,) = 0, 
D (Un) = QUm—1 (m —=1,2,...), 
welche wir so integriren, dass fiir «= a 
Uy = Hy, Uy = &G'(a) 
u=0, u =a, — ag (a) 
tm=0, t,=0 (m = 2, 3, ...) 


wird. Dann ist 


—ikw 
“ao@ + € ay P 
oe 


uy =< 2 


x x 
ikw * ik —ikw * ikw 
ey [e uy ; e e u 
u, = —> 7 eM de — a off OM dy 
e agD = e 


20k 





rik @ @ 
a 
4 (%~o' — ao’ (a)) pel*” m (co’— a (a)) pe **® 
2ike@ (a) p(a) 2ikw' (a) y (a) . 
x 
? > 6h 
a ee oe nt dx 
m = Qik op 
a 
x ik 
e~tkag é QU, 4 ¢ 
«tS f fe dz  (m—2,3,...). 


*) Mit Riicksicht darauf, dass der Factor a» in gy = ay verschwinden kann. 
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Wir untersuchen die Convergenz der Reihe 


tM + uu, +u%+--- 
fir a<a<b. Wir setzen 
k = r(cos # + ¢ sin #) 
und beschranken uns, da es sich um eine eindeutige Function von i? 
handelt, auf die obere Halbebene der complexen Veriinderlichen i: 
O<t<a. 
Fir a <a <b sei | 


| leap! <M, [wr eP@) o| < 
9 <M, \uo <M, | co’ (a) p (a) <M, 


ClieN. 


' @ co 
Dann ist 


i odie 1 , rae 
Uy < = Me rosin d 1 > Mersin — Mero? 
da 
»— rosin? sin? 
e7 rosin < :. erm sin => 1 
ist, Ferner ist 


x 
Me7"sin > : : 
a, | <Z _ M, Nezrsind da 
, =r 
a 


rosin? je 
+ = | w.Naz 


a 


. in 9 i 
Me rwsin? M erm sing 


+ So + 4S 


2r 


da @ mit wachsendem x zunimmt, so ist 


x 

. 
J errosin Fy < etrusdad (zx a a), 
a 


also 
M,MNe®?™® (2 — a) Me @sin9 
— *4o ee 
ad = “f - 
Wenn 
ry) < M(MNY"— O89 (a a)” am 
| &m—1 (m an 1)! et) 
M. (MN)" ~2 pr wsin o (eo =< a)" 2 
+= ayn 


(m —2)!r"—1 
ist, so haben wir 
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resin’ m 1 2rosind _ a\m—l 
Wn Se * any MN" (2 —ay"""de 


(m - mm 1)! gut 








+e f M,N(MNY"~"(« —ay"~'de 


(m —1)!97"-! 


ace f M,N(MN)"—* eresind (~ — a)” 2da 
(m — 2)!r ye" —1 


x 
i —— M, N(MN)\"—*(@ a a)" 2 da 
2r 


? (m —2)!"—! 
a 
oder 
le M,(MN)"« gem? ig — a)" 
| Un => m!r™ — 
4 M,(MN\" 1 rw sind» —~ a)” -1 
(m —1)!9"" 
Es ist also 
5 iP MN(x - m 
jeikou,, < u,> — (=—=— a) 
m=0 m=0 


@ 
M, 1 MN(a — a)\yr-1 
*F a wt , 


m=1 


Die Reihe 

e0(uy + tty + thy +>) 
ist demnach fiir alle Werthe von « im Intervall a< 2<b und fiir 
alle Werthe von k, welche der Bedingung 

|ki>R, O<Sargk<a (R > 0) 


geniigen, unbedingt und gleichmissig convergent. 


Dasselbe gilt fiir 
die Reihe 


ROK (tn + Ung + Unge + ++ -) (o = 1,2,...). 


Aehnlich beweist man die gleichmiissige und unbedingte Conver- 
genz der Reihen 
eka = du,, 
k da’ 


m=0 


—y du 
ae > az Ci‘ =1, 2...) 


m=n-+1 
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in demselben Gebiete von 2 und k. Aus dem oben aufgestellten Aus- 
druck fiir «,, geht namlich derjenige von u,, hervor, wenn man ausser- 
halb der Integralzeichen et**@q durch 
etHo(+ iko'g +9) 
ersetzt. Wenn fir a<x<b 
ag\<L, |p |<L 
ist, so hat man 
rw sin F ‘ rym—1 m 
alse See L)M,N(MNY"~ (« — a)’ 


m!r™ 





+ osind Lr +L’) M,N(MN)™—*(@ — a"—" 


’ 
(m —1)!9" 


woraus das Behauptete folgt. Die gleichmissige Convergenz der 
Reihen 


ny 
ike 2 
eiko d Un 


ke da? 


m=0 


an 


' Pu, 
tke jn > —- (m => — 1, 0, 1, oe ») 


m=n-+2 
ergiebt sich daraus, dass D(w,,) = QUm—1 oder 


Pu dlog A 44, ,B,C 
= -—=— — (kh? = + ¢ " 
da* dx dz () A + A + 2) Um + QUm—-1 


ist. Es ist also 


lim D(ty + U, + +++ + Um) = D(Uy + U, + Uy + +>-). 


Durch Addition der Gleichungen 

Duy) = 90, D(u,) = Quy, --., D(tn) = Qtn-a 
erhalt man 

D (tg + ty + ++ thm) = QO (Uy + Uy H+ + + Um—1) 
und hieraus fiir m = co 

D (tty + Uy + +++) = O(ty + Hy + °°); 
d. h., die Reihe 
y=Uu+u+ut+-: 

geniigt der Differentialgleichung («). 











280 J. Horn. 


§ 3. 
Zur Untersuchung des Verhaltens der Reihenglieder w,, fiir grosse 
Werthe von & dient die folgende Hilfsbetrachtung. 


Es sei f(a”) eine nebst ihren Ableitungen fiir a << «<b stetige 
Function von x. Wir setzen 


J>> 


: . ad f d 
h=f; hao: ls aa? 


tS) 


Dann ist 


' - = ; f, (a) et* Lae 
e~ w fe **fo(%) dt = Fea ~ dike a) 
—a cite f eikofsi(x)da (v==0,1,2,...)- 
Daraus folgt 


zx 


J, = cite etko f(x) dx 


cull PY A ee (—y" aad 
— tae O@) — HP + AG---- +5 ime 
e~ tke 7 f(a), frla) en 
— irae (el) — SP + BE - ein 
(—1)" ion * 
+ i 


wobei gesetzt ist: 


es -{ eikof (e) da. 
Es ist aber ‘ 


f,(aye"*” —f, (a) , . 
+ — > es 2k 
21k a’ (x) 2ika (a) 2th eke fii (x) dz. 





n= 


Nun ist, wenn 
k = r(cos # + isin @) 
gesetzt und 0 < #< am angenommen wird, 


[ehsto} = e—2rwsin > < 1 : 


{ ‘ ; | 
| J Efe (@) da) < Fayi(b—a), 


wo F,4; das Maximum von |/,4:(«)| fir a<a2<b bezeichnet. Der 
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absolute Betrag von g, niihert sich demnach gleichmiissig der Grenze 
Null, wenn k mit 0 < arg k < am ins Unendliche _ Wir schreiben 


gikw =, (— 1)” f,(@) e~ikw ar (— 1)" f, (a) 
Jw skew (2ik)”  2iko’ (@) 4 = aah)” 





und sagen, die Function J, werde durch die angeschriebene Reihe 
asymptotisch dargestellt, 


In demselben Sinne wird * asymptotisch dargestellt durch die 


Reihe, welche man durch formale Differentiation der asymptotischen 
Reihe fiir J, erhiilt: 
aJ, ikw ( ) ( 
1 La) 4 A — A 
aide fila), fe(a) 
+ “2@ (a) [fala — Qik + (ike rl | ’ 
d. h, we unterscheidet sich von dem Ausdruck, welchen man erhiilt,.wenn 
man sich in jeder Klammer auf die n-+-1 ersten Glieder beschrankt, um 


om 


(26k)" me 


wo 
lim 0, = 0 
k=@ 

ist. Dies ergiebt sich, wenn in 


G41 —. gitet(x) — ike J, 


fiir J, der osmium Ausdruck gesetzt wird. Ebenso findet man, 
dass 4 asymptotisch dargestellt wird durch die Reihe, welche man 
durch zweimalige Differentiation der Reihe fiir J, erhiilt. 

In ihnlicher Weise findet man 


x 


J, — cite f e-rt0f(2) dix 


ete f(z) fy-1(@) 
— sheseay (@) + SS + - -$ 4 








(2ik)"—* 
f,(@) fe =] 
+ Dike (a) [Fo(a) + 2ik +++ (ik 
crm, 
+ Rie 


wenn gesetzt wird: 


On = Gikw feof (ade. 


a 
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Es ist 
fy (a) f, (a) ek 
arog ae ike (x) + 2tkw' (a) 
+ at smn [Fas(@) da. 
Wir haben . 


Jewte f e—2iko f(a) dx | 


< e—2rem sind ferosing Pays < Praga (b—a), 
wobei zu beriicksichtigen ist, dass ¢?7°™* fiir die obere Grenze x 
grosser ist als an einer anderen Stelle des Integrationsweges. Daher 
hat auch jetzt g, die vorhin angegebene Eigenschaft. Wir schreiben 


en tto Wy F(a) giko f,(a) 
J, — 2tke@ (x) 2 (2ik)” + 2ika (a) bs (2ik)” 
=0 


Wie vorhin sieht man, dass diese asymptotische Gleichung nach z 
differentiirt werden darf. 


§ 4. 
Vermitielst des in § 3 entwickelten Hilfssatzes bilden wir asymp- 
totische Ausdriicke fiir die Glieder u,, der in § 2 aufgestellten Reihe. 
Zuniichst ist 
kw —tkw 


€ e€ 
Uy — : Po + : + Po A 


Demnach wird 


2 ” Po @ efhoe Q 
= “aa toe f 4 dx — 4ik mf eis 


a a 


x 
e tkw , Y geiko elke Do * e zilwa@ 
rer aa o’ Pda + ob o eda 
a a 
(ap —apy’(a))pe*” — (a — ay (a)) pe“ *” 
+ 2ikw (a)p(a) 2ikew (a)p(a) 
Indem wir fiir das dritte und vierte Integral nach § 3 asymptotische 
Ausdriicke bilden, erhalten wir die asymptotische Gleichung 


n n ry 
z.. qm 
u, = eiko , e- ikw - itm In 
, >? (ik)’ + Mn! (ik)? a 


WoO Qi, mit unendlich wachsendem |k| gleichmissig zur Grenze Null 
geht fir O<argk<a und fir a<az<b. 
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Nehmen wir an, es bestehe auch die Gleichung 


n ‘ n 


wf F 
sk m1, an hh m--l,¥ 
Un—1 = eiko > = -{- otk >’ 
° 2 (_. bh? 
v=—m—1 (tk) v=m—1- tk, 
—iko 
e Cm—1i,n 


WO Qm—1,n die vorhin fiir g;, angegebene Kigenschaft besitzt. Dann ist 


; x 
, n . 
ekg QF n-1,» 
Um = “Dik 2.9 9 da 
<0 (ik)” w 
v=m—l - 


x 


,- tko ad QF : 
e€ bee a Ns / m—l|,v dx 


(—ik)’a’ 
v==m—1¢ P 
a 


x 


2 bed 2ik 7 
eke e "OF, ly l : 
- 9ik m0 BF ak 
- (tk) @ @ 


vy=m—1 & 
a 


x 
n fo _ oss i 
ke € rer. ly r ’ 
+ 2ik = sae Wak 
< , (— tk)” wo’ 
a 


vm 


x 
- + 
e iko Ren, —Il,n i‘. 
- ; das 
er" o 


a 


x 
(@ —2ik 
+ ety / e ‘ 2 On—i.n daz 
srr - o 9 
a 
Daraus folgt 
n n 
7 KF 
Up, = eke > Buy + c—ike > ni 
é . a ° 
(iky” (— tk)” 
=m =m 
»~ tkw 
e : Omn 
+——", 


WO Qmn die wiederholt angegebene Kigenschaft besitzt. Dabei sind die 
Glieder mit dem Nenner k"+! in das Restglied einbezogen. 
Fiir m > 1 setzen wir 





Ps ikw 
mn . 
Xn, = " ’ lim Onn = 0. 
k k=@ 


Der Gleichmissigkeit halber schreiben wir 
t= citw Fr aa e~ iho Fi. 
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Wir setzen 
P, = F,, + Fae +--- + Fy, (v==1,2,...%), 
On = Qin + @an +°::- 


Dann ist 
y=wm+utu+t:-:-: 
n + n => { 
== eikw > F, + e—iko > F, . vl “7 
(ik)” (— tk)” R* 
Die Reihe 7 _ 
ie Re 


CORK" (nis + Unge + +++) 
oder, was dasselbe ist, die Reihe 
On+1,n =f Qn+2,n + - 
ist fir |k} >R>O, O<argk<za und fiir a<a2<b gleichmissig 
convergent. Man kann also nach Angabe einer beliebig kleinen 


positiven Grésse ¢ p> so gross wihlen, dass fiir alle angegebenen 
Werthe von x und k 


é 


\@ptia + Optaat es) << 
ist. Ferner kann man R so gross annebmen, dass 
l@in + ant --+ Opal <> 


wird. Es ist demnach |g,| < « fiir |k| >R, OC argk<a, a<a<b; 
es besteht die asymptotische Gleichung 


y C% eiko > F, + ¢-iko S ee 
(ik)” (—ik)”’ 
= r=0 
wo F,, F,, F,,... reelle Functionen von # sind. Setzen wir 
P= 2K), % = 2F,, = —2F,, 9, = — 2F;,..., 


so haben wir die asymptotische Gleichung 


yroosko(y,+%+---)+sinko(t+%+4...); 
d. h. es ist 
—ikw 
’ Pr» si i CY P2ev41 e On 
y = cos ko 3 BY + sin kw S ev #i + "dee 


2vSn 2y+1S1 





wo lim g, = 0 ist, wenn & in der angegebenen Weise ins Unend- 
liche geht. 

Fiir reelle Werthe von & ist auch das Restglied reell. Setzt man 
On = & + ign, so wird 


eo «Ecos ko + N, sin ko 








k* k” ’ 
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und man hat 
lim, =0, limy, =0, 
wenn k als reelle Grésse unendlich gross wird. 


§ 5. 

Die soeben bewiesene asymptotische Gleichung kann differentiirt 
werden. Im § 3 wurde gezeigt, dass die Ableitungen der Functionen 
J, und J, nach x asymptotisch dargestellt werden durch die Reihen, 
welche man -durch formale Differentiation der dortigen Reihen erhilt. 
Dasselbe gilt also auch fiir die mit e*” bezw. e—**@ multiplicirten 
Integrale, welche in dem in § 4 aufgestellten Ausdruck fir u,, auf- 


d 
treten. Es wird demnach = asymptotisch dargestellt durch die Reihe, 
welche man durch formale Differentiation von 


a 


eikw Buy + e ikaw Fruy 
Bi (ik)” pe (—ik)” 


erhalt, d, h, es ist sii 


n ‘hm 7 
my gee (See + bi © Prt t Pay 
da (i iky™— (ik)” 


=m 
ol +F’ 
oa mm ye ? a4 mY 
+e = Yl TZ J ik)’ ‘) 
<— ° , 
“<= ae ? lim Onn = 0. 
=n 


Fiir m > + 1 schreiben wir 


du,, a 4 


@ . , 
>on 
wihrend 
dy ty agro * o Piss, n+l 4 ¢-iko carte 
da (ik)™ — ik)” 
a" oo ent tym 


k* 
ist. Hieraus folgt 


n a ye 
dy oh . a Fl @ Fy + F; 
=e | ika’ F > —_———_— 
dx ( 0 + ar) (ik)” 


hed oF, F; any, 
+ e-ito( — ike’ Fy + hele +-.-, 
-_ (— tk) k 
wo 


On — Cin + Orn ++ = 
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ist, Wegen der gleichmiissigen Convergenz der Reihe 
Sy du > 
eikw hn = = the 
m=n-+2 m=n-+2 
nihert sich @, gleichmiissig der Grenze Null, wenn k mit O<argk<x 
unendlich gross wird. Wir kénnen schreiben: 
dy ab , ' ‘+ wg, 
TE 008 ke ((py' + 0g) + BHP +--+) 
+ sin ko (— ko’ go, + ns 4... .)- 

Aebnlich findet man die asymptotische Gleichung 


dy sko(—ka'? 7 
dai © 608 ka (— Ko Po t--:) 
+ sin ko (— k (2a p+ @" p,+@'* py) +--+): 

Nun lisst sich zeigen, dass die fiir y gefundene asymptotische Reihe 
der Differentialgleichung (a) formell geniigt. Durch EKinsetzen der 
Reihe fiir y wird die linke Seite von («) 


+> pF 
A(y) » =z 


v=—2 





wo H, eine mit cos k@ oder sin k@ multiplicirte Function von 2 ist, 
je nachdem v gerade oder ungerade ist. Es ist 


t* H,  &,cosko+7y, sinko 
s9)— > et | 

wenn k als reelle positive Grésse ins Unendliche geht, ist 

lim &, =0, limy, =O, 

lim (§, cos ka + y, sinkw) = 0. 
Wenn H_,=0, H_, =0,...H,-1=0 ist, so erhilt man durch 
Multiplication der Gleichung A(y) = 0 mit i" 

H,, + & cos kaw + my sin ko = 0 
and hieraus fiir lim k = + co 

H, = 0. 
Fiir « = a bestehen die asymptotischen Gleichungen 


Poy \a 
OX a 9 
= k 
1 3, (@) + (a) (a) 
, Ce a’ (a), a) 
a WM = ans . 


I” 


v=0 








ie 
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Dies ist aber nur méglich, wenn 


Po(a) = a, P2r (a) = 0 (yar 1, 2,...) 
Po (4) + @'(a) p, (a) = ay, —P2v(@) + (A) Por41(a) = 0 
(y= 1,2,.,.) 


ist. Dadurch, dass die asymptotische Reihe fiir y der Differential- 
gleichung («) formell geniigen und dass die Functionen g,, 9,,... 
fiir «=a die soeben angegebenen Werthe annehmen sollen, ist diese 
Reihe vollstindig bestimmt; sie muss also mit der in § 1 berechneten 
Reihe (8) tibereinstimmen. 

Als Hauptergebniss der bisherigen Entwicklungen haben wir den 
Satz: 

Das durch die Anfangsbedingungen 


, 


yY = %, OY = ay fir «=a 


bestimmte Integral der Differentialgleichung 


d( A dy 


dx oD Se a 
1” + HB+O)y=0 


wird durch die in § 1 berechnete, der Differentialgleichung formell 
gentigende Reihe 


y= coska (p+ +--+) 4+ sinko (7 + % +4...) 


fiir grosse Werthe des Parameters k? asymptotisch dargestellt; d. h. die 
Reihe, welche man erhiilt, wenn man Pn4i, Pate. --*) durch 0 ersetet, 
unterscheidet sich von y um 


e tko 


y * 
wo sich @, gleichmdssig der Grenze Null niihert, wenn der Parameter k 
mit 0 < arg k <a ins Unendliche geht. 


§ 6. 
Wir bezeichnen mit y das Integral der Differentialgleichung («) 
mit den Anfangsbedingungen 


dy _ m= a. 
y= 1, iam fir x—a, 





wo h eine positive Grésse ist. Es bestehen dann die asymptotischen 
Gleichungen 


io 2) a2 
P2 + 2, P2y—-1 
y ~& cos ko@ > ie + sin ka > yet? 
v=1 


v=0 


*) Dabei ist » irgend cine der Zahlen 0, 1, 2,.... 
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> q+ @ 
dy CO cos kw sd Part 
dx ke” 

v¥=0 


+ sin ko (- keo’ py + = — ), 
o=us] k 
wenn in den in § 1 aufgestellten Formeln fiir g,, @,, . 
a — a &y = h 


gesetzt wird; daraus folgt, weun unter H wieder eine positive Grésse 
verstanden wird, die asymptotische Gleichung 


dy <1 95, + Hoy, +0' op, 
dz + Hy w coska > = . - a 
v=0 


1 Hq,_, — 09; 
+ sin ko (- ka' gy, +> Par + aT an ah ’ 
vy=1 
Der Werth, welchen die Function 
d 
dx + Hy 


fir «= annimmt und welcher eine ganze transcendente Function 
von k? ist, werde mit F’(k*) bezeichnet; es ist 


FU) cv coska(y, +%+4+ --) 
+ sinko (yp ik+ 44 o -); 


b 
a =a) = { /% dz, 


und y_1, ¥),--. sind die Werthe, welche die Functionen 
— ©, + Hy + @'9,,..-; 
in welchen a = 1, a, —h gesetzt ist, fiir «= b annehmen. 


Die Werthe von k?, fiir welche die Differentialgleichung («) ein 
die Bedingungen 


dabei ist 


ov — hy=0 fir z—a, 
d = 
2 +Hy=0 fir z=—b 
erfiillendes Integral besitzt, sind die Wurzeln der Gleichung 
F(k?) = 0. 


Wir lésen zuniichst diese Gleichung, nachdem fiir F’(k?) der asymp- 
totische Ausdruck gesetzt ist, formal auf. Es ist 
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w+ s+: 
k@ = aretg | — — —— 
v< vk + ‘ ‘ Bhd 
uo +++: +242, 
wo 0, = — me u. Ss. w. ist, wihrend A eine ganze Zahl ist, welche 
= 

wir positiv annehmen. Setzt man 

22 

kes (i +x)’ 


so erhilt man zwischen x und A die Gleichung 


Omx—x?+-. re 


422? atx 
aus welcher man 


xm BEES. 
berechnet, wo 
0,0 
Xo — ry 
ist. Demnach ist 
Am 
k= 
bis +2 a+ Te 
oder 
é 
Zp By. 
Dabei ist 
ee Yo, 
! @ ba a 


wy_4 
Um die Bedeutung der durch formale Rechnung gefundenen 
Reihenentwickelung fiir k zu erkennen, beachten wir, dass 


F(t) = coska(y, +8+---+ 383+ 46) 





sin ko (yak-+ +--+ Bet + 21) 
ist, wo 
, lim&§=0O, limy=0O 
ist, wenn k als reelle positive Grésse ins Unendliche geht*). Nun 
schreibt sich die Gleichung F'(k?) = 0 in der Form 


Yon—2 
toto Fame t pian 
{(k) = — k@ + aretg | — . psi 
Ragh SD <= +a% ae 


3, 895 
= Of is + F + +++ + + oe =0, 


Vel. den Schluss von § 4. 
Mathematische Annalen, LII. 
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wo 


ist. Die Gleichung 
ful) = — ho pant hp... 3Et 20 


kann auf dem vorhin eingeschlagenen Wege gelést werden, da jetzt 
nur convergente Reihen auftreten. Ersetzt man in der oben aus- 
gefiihrten formalen Rechnung 02n41, Sen43,-.+ dureh 0, so bleiben 
die Gréssen ¢,, &,... n—-1 ungeindert, und man erhilt die fiir hin- 
reichend grosse Werthe von 4 convergente Reihe 


®2n-1 & +4 
= 4 8 ++: > + = + an t°** 


4? n— 


welche, jedem grossen ganzen positiven 4 entsprechend, eine Wurzel 
der Gleichung /f,,(k) = 0 darstellt. Wir bezeichnen mit 0 eine beliebig 
kleine positive Zahl und seigen, dass , ~ man A hinreichend gross 


a — und K, + 
chung f(k) = 0 liegt. Es ist nimlich 


f (K + ai) = f(a) + seal (Ke +0 ae :) , 
f (K: halt a3) — f(a) a if (K = 0, =) ’ 


wo © und O, zwischen 0 und 1 liegen; wir haben 


nimmt, zwischen K, — eine Wurzel k, der Glei- 


y2n—l 


f(Ki) ==), him +() = 0, 


wahrend sich 


und 
f’ (Ki — 24-1) 


mit unendlich wachsendem 4 dem Grenzwerth — @ nihern. Daraus 


folgt, dass 
é 
{ (Ki +; a =) f (Ki — 42” :) 


fiir hinreichend grosse Werthe von 4 verschiedene Vorzeichen besitzen. 
Die Gleichung f(k) = 0 hat also eine Wurzel m welche die Bedingung 
x; — i<ha< Kit oe 


a 


oder 


| A2"—-1 (ky — Kj) | — 0 
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erfiillt. Setzt man 
: ix & dea —1 O2n—-1 
beet it: +> + geet gee 
so ist 
lim C221 = 0, 


womit die asymptotische Gleichung 
3 hoo Z+t+ B+. 
bewiesen ist*), 


Das am Anfang des gegenwirtigen Paragraphen eingefiihrte Inte- 
gral y stellt fiir k <= k, eine ausgezeichnete Lisung Y, unserer Dif- 
ferentialgleichung dar, fiir welche die asymptotische Darstellung gilt: 


Yi © cos nooo +f ft. -*) 


+ sin k,@ (i +3 jedi ‘), 
welche durch Einsetzen der Jat eal Reihe fiir k, tibergeht in 


¥, cv cos “=9(o, +9 2+: - +) 


+ sin ize C +2 ++): 
Dabei ist 


a 
%D=— MH, W= = —~ 8 OQ - 


Die Reihe, welche man erhilt, wenn man %,+;, ®,42,... dureh Null 
ersetzt, unterscheidet sich von Y, um 


. (és cos *™° = + Mn sin =) 
wo 
lim &,=0, lim», =0 
A=oa A=o 
ist. 

Die Aenderungen, welche die bisherigen Entwicklungen erfahren, 
wenn h=oo, H=oo ist, wenn es sich also um ausgezeichnete 
Lésungen handelt, welche fiir  — a und fiir x = b verschwinden, sind 
leicht ersichtlich. 

Aus der asymptotischen Darstellung der ganzen transcendenten 
Function FR) lisst sich deren Geschlecht in ibnlicher Weise ermitteln, 
wie » ich 3 im m 4. Bd. der Math. Ann. (S. 485ff.) das Geschlecht der 


*) Man weiss, dass siimmtliche Wurzeln k® der Gleichung F'(k*) = 0 reell 
sind und dass sich darunter negative entweder gar nicht oder nur in endlicher 
Anzahl befinden. Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd. |. 


19* 
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ganzen transcendenten Functionen bestimmt habe, welche bei der 
Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
linearen Coefficienten auftreten. Zuniichst sieht man aus der asymp- 
totischen Darstellung von k,, dass die Reihe 


Zz = & 
7 |F| 
convergent ist. Daraus folgt die Convergenz des unendlichen Productes 


P(k?) =] (1 ii 
a 


welches dieselben Nullstellen besitzt wie die Function F(k?). Dem- 
nach ist 

F(k*?) = eo P(k), 
wo g(k*) eine ganze rationale oder transcendente Function ist. Es ist 

oh = y_1 sinkd + ge **9, 
wo sich @ gleichmassig der Grenze Null nihert, wenn k mit 
O<argk<a 

ins Unendliche geht. Wenn unter «¢ eine beliebig kleine positive Grésse 
verstanden wird, ist auf Grund der letzten Formel 

|F(R)| << eth, 
wenn |k| hinreichend gross genommen wird, wihrend O< argk<a 
ist; da es sich aber um eine eindeutige Function von k? handelt, so 
gilt diese Ungleichung fiir alle Werthe von arg k. Um me Nullpunkt 
der k-Ebene lassen sich (Hadamard, Liouv. Journ. 1893, 8. 204) Kreise 
mit beliebig grossen Radien beschreiben, auf welchen 

|PQ)| > ec 
ist. Demnach ist auf diesen Kreisen 
F(k*) 
Pk?) 
weshalb (Hadamard, Liouv. Journ. 1893, S. 187) g(k*?) von k unab- 
hingig sein muss. Die Productentwicklung von F'(k*) ist demnach 


F(k?) = Fol] (1 ‘i z)? 


so dass F’(k*) als Function von k* vom Geschlecht 0 ist. 


jem | = < etlaitts, 


Charlottenburg, 12. August 1898. 
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Ueber die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche 
einer gegebenen cubischen Raumcurve in vier, finf oder sechs 
Punkten bertihren. 


Von 


Gustav Koun in Wien. 


In dem vorliegenden Aufsatz kommt der Gedanke zur Geltung, 
dass die Geometrie des Systems von zwei cubischen Raumcurven als 
identisch angesehen werden kann mit der Geometrie der (3, 3)-Corre- 
spondenz, Diesen Gedanken in seiner allgemeinen auf die (m, n)- 
Correspondenz beziiglichen Fassung habe ich schon 1896 in einem 
Vortrage ,,iiber eine geometrische Deutung der Invarianten doppelt 
binirer Formen“ auf der Mathematikerversammlung in Frankfurt a. M. 
dargelegt. In seiner speciellen Fassung soll er hier dazu dienen, 
einen Eiublick in die verschiedenen Systeme von cubischen Raumcurven 
zu eréffnen, welche die Tangentenfliiche einer vorgelegten cubischen 
Raumcurve an vier oder mehr Stellen beriihren. 

Sowohl die vierfach beriihrenden cubischen Raumcurven als auch 
die fiinffach beriihrenden zerfallen in zwei Systeme, waihrend die sechs- 
fach beriihrenden ein irreducibles System bilden. Es gelingt, jedes 
dieser Systeme durch einfache geometrische Eigenschaften zu charakte- 
risiren. Kin besonderes Interesse diirfte dem zuletzt erwahnten Systeme 
zukommen. 

Eine beliebige cubische Raumcurve C, welche die Tangentenfliche 
der cubischen Raumcurve [ sechsfach beriihrt, tritt auf als Erzeugniss 
von drei projectiven Reihen von Schmiegungsebenen der Curve [. 
Damit tritt die Lagenbeziehung dieser beiden Curven, von denen die 
erste die Tangentenfliche der zweiten iiberall beriihrt, wo sie ihr 
begegnet, in Parallele zur Lagenbeziehung zweier Kegelschuitte in 
doppelter Beriihrung. Allein wihrend diese Beziehung der Kegel- 
schnitte vertauschungsfahig ist, gilt ein Gleiches im allgemeinen nicht 
fir die Beziehung der beiden cubischen Raumeurven C und [. Ver- 
tauschungsfihig wird diese Beziehung sowohl fiir zwei cubische Raum- 
curven mit sechs gemeinsamen Tangenten, als auch fiir zwei cubische 
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Raumcurven, welche dasselbe Tetraeder in gleicher Weise zum Schmie- 
gungstetraeder haben. Die genaue Untersuchung dieser beiden Special- 
fille soll indessen wegen der Fiille von geometrischen Beziehungen, 


zu welchen sie fiihrt, in diese Abhandlung nicht mit aufgenommen 
werden *), 


§ 1. 


Die (3, 3)-Correspondenz zwischen incidenten Elementen einer Punkt- 
reihe 3. 0. und eines Ebenenbiischels 3. 0. 


1. Die folgenden Untersuchungen griinden sich auf die Betrachtung 
einer (3, 3)-Correspondenz, welche durch Annahme von zwei cubischen 
Raumecurven C und f zwischen den Punkten der ersten und den 
Schmiegungsebenen der zweiten bestimmt ist, Diese Correspondenz 
entsteht, wenn man jedem Punkte von C die drei durch ihn gehenden 
Schmiegungsebenen von [ und jeder Schmiegungsebene von [ die drei 
in ihr liegenden’ Punkte von C als entsprechend zuweist. 

Denkt man sich auf der Curve C die Werthe des Parameters x, 
auf der Curve [ die Werthe des Parameters y ausgebreitet, so wird 
die zwischen den Parametern x und y entsprechender Elemente be- 
stehende Gleichung (die Gleichung der (3, 3)-Correspondenz) die Form 
haben: 


(1) Asg > y® + Ay, Hy? + +++ Ayo % + Any + Aq = 0. 

Diese Gleichung ist, wie jetzt gezeigt werden soll, charakteristisch 
fiir die Lagenbeziehung der Curven C und [, indem der Satz gilt: 

Ist ein cubisches Ebenenbiischel [ nebst der Vertheilung der Para- 
meterwerthe y auf ihm vorgelegt, so kann man eine beliebige cubische 
Raumceurve C nebst der Vertheilung des Parameters x auf ihr dadurch 
festlegen, dass man die Gleichung (1) der (3,3)-Correspondenz zwischen 
incidenten Elementen von C und T angiebt, wobei die Coefficienten dieser 
Gleichung nur der Beschréinkung | a;,| += 0. eu unterwerfen sind, wenn 
C eine eigentliche cubische Raumcurve sein soll. 

Wir legen zum Zwecke des Beweises ein solches Coordinatensystem 
zu Grunde, dass die Parameterdarstellung des cubischen Ebenenbiischels 
T durch die Gleichungen geliefert wird: 


(2) ou; = y' (i — 0, 1, 2, 3), 


WO UM, UU, die vier homogenen Coordinaten einer Ebene bedeuten. 
Dann wird durch die Gleichungen 


(3) 62; = a3; 2° + ag, x? + aya t+ Aoi («=0, 1, 2, 3), 


in denen My Xy Xp die homogenen Coordinaten eines Punktes bedeuten, 
*) Ein grosser Theil der Ergebnisse dieser Arbeit ist ohne Sortie schon 
in den Ber, der Wiener Akademie v. Dec, 1896 publicirt. 
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unter der Voraussetzung, dass die Determinante |a;,| nicht verschwindet, 
eine eigentliche cubische Raumcurve C gegeben sein. Diese Curve ist 
der Ort der Punkte, in welchen sich je drei Schmiegungsebenen von [ 
schneiden, deren y-Werthe vermége der Gleichung (1) demselben 
az-Werthe zugehéren. Die Pedingung der vereinigten Lage des Punktes 
(%p%,%_%,) von C und der Ebene (u,u,u,u,) von T 

Uy Uy 2, + Uy Hy + UX, == O 
geht nimlich nach Substitution der Werthe fiir die 2; und u, tiber in 


die Gleichung (1) zwischen den Parametern x und y. Damit ist der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen. 


2. An die Parameterdarstellungen der cubischen Raumeurven [ 
und C, welche durch die Gleichungen (2) und (3) gegeben sind, kénnen 
wir gleich hier die Beantwortung der Frage nach der geometrischen 
Beziehung zwischen diesen beiden Curven ankniipfen fiir den Fall, dass 
die Gleichung (1) unserer Correspondenz in x und y symmetrisch ist. 
Es ergiebt sich: 

Wenn die Gleichung (1) der Correspondenz in x und y symmetrisch 
ist, dann sind die cubischen Raumcurven T und C reciproke Polaren in 
Bezug auf eine Ober{liche zweiten Grades. 

In der That lassen die Gleichungen (2) und (3) unter der Annahme 

Ai, = Aki (2, k=0, 1,2, 3) 
erkennen, dass eine beliebige zum Parameter y gehérige Schmiegungs- 
ebene von T in Bezug auf die Fliche zweiter Classe 
DT LTapUi uM, = 0 (i,k = 0, 1, 2,3) 
den Punkt von C als Pol besitzt, welcher zum Parameterwerth z= y 
gehort. 

Ebenso beantwortet sich eine zweite Frage: Was folgt aus der 

Annahme 
Qik = — Ai (i, k= Q, 1, 2, 3) 
fiir die Curven C und [? Die beiden Curven sind einander in einer 


_ Nullcorrelation als entsprechend zugewiesen. 


§ 2. 
Charakterisirung der zu untersuchenden Curvensysteme durch die 
zugehorigen Correspondenzgleichungen. 


3. Eine Beriihrung der Curve C mit der Tangentenfliche von [ 
hat eine leicht anzugebende Singularitét unserer (3, 3)-Correspondenz 
im Gefolge. 

Es sei P, ein Punkt, in welchem C die Tangentenfliche von [ 
bertihrt und x, die Tangentialebene dieser Fliche im Punkte P,, dann 
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ist 2, eine Schmiegungsebene von [. Es fallen nun einerseits, weil 
der Punkt P, von C auf der Tangentenfliche von [ liegt, zwei von 
den drei Schmiegungsebenen, die er an die Curve [ schickt, mit der 
Ebene x, zusammen; anderseits liegen zwei von den drei Punkten, in 
denen die Schmiegungsebene x, von [ die Curve C trifft, im Punkte 
P, vereinigt, weil 2, die Tangentialebene der Tangentenfliche von [ 
in dem Punkte P, ist, in dem diese Flache von der Curve C beriihrt wird. 

Anders ausgesprochen: Vermége unserer (3, 3)-Correspondenz ent- 
spricht dem Punkte P, von C zweimal die Schmiegungsebene z, von [, 
der Schmiegungsebene a) von [ zweimal der Punkt P, von C. 

Umgekehrt bringt aber ein solches Entsprechen von P, und x, es 
mit sich, dass die Tangentenfliiche von [ von der Curve C im Punkte 
P, berihrt wird und in ihm z, zur Tangentialebene hat. Der Punkt 
P, von C liegt dann auf der Tangentialfliche von [, weil dem ersten 
Theil unserer Voraussetzung gemass zwei von den durch P, gehenden 
Schmiegungsebenen von [ mit der Ebene x, zusammenfallen, welche 
deshalb die Tangentialebene der Tangentenfliche von [ im Punkte P, 
ist. Da aber dem zweiten Theil unserer Voraussetzung nach zwei von 
den drei Schnittpunkten dieser Ebene mit der Curve C im Punkte P, 
vereinigt liegen, so folgt, dass die Curve C die Tangentenfliiche von [ 
im Punkte P, beriihrt. 

Unser Ergebniss lautet: 

Damit der Punkt P, von C, dem der Parameter x, zugehirt, ein 
Beriihrungspunkt der Curve C mit der Tangentenfliche von T sei wnd 
diese in ihm von der Ebene x, beriihrt werde, der als Schmiegungsebene 
von T der Parameter y, zukommt, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Gleichung (1) unserer Correspondenz fiir « =x, die Doppelwurzel 
y = y,, fiir y = y, die Doppelwurzel x = x, hat; mit anderen Worten: 
es ist nothwendig und hinreichend, dass die Curve K,, welche durch die 
Gleichung (1) dargestellt wird, wenn man x und y als Parallelcoordi- 
naten eines Punktes der Ebene deutet, im Punkte x = x,, y = yy einen 
Doppelpunkt aufweist. 


4. Die Curve K, ist, wie aus ihrer Gleichung (1) hervorgebt, 
von der sechsten Ordnung und besitzt in den unendlich fernen Punkten 
der beiden Coordinatenaxen dreifache Punkte. Das Geschlecht von XK, 
ist also i. A. = 4 und diese Curve kann (neben ihren zwei dreifachen 
Punkten) nicht mehr als 4 Doppelpunkte erhalten, ohne zu zerfallen. 

Es kann also die cubische Raumcurve C die Tangentenfliche der 
cubischen Raumcurve [ in héchstens 4 Punkten beriihren, ohne dass 
die Correspondenzgleichung (1) zerfiillt. Wir werfen deshalb die Frage 
auf, in welcher Weise diese Gleichung iiberhaupt zerfallen kann. 

Man sieht zuniichst, dass die Gleichung (1) unter der von uns 








Ueber die cubischen Raumcurven. 297 


gemachten Voraussetzung, dass C und [ eigentliche cubische Raum- 
curven sind, keinen Factor besitzen kann, in dem 2 allein, keinen, 
in dem y allein vorkommt. Denn einem x-Werth, welcher einen solchen 
nur von x abhingigen Factor zu Null macht, wiirde ein beliebiger 
y-Werth entsprechen, der z-Werth wiirde also einem Punkt von C als 
Parameter zugehéren, durch den jede beliebige Schmiegungsebene von 
[ hindurchgeht; thnlich wiirde ein y-Werth, der einen nur y ent- 
haltenden Factor zu Null macht, eine Schmiegungsebene von [ liefern, 
die jeden beliebigen Punkt von C enthilt. 

Es bleiben also folgende Fille: 

Die linke Seite von (1) zerfallt: 

a) in drei Factoren, von denen jeder in x und y linear ist; 

b) in zwei Factoren, von denen der eine in @ quadratisch, in y 
linear, der zweite in x linear, in y quadratisch ist; 

c) in zwei Factoren, von denen der eine in x und y linear, der 
zweite in 2 und y quadratisch ist. 

Wir haben daher die folgenden drei Formen der Ghihung (1) 
zu discutiren : 

(air vy + aio% + any + aoo) « 
(1a) (airy + dion + any + ai) 
(aiiay + aise + abiy + ai) =O, 


(1b) (Do 2? Y + boy @* + Dy, LY + Diy % + By y + Ooo) 
(bara? y + Bax? + buxy + biow + bay + boo) = 0, 


(1e) (C44 LY + CyyX% + Copy + Cyo)- 
(Coat? y? + Cou? y 4+ +++ + Co) = 0. 


Wenn x, y wieder als Parallelcoordinaten eines Punktes der Ebene 
gedeutet werden, so stellt die Gleichung (1a) drei Kegelschnitte dar. 
Jeder von ihnen geht durch die beiden unendlich fernen Punkte der 
Coordinatenaxen, so dass sich je zwei von ihnen ausserdem nur noch 
- in zwei Punkten treffen. Die Curve K,, die sich im Fall a) aus diesen 
drei Kegelschnitten zusammensetzt, hat also in diesem Fall (neben den 
beiden dreifachen Punkten im Unendlichen) sechs Doppelpunkte. 

Durch die Gleichung (1b) sind zwei Curven dritter Ordnung dar- 
gestellt, von denen die eine im unendlich fernen Punkte der y-Axe 
einen Doppelpunkt hat, durch den unendlich fernen Punkt der 2-Axe 
einfach hindurchgeht, wihrend die zweite sich in diesen beiden Punkten 
umgekehrt verhilt, Daher schneiden sich die beiden Curven ausser in 
diesen beiden noch in fiinf Punkten. Die Curve K,, die sich aus den 
beiden Curven 3. O. zusammensetzt, hat also im Falle b) (neben ihren 
beiden dreifachen Punkten) fiinf Doppelpunkte. 
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Die Gleichung (1¢) stellt einen durch die unendlich fernen Punkte 
der beiden Coordinatenaxen gehenden Kegelschnitt dar im Verein mit 
einer Curve vierter Ordnung, welche in diesen beiden Punkten Doppel- 
punkte hat. Ausser in diesen Punkten schneidet der Kegelschnitt die 
Curve 4. O. noch in vier weiteren. Die Curve K, hat also hier i. A. 
vier Doppelpunkte. Sie kann aber einen fiinften erhalten, wenn die 
Curve 4. O. ausser den beiden Doppelpunkten im Unendlichen noch 
einen weiteren bekommt. Mehr als einen weiteren kann die Curve 
4. O. aber nicht haben, ohne zu zerfallen, und wenn dies eintritt, 
haben wir den Fall a) vor uns, 


5. Da nach Nr. 1, wenn die Curve [ und die Parameterver- 
theilung auf ihr gegeben ist, durch Annahme der Gleichung (1) unserer 
Correspondenz die Curve C nebst der Parametervertheilung auf ihr 
bestimmt wird, haben wir die folgenden Resultate: 

Die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche einer vor- 
gelegten cubischen Raumcurve T in sechs Punkten beriihren , bilden ein 
irreducibles von sechs Parametern abhingiges System. 

Es sind dies die Curven, welche nebst der Parametervertheilung 
auf ihnen gegeben sind durch Gleichungen der Correspondenz von 
der Form (la). Die Gleichung (1a) enthilt 9 wesentliche Constanten; 
da eine Parametervertheilung 3 Constanten birgt, so giebt diese Glei- 
chung oo® verschiedene Curven. 

Die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche der vor- 
gelegten cubischen Raumcurve an fiinf Stellen beriihren, zerfallen in 
zwei vollstindig getrennte von je sieben Parametern abhdngende Systeme. 

Das erste System von fiinffach bertthrenden Curven wird geliefert 
durch Correspondenzgleichungen der Form (1b), wo wieder von den 
10 wesentlichen Constanten dieser Gleichungsform 3 in Abzug zu 
bringen sind, die von der Parametervertheilung abhiingen, weswegen 
oo’ Curven resultiren. 

Das zweite System von fiinffach beriihrenden Curven wird geliefert 
durch einen Specialfall der Gleichungsform (1c), wo der zweite Factor 
der einen Bedingung unterliegt, eine rationale Curve darzustellen. 
Auch hier giebt die Abziihlung co’ Curven. 

Endlich folgt noch: 

Die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche einer vor- 
gelegten cubischen Raumcurve an vier Stellen beriihren, zerfallen in zwei 
villig getrennte von je 8 Parametern abhiingige Systeme und ein drittes 
nur von T Parametern abhdingiges. 

Von den beiden ersten Systemen wird das eine durch Correspon- 
denzgleichungen der Form (1c) geliefert, das zweite durch Correspon- 
denzgleichungen, welche eine rationale Curve K, darstellen. Die 
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Abzahlung der Parameter, von denen die Systeme abhiingen, geschieht 
wie oben. 

Zu diesen beiden Systemen tritt, als in keinem von ihnen ent- 
halten, das erste von den beiden Systemen fiinffach beriihrender 
Curven, das wir oben angegeben haben. 


§ 3. 
Die vierfache Berihrung. 


6. Die gefundenen charakteristischen Eigenschaften der Gleichung 
unserer (3,3)-Correspondenz in den Fiillen, wo die cubische Raumcurve 
C mit der Tangentenfliiche von [ an vier oder mehr Stellen eine Be- 
riihrung eingeht, lassen sich leicht in geometrische Beziehungen zwischen 
den Curven C und [ umsetzen. 

Kine beliebige Curve C des ersten Systems von cubischen Raum- 
curven, welche die Tangentenfliche von [ in vier Punkten beriihren, 
ist gegeben durch eine Correspondenzgleichung der Form: 

(Le) (C2 y+ epg % +65, Yoo) (Co2.0?y? + Core? y+ --++- Coo) = 0. 

Durch den gleich Null gesetzten ersten Factor der linken Seite dieser 
Gleichung wird eine projective Beziehung zwischen den Punkten von 
C und den Ebenen von [ festgesetzt. Wenn es eine projective Be- 
ziehung zwischen den Punkten von C und den Ebenen von [ giebt, 
bei welcher jeder Punkt in der entsprechenden Ebene liegt, so heisst 
dies umgekehrt soviel, dass die Gleichung unserer (3, 3)-Correspondenz, 
die zwischen incidenten Ebenen von [ und Punkten von C besteht, 
einen in 2 und y linearen Factor, also die Form (1c) besitzt. Es folgt: 

Das erste System von cubischen Raumcurven, welche die Tangenten- 
fliiche von T vierfach beriihren, besteht aus den Raumcurven 3, O., deren 
Punkte sich auf die Schmiegungsebenen von T so projectiv beziehen lassen, 
dass jeder Punkt in die ihm entsprechende Ebene fiillt. 

Man kann die Vertheilung der Parameter # und y auf den Curven 


C und so wihlen, dass die projective Beziehung durch die Gleichung 


x =<=y gegeben wird, d. h. man kann unbeschadet der Allgemeinheit 
die Gleichung der (3,3)-Correspondenz in der Form 
(@—y) (dy a? y? + dy, a? y +--+ doo) = 0 

zu Grunde legen. In dem Punkte von C mit dem Parameter x schneiden 
sich dann die drei Ebenen von [, von denen die eine dem Parameter 
y = «x zugehért, wahrend die den beiden andern zugehorigen y-Werthe 
durch die Gleichung 

(4) yy X? Yy? +- dy x? y + +++ + dy =O 

geliefert werden. D. h. man erhilt einen beliebigen Punkt von C als 
Schnittpunkt der zum Parameter « gehérigen Schmiegungsebene von [ 











300 Gusrav Koay, 


mit den beiden Ebenen von [, welche ihr vermége der durch die 
Gleichung (4) zwischen den Ebenen von [ festgelegten (2,2)-Corre- 
spondenz entsprechen. 

Die cubischen Raumcurven des ersten Systems, welche die Tangenten- 
fliche von T vierfach beriihren, sind durch die (2,2)-Correspondenzen 
auf dieser Curve gegeben. Der Ort des Schnittpunktes einer beweglichen 
Schmiegungsebene von T mit den beiden thr vermige einer (2,2)-Corre- 
spondenz entsprechenden Schmiegungsebenen ist eine Curve des Systems. 


7. Wir betrachten jetzt den Specialfall besonders, dass die Glei- 
chung (4) in # und y symmetrisch ist. Die Schnittlinien von ent- 
sprechenden Ebenen der dann durch die Gleichung (4) gegebenen 
symmetrischen (2,2)-Correspondenz auf der Curve [ werden nach 
Cayley*) eine Regelfliche 4, Grades bilden. Fiir diese Fliiche werden 
die Ebenen von [ Doppeltangentialebenen und die Punkte von C 
Doppelpunkte sein. Denn in einer beliebigen Ebene von [ liegen 
zwei Erzeugende der Fliche, nimlich die Schnittlinien der Ebene mit 
den beiden entsprechenden Ebenen, und durch den Treffpunkt dieser drei 
Ebenen, der ein Punkt von C ist, gehen dieselben beiden Erzeugenden 
der Flache. Die Beziehung zwischen den Curven T und C besteht also 
darin, dass die Developpable der ersten einer Regelfliiche 4. Grades 
doppelt umschrieben ist, der die zweite als Doppelcurve angehort. 

Unsere Regelfliiche 4. Grades ist, wie bekannt, in einem linearen 
Complex (Strahlengewinde) enthalten. Es folgt dies daraus, dass ein 
beliebiger linearer Complex mit einer Regelflache 4. Grades vier 
Strahlen gemein hat, sodass der lineare Complex, welcher durch fiinf 
Strahlen der Fliche bestimmt ist, alle ihre Strahlen enthilt. In dem 
Nullsystem dieses Complexes wird nun einer beliebigen Ebene von [, 
weil sie zwei Erzeugende der Regelfliche enthilt, der Schnittpunkt 
dieser Erzeugenden als Nullpunkt zugehéren. Die Curven C und [ 
sind also zwei cubische Raumcurven, die einander in einem Nullsystem 
entsprechen, und diese Eigenschaft charakterisirt ihre Beziehung voll- 
stiindig. Denn haben zwei cubische Raumcurven diese Eigenschaft, so 
sieht man sofort, dass von den Schmiegungsebenen, die durch einen 
Punkt der einen Curve an die andeve gelegt werden kénnen, die eine 
die Nullebene des Punktes ist und die beiden anderen ihr in einer 
symmetrischen (2,2)-Correspondeuz zwischen den Schmiegungsebenen 
der zweiten Curve entsprechen, 

Dem linearen Complex, in dessen Nullsystem einander die Curven 
C und Ff entsprechen, werden vier Tangenten der einen Curve angehéren, 


*) Siehe ,,A Second Memoir on Skew Surfaces, otherwise Scrolls:‘, Philos. 
Transactions of the R, Soc., t. 154 (Mathemat. Papers, t. 5). 
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(weil ihre Tangentenflache vom 4. Grade ist) und da jeder Complexstrahl 
sich im Nullsystem selbst entspricht, so werden dieselben vier Geraden 
auch Tangenten der anderen Curve sein. Die Curven C und T haben 
also vier gemeinsame Tangenten. Auch diese Eigenschaft charakterisirt 
ihre Lagenbeziehung vollstandig, wofiir wir den Nachweis jedoch unter- 
driicken wollen. 


8. Kehren wir wieder zum allgemeinen Fall zuriick. Die Curve C 
erscheint hier als Ort der Schnittpunkte einer beliebigen Ebene von [ 
mit den beiden ihr in einer (2,2)-Correspondenz in diesem cubischen 
Ebenenbiischel entsprechenden Ebenen. Diese beiden Ebenen selbst 
entsprechen eimander, aber, wie sofort zu sehen, in einer symmetrischen 
(2,2)-Correspondenz im Ebenenbiischel 3.0. f. Die Schnittlinien von 
je zwei solchen Ebenen werden deshalb der letzten Nr. zufolge eine 
Regelfliche 4. Grades bilden, fiir welche die Ebenen von [ Doppel- 
tangentialebenen sind, und auf dieser Flache, wird die Curve C liegen. 

Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt, wenn eine cubische 
Raumcurve C auf einer Regelfliiche 4. Grades liegt, welche der De- 
veloppablen der cubischen Raumcurve [ doppelt eingeschrieben ist, 
jene Curve C dem ersten System von die Tangentenfliiche von [ vier- 
fach beriihrenden cubischen Raumcurven angehért. Beim Beweise 
setzen wir voraus, dass C eine einfache Curve der Regelflache 4. Grades 
ist; wenn sie eine Doppelcurve ist, so enthilt schon die letzte Nr. 
den Beweis. Es wird davn durch einen beliebigen Punkt P von C 
eine einzige Erzeugende der Fliche hindurchgehen. Diese ist dieSchnitt- 
linie von zwei Schmiegungsebenen von [ und ausser ihnen geht von P 
aus nur noch eine einzige Schmiegungsebene 2 an [. Wiahit man die 
Ebene 2 von [ beliebig, so bestimmt sich wieder der zugehdrige 
Punkt P von C eindeutig, denn in dieser Ebene von [ liegen zwei 
Erzeugende der Fliche, von denen jede einen Punkt von C enthilt 
und P ist der dritte Schnittpunkt von C mit dieser Ebene. Wir haben 
damit eine ein-eindeutige also projective Beziehung zwischen den 
‘Punkten P von C und den Ebenen a von FP definirt, wo jeder Punkt 
in der entsprechenden Ebene liegt. Mit Riicksicht auf Nr. 6 ist jetzt 
der Satz bewiesen: 

Das erste System von cubischen Raumcurven, welche die Tangenten- 
fliche von [ vierfach beriihren, wird von den cubischen Rawmeurven 
gebildet, welche auf Regelfliichen 4. Grades liegen, die die Schmiegungs- 
ebenen von T zu Doppeltangentialebenen haben. 


9, Ueber das zweite System von cubischen Raumcurven, welche 
die Tangeutenfliche von [ an vier (und nicht mehr) Stellen beriihren, 
haben wir nur wenig zu sagen, 
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Vollstiindig charakterisirt ist eine beliebige Curve C dieses Systems 
nach Nr. 5 durch die Eigenschaft, dass die (3,3)-Correspondenz zwischen 
incidenten Ebenen von [ und Punkten von C rational ist, d. h. dass 
die Paare entsprechender Elemente der Correspondenz eine rationale 
Mannigfaltigkeit bilden. Jede andere Mannigfaltigkeit, deren Elemente 
sich algebraisch ein-eindeutig auf die Paare entsprechender Elemente 
der Correspondenz beziehen lassen, ist dann auch rational, und: um- 
gekehrt wenn eine solche Mannigfaltigkeit rational ist, so ist es auch 
die Correspondenz. 

Mit einem Paar entsprechender Elemente unserer Correspondenz, 
einer Schmiegungsebene x von [ und einem in ibr liegenden Punkte 
P von C, ist nun z. B. die Verbindungslinie des Anschmiegungspunktes 
von x mit dem Punkte P ein-eindeutig verkniipft. Wenn wir mit 
Schubert einen Strahl als Schmiegungsstrahl einer Raumcurve be- 
zeichnen, der in einer Schmiegungsebene liegt und durch ihren An- 
schmiegungspunkt hindurchgeht, so kénnen wir sagen: 

Die cubischen Raumcurven des zweiten Systems, welche die Tan- 
gentenfliiche von T vierfach beriihren, sind jene cubischen Rawmcurven, 
fiir welche die sie treffenden Schmiegungsstrahlen von T eine rationale 
Regelfliiche bilden. 


§ 4. 
Die fiinffache Berihrung. 


10. Von den beiden Systemen cubischer Raumcurven, welche die 
Tangentenfliche von [ fiinffach beriihren, war das erste gegeben durch 
Correspondenzgleichungen der Form: 


(1b) (b9,2°Yy + Dag a? + by, Y + bo + Dory + Ogo) 
» (da a? y + Boo a? + Bury + Diox + buy + boo) = 0. 

Ks ist leicht, die geometrische Beziehung einer beliebigen Curve C des 
Systems zur Curve [ genau zu priicisiren. 

Der erste Factor der Gleichung (1b) gleich Null gesetzt 

(bay 0? + dy 4% + boy) Y + Dag? + Dg + Dg = O 

liefert zu einer beliebigen durch den Parameter y gegebene Schmiegungs- 
ebene von [ die z-Werthe fiir zwei von ihren Schnittpunkten mit der 
Curve C und dieses Punktepaar beschreibt ersichtlicher Weise, wenn 
die Schmiegungsebene von [ sich bewegt, eine zu ihr projective In- 
volution auf der Curve C. Die Verbindungslinien der Paare dieser 
Involution auf der cubischen Raumeurve C bilden eine Regelschaar 
und durch jede Erzeugende dieser Regelschaar geht eine Schmiegungs- 
ebene von [. 

Wenn wir jetzt umgekehrt eine Fliche 2. O. betrachten und unter 
C eine cubische Raumcurve auf der Fliche, unter [ einen der Fliche 
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umschriebenen cubischen Ebenenbiischel verstehen, so zwar, dass durch 
die Erzeugenden jenes Systems, welche je zwei Punkte von C tragen, 
nur je eine Schmiegungsebene von [ geht, so wird die Gleichung der 
(3,3)-Correspondenz zwischen incidenten Elementen von C und [ die 
Form (1b) haben miissen. Denn die linke Seite der Gleichung dieser 
Correspondenz wird einen in y linearen, in 2 quadratischen Factor 
haben miissen, welcher gleich Null gesetzt eine projective Beziehung 
zwischen den Ebenen von [ und den Punktepaaren einer Involution 
auf C darstellt, da zu den Erzeugenden des erwihnten Systems einer- 
seits die einzeln hindurchgehenden Schmiegungsebenen von [, ander- 
seits die Paare von Schnittpunkten projectiv sind, welche die Erzeugen- 
den auf der Curve C bestimmen. 

Wir finden: 

Das erste System von cubischen Raumcurven, welche die Tangenten- 
fliiche von T fiinffach beriihren, wird erhalten, wenn man auf jeder der 
Developpablen von T eingeschriebenen Fliiche 2. O. die cubischen Raum- 
curven des einen von den beiden auf der Fliche vorhandenen Systemen 
verzeichnet, nimlich des Systems von Curven, welche die Erzeugenden 
jener Schaar zu Doppelsecanten haben, durch die nur je eine Schmiegungs- 
ebene von T geht. 


11. Die Schnittpunkte einer beliebigen Raumcurve 3. O. C mit 
der Tangentenfliche des cubischen Ebenenbiischels [, sind jene Punkte 
von C, fiir welche zwei von den drei hindurchgehenden Schmiegungs- 
ebenen von [ identisch werden. Ihre Parameter sind also die «-Werthe, 
welche die nach y gebildete Discriminante der Gleichung 
(1) As @° y® + Ag. By? + + + + + Ayy% 4- Ay Y + Ayo = O 
der Correspondenz zu Null machen, die zwischen incidenten Ele- 
menten von C undT besteht. Diese Discriminante ist vom 12'" Grade 
in 2 und es ergeben sich also im allgemeinen Fall 12 Schnittpunkte. 

Wenn die linke Seite von (1) in zwei Factoren zerfillt, so ist 
diese Discriminante das Product der Discriminanten der Factoren und 
des Quadrats ihrer Resultante. In dem Falle, den wir jetzt zu be- 
trachten haben, lautet die Gleichung der Correspondenz: 

(a — y) (da.a?y? + dy, a?y + + +++ dy) = 0 

und die linke Seite der Gleichung 12" Grades, welche die Schnitt- 
punkte von C mit der Tangentenfliche von [ liefert, wird gegeben 
sein als Product aus der nach y gebildeten Discriminante der Gleichung 
(4) dy, vy? + dy, x?y + +++ + dy = 0 

und dem Quadrate des Ausdrucks, der aus der linken Seite von (4) 
entsteht, wenn darin y durch 2 ersetzt wird. Wir sehen hieraus 
neuerdings (vergl. Nr. 3), dass durch die Correspondenzgleichung der 
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betrachteten Form cubische Raumcurven C gegeben sind, von deren 
Schnittpunkten mit der Tangentenfliche von [ viermal zwei zusammen- 
fallen. Wir sehen aber dariiber hinaus, dass die Bedingung dafiir, 
dass von den vier ausserdem noch vorhandenen Schnittpunkten zwei 
zusammenfallen, darin besteht, dass die nach y gebildete Discriminante 
von (4) eine Doppelwurzel hat. Ist diese Bedingung erfiillt, dann 
werden durch die in Rede stehenden zerfallenden Gleichungen der 
(3,3)-Correspondenz die cubischen Raumcurven des zweiten Systems 
gegeben sein, welche die Tangentenfliche von [ fiinffach beriihren. 
Mit Riicksicht auf Nr. 6 kénnen wir deshalb sagen: 

Eine beliebige (2,2)-Correspondenz zwischen zwei Elementen- 
systemen auf demselben rationalen Triger besitzt in dem einen System 
vier singulire Elemente (Verzweigungselemente), fiir welche die beiden 
im zweiten System entsprechenden Elemente zusammenfallen. Die 
(2,2)-Correspondenzen zwischen den Schmiegungsebenen von T von der 
besonderen Art, dass von den genannten vier singuliren Elementen 
zwei vereinigt liegen, erzeugen die cubischen Rawmcurven des zweiten 
Systems, welche mit T eine fiinffache Beriihrung eingehen. Line solche 
Curve ist der Ort der Punkte, welche eine zum ersten System gerechnete 
Schmiegungsebene von T mit den beiden ihr in der (2,2)-Correspondenz 
im zweiten System entsprechenden gemein hat. 

Mit Riicksicht auf Nr. 8 kann man aus diesem Satze ohne Schwierig- 
keit den folgenden ableiten. 

Man erhiilt das zweite System von die Tangentenfliiche von T 
fiinffach beriihrenden cubischen Rawmcurven, wenn man auf allen dem 
cubischen Ebenenbiischel [ doppelt eingeschriebenen Regelfliichen 4 
Grades, von deren vier Torsallinien zwei vereinigt liegen, die cubischen 
Rauwmceurven verzeichnet. 


§ 5. 
Drei projective Beziehungen. 


12. Ehe wir weitergehen, wird es sich empfehlen eine Reihe von 
Bemerkungen iiber die Geometrie der Projectivitiiten vorzubringen. 

Will man projective Beziehungen mit geometrischen Hilfsmitteln 
studiren, so erweist es sich von Vortheil, als die projectiv auf einander 
bezogenen Elementensysteme die beiden Systeme von Erzeugenden 
derselben Fliche 2.0. zu wiahlen. Die projectiven Beziehungen sind 
dann eindeutig auf die Ebenen des Raumes abgebildet, denn die Schnitt- 
punkte entsprechender Erzeugender erfiillen einen ebenen Schnitt der 
Flache*). Insbesondere sizid die Tangentialebenen der Fliche 2. O. die 


*) Diese oder, was auf dasselbe hinauskommt, die reciproke Abbildung 
hat wohl zuerst Herr Stephanos fiir die Geometrie der Projectivitiiten verwerthet 








ar 
n 
id 
t- 
er 
ie 


ag 
et 








Ueber die cubischen Raumcurven. 3805 
Bilder der singularen Projectivititen, in welchen eine in die Tangential- 
ebene fallende Erzeugende des einen Systems allen Erzeugenden des 
anderen entspricht. 

Durch zwei Projectivitiiten ist ein ganzes Btischel gegeben, ent- 
sprechend dem Ebenenbiischel, das durch die Bildebenen der beiden 
Projectivitaéten bestimmt wird. Die Axe dieses Ebenenbiischels giebt 
durch ihre beiden Schnittpunkte mit der Fliche die beiden Paare von 
Elementen, welche alle Projectivititen des Biischels entsprechend ge- 
mein haben.. Sind diese beiden Paare verschieden, so ist durch sie 
das Biischel von Projectivititen bestimmt. Fallen sie zusammen (ist 
die Axe eine Flaichentangente), so bezeichnen wir das Biischel als 
singulir. 

Drei Projectivitiiten, welche nicht demselben Biischel angehéren, 
bestimmen ein Biindel entsprechend dem Ebenenbiindel, das durch 
die drei Bildebenen bestimmt ist. Nur wenn der Scheitel dieses 
Biindels auf der Fliche liegt, lassen sich die Projectivitiiten des Biindels 
als Gesammtheit der Projectivitiiten charakterisiren, welche ein Paar 
von Elementen entsprechend gemein haben und in diesem Falle be- 
zeichnen wir das Biindel als singular. 

Um wie das Biischel auch das Biindel von Projectivitiiten unab- 
hingig von der Abbildung zu definiren, fiihrt man den Begriff har- 
monischer Projectivititen ein. Zwei Projectivititen heissen harmonisch, 
wenn ihre Bildebenen conjugirt sind in Bezug auf die Fliche 2. 0. 
Die Beziehung von zwei solchen Projectivitiiten lisst sich aber leicht 
unabhiingig von der Fliche formuliren. Zwei projective Beziehungen 
zwischen denselben zwei Triigern sind harmonisch, wenn die Paare 
von Elementen in dem einen Triger eine Involution bilden, welche 
den einzelnen Elementen des andern vermége der beiden Projectivi- 
titen entsprechen. Da die Ebenen eines Biindels definirt werden 
kénnen als die zur Polarebene des Biindels conjugirten Ebenen, so 
folgt: Die Projectivitiiten eines Biindels sind die zu einer bestimmten 
Projectivitét harmonischen projectiven Beziehungen. 


13. Sind die Elemente eines rationalen Triigers durch die Werthe 
des Parameters x und die eines andern durch die Werthe des Para- 
meters y gegeben, so werden drei projective Beziehungen zwischen den 
beiden Trigern vermittelt sein durch die Gleichungen: 


ancy + ax + any + ao = 9, 
(la) ancy + aor + any + ay = 9, 
acy + ax + any + ao = 0. 





(diese Annalen Bd. 22). Vergl. fiir das Folgende auch noch die Abhandlung von 
Segre im 100, Bande des Journals f, Math. 
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Fiir uns ist nun die Frage von Bedeutung, ob man den Parameter y 
des zweiten Trigers so abindern kann, dass die Gleichungen der drei 
Projectivitiiten in dem neuen Parameter y und in 2 symmetrisch 
werden. 

Diese Frage beantwortet sich sofort fiir den allgemeinen Fall be- 
jahend. Denn setzt man 
—_ *— by 
I yay’? 
so erhalt man als Bedingung der Symmetrie die Gleichungen 


aye + anB + aiwoy + and =0, 

ane + anB + atoy + and = 0, 

ajia + wiB + aioy + 4553 — 0, 
aus denen sich die Verhiltnisse der Substitutionscoefficienten a, B, y, 0 
i. A. eindeutig berechnen lassen. Um auch in die Ausnahmefille 
einen anschaulichen Einblick zu gewinnen, behandeln wir dieselbe 
Frage nochmals vom geometrischen Standpunkt aus. 

Sind die Gleichungen (la’) in 2 und y symmetrisch, d. h. ist 
Gio = An, G10 = An, Ao = a1, dann ist durch die Gleichung x = y 
eine vierte projective Beziehung gegeben, die harmonisch ist zu den 
drei durch die Gleichungen (la’) gegebenen. Deutet man niamlich 
sowohl x wie y als Parameter der Elemente desselben von unseren zwei 
Triigern, so werden durch die Gleichungen (1a’) Involutionen dargestellt 
sein, welche in diesem Trager entstehen, wenn zwei Elemente einander 
zugeordnet werden, welche in einer der drei ersten Projectivititen und 
in der vierten demselben Element des zweiten Trigers entsprechen. 
Da sich diese Betrachtung auch umkehren lisst, so folgt: Um eine 
symmetrische Form der Gleichungen von drei projectiven Beziehungen 
zu erzielen, ist es nothwendig und hinreichend, den Elementen der 
beiden Triiger gleiche Parameter zuzutheilen, welche sich in einer 
projectiven Beziehung dieser Triiger auf einander entsprechen, die zu 
den drei Projectivititen harmonisch ist. 

L A. giebt es nach Nr. 12 eine einzige solche projective Beziehung; 
gegeben durch die Polarebene des Punktes, in welchem sich die Bild- 
ebenen der drei vorgelegten Projectivititen schneiden. Nur wenn 
diese Bildebenen, also auch die drei Projectivitiiten selbst, demselben 
Biischel angehéren, giebt es ein ganzes Biischel von solchen pro- 
jectiven Beziehungen, gegeben durch das Ebenenbiischel, dessen Axe 
die reciproke Polare der gemeinschaftlichen Geraden der drei Bild. 
ebenen ist. Es ist aber zu beachten, dass eine projective Beziehung 
zwischen zwei Triigern nicht singulair sein darf, wenn man von einer 
Parametervertheilung in dem einen Triger dadurch zu einer Para- 
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metervertheilung im anderen gelangen soll, dass man jedem Elemente 
den Parameter zuweist, den das entsprechende Element besitzt. Der 
Fall, in welchem durch die Gleichungen (1a’) drei Projectivititen ge- 
geben sind, welche ein singulires Biindel bestimmen, d. i. der Fall in 
welchem diese Projectivititen ein und nur ein Elementenpaar entsprechend 
gemein haben, ist sonach der einzige, in welchem sich durch Aenderung, 
der Parametervertheilung Symmetrie in den Gleichungen (1a’) nicht 
wird erzielen lassen. 

Aus dem Satze, dass durch drei Projectivititen zwischen zwei 
Trigern, welche kein Elementenpaar entsprechend gemein haben, 
immer eine gewisse nicht-singulire zu den drei ersten harmonische 
vierte Projectivitat bestimmt ist, folgt, wenn man in dem einen von 
den beiden Tragern die projectiven Reihen betrachtet, welche von den 
einem beweglichen Elemente des zweiten Trigers entsprechenden Ele- 
menten durchlaufen werden, der folgende Satz: 

Zu drei projectiven Elementenreihen desselben Tridgers, bei denen 
kein Element sich in den drei Reihen selbst entspricht, existirt immer 
eine bestimmte vierte projective Elementenreihe, die zu den drei ersten 
involutorisch liegt. 

Daraus, dass es zu drei Projectivititen desselben Buschels, d. h. zu 
zwei Projectivititen mit zwei Paaren gemeinsamer entsprechender Ele- 
mente, co! harmonische Projectivititen giebt, folgt ebenso: 

Wenn drei projective Reihen auf demselben Tréger zwei Elemente 
aufweisen, deren jedes sich in den drei Reihen selbst entspricht, so kann 
man auf oo' Arten eine vierte projective Reihe hinzufiigen, welche eu 
den drei ersten Reihen involutorisch liegt. 


14. Wir bendthigen fiir das Folgende noch einige Kenntnisse 
iiber singulire Paare von Elementenpaaren, welche bei zwei in drei- 
facher Weise projectiv auf einander bezogenen Tragern auftreten. Kin 
solches singulires Paar von Elementenpaaren besteht aus zwei Ele- 
menten des einen und zwei Elementen des zweiten Traigers von der 


_Eigenschaft, dass jedem der zwei Elemente des einen Triigers durch 


zwei von den drei vorgelegten projectiven Beziehungen die zwei Ele- 
mente des zweiten Triigers als entsprechend zugewiesen sind. 

Gehen wir zu unserer Abbildung zuriick, welche die beiden 
Systeme von Erzeugenden einer Fliche 2. O. als Triger voraussetzt, 
so ist ein derartiges singuliires Paar von Elementenpaaren gegeben 
durch die Gegenseitenpaare eines auf der Flache verzeichneten wind- 
schiefen Vierecks, von dessen Eckpunkten sich jeder in einer der drei 
Ebenen z,, 2,, 2, befindet, die unseren drei Projectivititen als Bild- 
ebenen zugehéren. 

Wenn, wie wir voraussetzen, keine von den drei Projectivitiiten 


20* 
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ausgeartet ist, so wird keine der drei Ebenen z,, z,, 2, eine Erzeugende 
der Flaiche enthalten. Es sind dann zweierlei Vierecke mit Ecken 
in den drei Ebenen auf der Flaiche denkbar: Vierecke 1. Art, welche 
zwei Gegenecken in einer der drei Ebenen haben, wihrend von den 
zwei tibrigen Eckpunkten jeder in eine andere von den zwei iibrigen 
Ebenen fallt, und Vierecke 2. Art mit einem Gegeneckenpaar in einer, 
dem anderen in einer zweiten von den drei Ebenen. 

Vierecke 1. Art giebt es, wie wir jetzt zeigen wollen, im All- 
gemeinen sechs, Vierecke 2, Art aber im allgemeinen Falle keine. 

Wenn ein verinderliches aus Erzeugenden der Fliche 2. O. ge- 
bildetes Viereck sich so bewegt, dass drei aufeinanderfolgende Ecken 
der Reihe nach in den Ebenen 2,, 2,, 2, bleiben, so bleibt auch die 
vierte Ecke in einer bestimmten vierten Ebene x. Denn von den 
Erzeugenden , welche die Seiten des Vierecks bilden, erscheint die 
erste auf die zweite, die zweite auf die dritte, die dritte auf die vierte 
und daher auch die vierte auf die erste projectiv bezogen. Jeder der 
beiden Schnittpunkte der Ebene z, mit dem Kegelschnitt, den die 
Ebene x mit der Fliche 2. O. gemein hat, ist dann ersichtlicher Weise 
Eckpunkt fiir ein Viereck auf der Fliche, von dem eine Ecke auf z,, 
ihre Gegenecke auf x, liegt, wahrend die beiden iibrigen Ecken auf 
a, sich befinden. Da an die Stelle von wz, jede der drei Ebenen 
%,, %, %, treten kann, so giebt es, wie behauptet, im Allgemeinen 
sechs Vierecke 1. Art. 

Diesem Resultat fiigen wir noch die einfache Bemerkung hinzu, 
von der spater Gebrauch gemacht werden soll, dass es bei einem 
Viereck 1. Art lediglich dann geschehen kann, dass zwei Gegenseiten 
und gleichzeitig die beiden anderen identisch werden, wenn die Ebenen 
%,, %,, 3 Sich in einem Punkt der Flache 2. O. treffen, d. h. wenn 
das von den drei Projectivitaten bestimmte Biindel ein singuliires ist. 
Denn die Ecken des Vierecks fallen dann in demselben Punkt zusam- 
men, so dass durch diesen Flichenpunkt alle drei Ebenen z,, 2,, 2, 
hindurchgehen miissen. 

Vierecke 2. Art treten nur auf, wenn unter den drei Projectivi- 
taten zwei harmonische sich befinden, also wenn zwei von den Ebenen 
%,, %, %, conjugirt sind beziiglich der Fliche 2.0. Denn die beiden 
Diagonalen eines aus Erzeugenden der Fliche gebildeten Vierecks sind 
reciproke Polaren beziiglich dieser Fliiche und daher sind zwei Ebenen 
conjugirt, wenn jede ein anderes Paar von Gegenecken des Vierecks, 
also jede eine andere von zwei reciproken Polaren enthiit. 

Sind umgekehrt die Ebenen 2, und z, conjugirt beziiglich der 
Flaiche 2.0., so giebt es auf der Flache eine Schaar von oo! Vier- 
ecken, welche das eine Gegeneckenpaar auf 2,, das andere auf z, 
haben. Denn es giebt co' Paare von reciproken Polaren, von denen 
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die eine in 2,, die andere in x, liegt, und je zwei reciproke Polaren 
sind Diagonalen eines aus Flichenerzeugenden gebildeten Vierecks. 
Die einzelnen Strahlen des Strahlenbiischels in der Ebene z,, dessen 
Scheitel der in diese Ebene fallende Pol P, der Ebene x, ist, haben 
nimlich zu Polaren beziiglich der Flache die einzelnen ihnen projectiv 
zugeordneten Strahlen des Strahlenbiischels in der Ebene z,, dessen 
Scheitel der Pol P, der Ebene z, ist. 

Unter den Vierecken der Schaar, wird es zwei geben, bei welchen 
je zwei Gegenseiten identisch sind. Je eine der beiden Flichentan- 
genten des Strahlenbiischels mit dem Scheitel P, in der Ebene z, 
(und im Strahlenbiischel P, der Ebene z,) ist Diagonale eines solchen 
ausgezeichneten Vierecks 2. Art. Hieraus folgt aber, dass es héchstens 
sechs solche ausgeseichnete Vierecke 2. Art geben kann, und dass es 
sechs solche Vierecke dann und nur dann giebt, wenn je zwei von den 
drei Ebenen x,, 1,, 1, conjugirt sind in Bezug auf die Fliche 2. O. 
d. h. wenn je zwei der vorgelegten drei Projectivitdten harmonisch: sind. 


§ 6. 
Die sechsfache Beriihrung. 


15. Die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche der 
Raumeurve 3. O. [ an sechs Stellen beriihren, sind nach Nr. 5 ge- 
geben durch die Correspondenzgleichungen der Form: 


(auxy + aor + any + ao) - 
(La) (any + aiox + any + aoo) - 

(avy + ayox + any + ao) = 0. 
Jeder der drei Factoren dieser Gleichung stellt, gleich Null gesetzt, 
eine projective Beziehung dar, so dass unsere (3,3)-Correspondenz 
zwischen den Punkten einer sechsfach beriihrenden Curve C und den 
‘mit ihnen incidenten Schmiegungsebenen von [ in drei Projectivitiiten 
zerfallt. Es werden in diesen drei projectiven Beziehungen einer 
beliebigen Schmiegungsebene « von [ ihre drei Schnittpunkte A,, A,, A, 
mit C, einem beliebigen Punkte A von C die drei von ihm aus an 
[ gehenden Schmiegungsebenen «,, a, a, entsprechen. Lisst man 
die Schmiegungsebene « von [ variiren, so beschreiben die drei 
Punkte A,, A,, A, drei zur Reihe der Schmiegungsebenen «@ also 
auch unter einander projective Punktreihen, und ebenso beschreiben 
bei Variation des Punktes A die Schmiegungsebenen «@,, @,, a, von 


- drei zu ihm also auch unter einander projective Reihen. Wir 
finden: 
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Wird die Tangentenfliche der cubischen Raumcurve T von der 
cubischen Raumcurve C sechsfach beriihrt, so schneidet jede Schmiegungs- 
ebene von T auf C drei homologe Punkte von drei projectiven Reihen 
aus und jeder Punkt von C schickt an T drei Schmiegungsebenen, die 
homolog sind in drei projectiven Reihen auf dieser Curve. 

Ist die Curve [ nebst der Vertheilung der y-Werthe auf ihr ge- 
geben, so werden durch die drei Factoren der Gleichung (1a), welche 
willkiirliche Coefficienten haben, drei beliebige zum Parameter x also 
auch unter einander projective Reihen von Schmiegungsebenen von [ 
geliefert werden. Verstehen wir nun unter dem Erzeugniss von drei 
projectiven Reihen von Schmiegungsebenen einer Raumcurve 3. O. den 
Ort der Schnittpunkte von drei homologen Ebenen der drei Reihen, 
so kénnen wir mit Riicksicht auf Nr. 1 sagen: 

Die cubischen Raumcurven, welche die Tangentenfliche der Raum- 
curve 3, O. T in sechs Punkten beriihren, d. i. tiberall beriihren, wo sie 
thr begegnen, lassen sich definiren als die Erzeugnisse von drei projec- 
tiven Reihen von Schmiegungsebenen der Curve [. 

Ebenso bestimmen sich die cubischen Raumcurven, deren Tan- 
gentenfliche eine Raumcurve 3. O. an sechs Stellen beriihrt, als Er- 
zeugnisse von drei projectiven Punktreihen auf der Curve C, ein 
Ergebniss, das iibrigens auch als duales Gegenbild aus dem ausge- 
sprochenen Satze hervorgeht. 

Man erkennt jetzt, dass durch drei beliebige Punkte des Raumes 
i. A. 36 verschiedene cubische Raumcurven hindurchgehen, welche die 
Tangentenfliche einer vorgelegten cubischen Raumcurve [ an sechs Stellen 
beriihren. Jeder der drei Punkte schickt nimlich ein Tripel von 
Schmiegungsebenen an die Curve [ und man hat drei projective Reihen 
von Schmiegungsebenen dieser Curve so zu bestimmen, das jedes Tripel 
drei entsprechende Ebenen der drei Reihen enthalt, um als Erzeugniss 
eine der fraglichen cubischen Raumcurven zu erhalten. 


16. Nach Nr. 13 diirfen die drei Factoren der Gleichung (la) der 
in drei Projectivitiiten zerfallenden (3,3)-Correspondenz zwischen in- 
cidenten Elementen von C und [, welche unseren Betrachtungen zu 
Grunde liegt, als symmetrisch in x und y vorausgesetzt werden. 
A. a. O. ist gezeigt, dass sich durch Abanderung der Parameterver- 
theilung auf einer der beiden Curven diese Symmetrie stets und nur 
auf eine Weise erzielen laisst, wenn die durch drei Factoren gegebenen 
drei Projectivitaéten nicht ein Paar von Elementen entsprechend ge- 
mein haben. 

Sind der Punkt P von C und die Ebene z von [ entsprechende 
Elemente fiir alle drei Projectivitiiten, so heisst dies, dass die durch 
den Punkt P an [ gehenden drei Schmiegungsebenen mit a und die 
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in der Ebene z liegenden drei Punkte von C mit P zusammenfallen, 
dass also C und [ beide durch den Punkt P gehen und in ibm der 
Ebene z sich anschmiegen. In diesem Falle, dem einzigen in welchem 
wir die drei Factoren der Correspondenzgleichung (la) nicht in sym- 
metrischer Form voraussetzen diirfen, kann man also im eigentlichen 
Sinn von einer Beritihrung der Curve C mit der Tangentenfliche von 
[ in sechs Punkten nicht mehr sprechen. Wir schliessen diesen Fall 
desswegen von der weiteren Betrachtung aus, 

Natiirlich kann man von einer Beriihrung in sechs Punkten auch 
nur im uneigentlichen Sinn reden, wenn die drei Projectivititen zwei 
Elementenpaare entsprechend gemein haben, in welchem Falle sich 
jedoch nach Nr. 13 eine symmetrische Form der drei Factoren von (1a) 
durch Aenderung der Parametervertheilung auf einer der Curven C 
und f und zwar auf oo! Arten herbeifiihren laisst. Es zeigt sich leicht, 
dass die Beziehung zwischen den Curven C und [ in diesem Falle 
darin besteht, dass sie dasselbe Tetraeder in gleicher Weise. zum 
Schmiegungstetraeder haben. Diese Lagenbeziehung von zwei cubi- 
schen Raumcurven soll in einer spaiteren Publication genau untersucht 
werden. 


17. In Nr. 2 war gezeigt, dass die Symmetrie der Gleichung der 
(3,3)-Correspondenz zwischen incidenten Elementen von C und [ zur 
Folge hat, dass diese beiden cubischen Raumcurven reciproke Polaren 
in Bezug auf eine Fliche 2. Grades sind. Es folgt also: 

Zwei cubische Raumcurven C und T, von denen die eine die Tan- 
gentenfliche der ezweiten sechsmal beriihrt, sind reciproke Polaren in 
Bezug auf eine Fliche 2, 0. F. 

Damit sind aber die in Nr. 2 aus der symmetrischen Gestalt der 
Correspondenzgleichung gezogenen Folgerungen nicht erschépft. Es 
ist dort noch darauf hingewiesen, dass ein Punkt von C mit dem Para- 
meter x und eine Schmiegungsebene von [ mit dem Parameter y Pol 
und Polarebene in Bezug auf die Flache F’ sind, wenn z= y ist. 


‘Die in # und y als symmetrisch vorausgesetzte Gleichung (1a) stellt, 


desshalb, weon x als Parameter eines und y als Parameter eines 
zweiten Punktes von C angesehen wird, die Bedingung dafiir dar, dass 
diese beiden Punkten conjugirt sind beziiglich der Fliche F’, und ebenso 
stellt dieselbe Gleichung, wenn x als Parameter einer Ebene von [, 
y als Parameter einer zweiten gedeutet wird, die Bedingung ftr das 
Conjugirtsein der beiden Ebenen dar. 

Wenn zx und y als Parameter von Elementen desselben Triigers 
angesehen werden, so sind durch die drei in ~ und y symmetrischen 
bilinearen Factoren einer Gleichung von der Form (la) drei beliebige 
Involutionen auf diesem Trager gegeben. 
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Da nach Nr. 1, wenn eine der beiden Curven C und f und die 
Parametervertheilung auf ihr gegeben ist, die zweite nebst der Para- 
metervertheilung auf ihr durch Angabe der Correspondenzgleichung 
bestimmt ist, so ergeben sich die beiden folgenden Sitze, die tibrigens 
duale Gegenbilder von einander sind: 


Nimmt man zwischen den Punkten einer cubischen Raumcurve C 
drei quadratische Involutionen beliebig an, so giebt es eine Fliche 2. 0O., 
fiir welche die stimmtlichen Paare der drei Inwolutionen conjugirte 
Punktepaare darstellen. Als reciproke Polaren von C besiiglich der so 
definirten Flichen 2. O. erhilt man die cubischen Rauwmcurven, deren 
Tangentenfliichen die Curve C in sechs Punkten beriihren. 

Nimmt man zwischen den Ebenen einer cubischen Raumcurve [ 
drei quadratische Involutionen beliebig an, so giebt es eine Fliiche 2. O., 
fiir welche die stimmtlichen Paare der drei Involutionen conjugirte 
Ebenenpaare darstellen. Als reciproke Polaren von [ beziiglich der so 
definirten Fliichen 2. O. erhiilt man die cubischen Raumcurven, welche 
die Tangentenfliiche von T in sechs Punkten beriihren. 

In diesen beiden Siitzen erscheinen die drei projectiven Elementen- 
reihen auf der einen von den beiden Curven C und [, als deren Er- 
zeugniss die andere auftritt, als drei Elementenreihen welche auf 
dieselbe vierte Elementenreihe durch drei quadratische Involutionen 
bezogen sind. Dass man drei projective Elementenreihen auf einem 
Trager stets und nur auf eine Weise so geben kann, wenn kein Ele- 
ment existirt, das sich in allen drei Reihen selbst entspricht, wurde 
schon in Nr. 13 bemerkt. 


18. Die drei projectiven Punktreihen, welche die Schmiegungs- 
ebenen von [ auf C ausschneiden, bestimmen zu je zweien ein Paar 
von Doppelpunkten, und diese drei Paare von Doppelpunkten sind als 
die einzigen Punkte, in denen C von Schmiegungsebenen von [ beriihrt 
wird, offenbar die sechs Beriihrungspunkte der Curve C mit der Tan- 
gentenflache von [. Die drei als in x und y symmetrisch vorausge- 
setzten Factoren der Gleichung (la) geben drei Involutionen auf der 
Curve C, und die drei Punktepaare, welche diese Involutionen zu je 
zweien gemein haben, sind nichts anderes als die sechs Beriihrungs- 
punkte, da man die drei Schnittpunkte einer Schmiegungsebene von 
T als die drei Punkte erhilt, welche mit demselben Punkte von C zu- 
sammen je ein Paar einer der drei Involutionen bilden. 

Die sechs Beriihrungspunkte der Curve C mit der Tangenten- 
fliche von [ zerfallen hiernach in drei Paare und wir wollen die Be- - 
riihrungspunkte eines Paars als einander ,,zugeordnet“ bezeichnen. Es 
soll ferner die Verbindungslinie eines Paars zugeordneter Beriihrungs- 
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punkte von C als ,,Bertihrungssehne“, die Schnittlinie der zugehérigen 
Schmiegungsebenen von [ als ,, Beriihrungsaxe“ bezeichnet werden. 

Ist die Curve C vorgelegt, so wird die Curve [ der letzten Nr. 
zufolge bestimmt sein, sobald man auf C drei Punktinvolutionen an- 
nimmt. Dies kann geschehen durch Annahme von drei Punktepaaren 
D,D,', D,D,', D,D,' auf C als Doppelpunktepaaren fiir die drei In- 
volutionen. Die Beriihrungspunkte der Tangentenflache von [ mit der 
Curve C sind dann die Punktepaare 7’, 7,’, T,T7,, T,T;, welche je zwei 
von den Punktepaaren D, D,’, D, D,', D,D, harmonisch trennen. Nun 
ist aber die Beziehung zwischen den drei ersten Punktepaaren und den 
drei zweiten Punktepaaren eine vertauschungsfahige, sie bestimmen 
einander wechselseitig. Es folgt daher: 

Wenn auf einer Rawmcurve 3. 0. C drei Punktepaare als Paare 
von zugeordneten Beriihrungspunkten beliebig gewahlt werden, in welchen 
diese cubische Raumcurve von der Tangentenfliche einer zweiten beriihrt 
werden soll, so ist diese Curve dadurch eindeutig bestimmt. 

Man schliesst hieraus sofort, dass es 15 cubische Rawmcurven giebt, 
deren Tangentenfliche eine gegebene cubische Rawmcurve C in sechs be- 
liebigen Punkten von C beriihrt, entsprechend den 15 Arten, auf welche 
man die sechs Punkte in drei Paare zerlegen kann. 


19. Eine recht anschauliche Einsicht in die Verhiltnisse, welche 
hier in Betracht kommen, verschafft man sich, wenn man als Trager 
der drei durch die Gleichung (la) gegebenen Involutionen eine Curve 
2.0. annimmt. Jede der drei Involutionen ist dann gegeben durch 
ihr Centrum, den Punkt, durch welchen die Verbindungslinien der 
Punktepaare der Involution hindurchgehen. Sind die Punkte O, 0,0, 
diese Centra, so leitet man aus einem beliebigen Punkte P des Triiger- 
kegelschnitts die ihm in den drei Involutionen entsprechenden Punkte 
P, P, P, durch Projection der Ecken des Dreiecks 0,0, 0, vom Punkte P 
aus auf den Kegelschnitt ab. Wenn der Punkt P sich auf dem Kegel- 
schnitt bewegt, so beschreiben die Punkte P, P, P, drei zu ihm, also 
‘auch unter einander projective Reihen und die Doppelpunkte, welche je 
zwei dieser Reihen bestimmen, werden von den Seiten des Dreiecks 0,0, 0, 
ausgeschnitten. 

Setzen wir voraus, dass die Gleichung (la) reell ist, so sind 
noch zwei Fille mdglich: Entweder sind alle drei Factoren der 
Gleichung reell, oder es ist nur einer reell, die beiden anderen con- 
jugirt imaginir. 

Im ersten Falle sind die Ecken des Dreiecks 0,0,0, sowohl wie 
seine Seiten reell, also auch die drei Punkte P,P, P,, die man durch 
Projection der Punkte 0,0,0, aus einem reellen Punkte P des als 
reell vorausgesetzten Trigerkegelschnitts auf diesen erhalt. 


Fo 
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Im zweiten Falle ist von den Ecken des Dreiecks eine reell, die 
beiden anderen conjugirt imaginir, es wird daher von seinen Seiten 
dasselbe gelten und die Punkte 0,0,0, werden von einem reellen 
Punkte P projicirt drei Punkte P, P,P, geben, von denen einer reell, 
die beiden anderen conjugirt imaginar sind. 

Diese Ueberlegungen auf die drei Involutionen angewandt, welche 
wir vermége der Gleichung (la) auf jeder der beiden Curven C und [ 
haben, liefern das folgende Ergebniss: 

Wenn von zwei reellen cubischen Raumcurven C und [ die eine 
die Tangentenfliche der zweiten an sechs Stellen beriihrt, so kinnen zwei 
Fiille eintreten. Im ersten Falle sind die drei Beriihrungssehnen und 
die drei Beriihrungsaxen reell, jede reelle Schmiegungsebene von T 
schneidet C in drei reellen Punkten und jeder reelle Punkt von C schickt 
drei reelle Schmiegungsebenen an 1. Im seweiten Falle ist sowohl von 
den drei Beriihrungssehnen als auch von den drei Beriihrungsaxen eine 
reell, die beiden anderen conjugirt imagindr, in jeder reellen Schmie- 
gungsebene von T liegt ein reeller nebst zwei conjugirt imagindren 
Punkten von C, und durch jeden reellen Punkt von C geht eine reelle 
nebst zwei conjugirt imagindren Schmiegungsebenen von [. 


20. Kine besonders ausgezeichnete Art der Beriihrung einer cubi- 
schen Raumcurve mit der Tangentenfliche einer zweiten liegt vor, 
wenn diese beiden Curven eine Tangente gemein haben. Wir stellen 
uns die Aufgabe zu untersuchen, in welchen Fallen bei Berithrung der 
cubischen Raumcurve C mit der Tangentenflache der cubischen Raum- 
curve [ in sechs Punkten fiir einen oder mehrere von diesen Punkten 
die Beriihrung durch das Vorhandensein einer gemeinsamen Tangente 
der beiden Curven herbeigefiihrt wird. Die Vorarbeiten fiir diese Unter- 
suchung sind schon in Nr. 14 geleistet. 

Dort ist fiir drei projective Beziehungen zweier Trager die Frage 
aufgeworfen nach den singuliiren Paaren von Elementenpaaren , welche 
aus zwei Elementen des einen Trigers und zwei des andern bestehen 
von der Eigenschaft, dass jedem der beiden Elemente des einen 
Tragers durch zwei von den drei Projectivititen die beiden Elemente 
des zweiten Trigers zugewiesen sind, und es ist dem ausgezeichneten 
Specialfall besondere Aufmerksamkeit gewidmet, in welchem sowohl 
die zwei Elemente des ersten Trigers, als auch die zwei Elemente 
des zweiten Triigers zusammenfallen. 

Fiir die drei projectiven Beziehungen, welche zwischen den Punkten 
von C und den durch sie hindurchgehenden Schmiegungsebenen von [ 
bestehen, ist die Frage nach einem der singuliren Paare von Ele- 
mentenpaaren identisch mit der Frage nach einer Sehne von C, welche 
zugleich Axe von [ ist; die beiden Schnittpunkte einer solchen 
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Geraden mit C und die beiden durch sie an [ gehenden Schmiegungs- 
ebenen sind die beiden singuliren Paare von Elementenpaaren. In 
dem ausgezeichneten Specialfall ist die Frage aber identisch mit der 
Frage nach einer gemeinsamen Tangente von C nnd [, als einer 
Geraden, welche C in zwei zusammenfallenden Punkten trifft und zwei 
zusammenfallende Schmiegungsebenen an [ schickt. 

Da fiir uns der Fall nicht in Betracht kommt, dass das von den 
drei Projectivititen zwischen C und fF bestimmte Biindel singular ist 
(wir haben in Nr. 17 dargelegt, wesshalb wir diesen Fall ausschliessen 
dirfen), so werden ausgezeichnete singuliére Paare von Elementen- 
paaren, die aus zwei Paaren zusammenfallender Elemente von C und [ 
sich zusammensetzen, also gemeinsame Tangenten dieser beiden Curven 
nach Nr. 14 nur auftreten, wenn es unter den drei Projectivitiiten 
zwei harmonische giebt. Aus den dortigen Betrachtungen folgt, dass 
C und T ein Paar gemeinsamer Tangenten haben, wenn zwei von den 
drei Projectivititen harmonisch sind, zwei Paare von gemeinsamen 
Tangenten, wenn eine der drei Projectivititen zu den beiden anderen 
harmonisch ist, und endlich drei Paare von gemeinsamen Tangenten, 
wenn je zwei von den drei Projectivititen harmonisch sind, und dass 
diese Faille die einzigen sind, in welchen C und T gemeinsame Tangenten 
besitzen. Betrachtet man die drei projectiven Punktreihen, welche auf 
der Curve C von den Schmiegungsebenen der Curve [ ausgeschnitten 
werden, deren Erzeugniss [ ist, so wird die Bedingung fiir eine oder 
zwei oder drei gemeinsame Tangentenpaare darin bestehen, dass einmal 
oder zweimal oder dreimal zwei von den drei projectiven Reihen 
involutorisch liegen. 

Fiir den Fall, dass C und [ sechs Tangenten gemein haben, sind 
daher deren Beriihrungspunkte auf der Curve, die Doppelpunktepaare 
von drei Involutionen von der Kigenschaft, dass je zwei dieser Invo- 
lutionen nach einander ausgeiibt (als ,,Product‘’) die dritte ergeben. 
Haben wir umgekehrt drei solche Involutionen auf der Curve C, so 
sind ihre Tangenten in den drei Paaren von Doppelpunkten der 

‘ Involutionen auch Tangenten fiir die cubische Raumcurve [, welche 
das Erzeugniss der drei projectiven Punktreihen ist, die man auf C 
erhalt, wenn man jedem Punkte die zwei ihm in zwei von den drei 
Involutionen entsprechenden Punkte zuordnet. 

Da drei Involutionen auf demselben Triiger bekanntlich mit der 
Identitiét zusammen dann und nur dann eine Gruppe von Verwandt- 
schaften bilden, wenn von ihren drei Doppelpunktepaaren jedes die 
beiden iibrigen harmonisch trennt, so folgt: 

Die Beriihrungspunkte von sechs zwei cubischen Raumcurven ge- 

meinsamen Tangenten bilden auf jeder der beiden Curven drei Paare, 

von denen jedes die beiden iibrigen harmonisch trennt. Umgekehrt werden 
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die sechs Tangenten einer cubischen Raumcurve in drei solchen Punkte- 
paaren stets noch von einer zweiten cubischen Raumcurve beriihrt. 

Zwei cubische Raumcurven mit sechs gemeinsamen Tangenten 
bilden eine Figur mit so zahlreichen Eigenschaften, dass es mir ge- 
boten scheint, hier nicht weiter auf sie einzugehen, sondern dieser 
Figur eine selbstindige Abhandlung zu widmen. 


Wien, im November 1898. 














Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 
(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im Mirz 1899.) 





Fiir das Jahr 1902. 


Dass die von C. Neumann seit 1870 angewandte Methode des 
arithmetischen Mittels einen sehr hohen Grad von Allgemeinheit be- 
sitze, dafiir sprechen sowohl die mannigfaltigen Arbeiten Neumann’s 
(Abh. der K. 8. Ges. der Wiss. XIII, 8.707), wie auch die tiefgehenden 
Betrachtungen Poincaré’s (Acta math. XX, p. 59). Gleichzeitig aber 
geht aus der Gesammtheit dieser Untersuchungen hervor, dass noch 
manche schwierige Punkte der weiteren Aufklirung bediirftig sind. 
Es erscheint daher wichtig, wenigstens die erforderlichen Vorarbeiten 
zu unternehmen, um von den eigentlichen Grundziigen dieses Gebietes 
eine voéllig klare Vorstellung zu gewinnen, und namentlich die ge- 
nannte Poincaré’sche Abhandlung in ihrer ganzen Tragweite zu ver- 
werthen, vielleicht deren Resultate weiter zu verallgemeinern. Vor 
allem aber entsteht die Aufgabe, den Poincaré’schen Darlegungen eine 
gréssere Kinfachheit und Durchsichtigkeit, und womdglich auch einen 
hdheren Grad von Strenge zu verleihen. 

Ohne unter den hier angedeuteten Richtungen eine vor der 


andern besonders bevorzugen zu wollen, spricht die Gesellschaft den 
Wunsch aus, 


dass die in der Abhandlung von Poincaré ,,La méthode de 
Neumann et le probléme de Dirichlet“ 1896, enthaltenen 
Untersuchungen nach irgend welcher Seite hin wesentlich ver- 
volikommnet werden michten. 


Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder frangdsischer 
Sprache zu verfassen, miissen einseitig geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Umschlage be- 
gleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit triigt, 
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inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Be- 
werbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse 
enthalten, an welche die Arbeit fiir den Fall, dass sie nicht preis- 
wiirdig befunden wird, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Einsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zusen- 
dung ist an den Secretir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Mirz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekroénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 

















Sujet du prix de mathématiques & décerner en 1901, 
proposé par l’Académie des Sciences de Toulouse. 


Recherche et étude des familles de surfaces possédant cette propriété 
que toutes leurs trajectoires orthogonales soient des courbes planes, en 
se placant particuliérement a& Vun des points de vue suivants: 


1° Pour que toutes les surfaces définies en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires par Véquation: 


eo =f (2, y, 2) 
ou @ est un paramétre variant dune surface de la famille a lautre, 
admettent des trajectoires orthogonales planes, il faut que f vérifie une 
équation aux dérivées partielles du 3° ordre dont on propose UVétude. 
2° On pourra utiliser aussi la méthode périmorphique en s’inspi- 
rant du «Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes*)» de 


Ribaucour et en particulier du chapitre XIII, intitulé: « Recherches des 
trajectoires orthogonales planes des surfaces». 


Dispositions générales. 

I, Les Mémoires concernant le prix, consistant en une médaille 
dor de 500 francs, ne seront regus que jusqu’au 1° janvier de l’année 
pour laquelle le concours est ouvert; ce terme est de rigueur. 

II. Tous les envois seront adressés, franco, au Secrétariat de 
PAcadémie, port Saint-Etienne, 26, ou a M. Roschach, secrétaire 
perpétuel, rue Peyras, 2. 

III. Les Mémoires seront écrits en frangais ou en latin, et d’une 
écriture bien lisible. 

IV. Les auteurs des Mémoires écriront sur la premiére page une 
sentence ou devise; la méme sentence sera répétée sur un billet séparé 
et cacheté, renfermant leur nom, leurs qualités et leur demeure; ce 


billet ne sera ouvert que dans le cas ot le Mémoire aura obtenu une 
distinction. 


*) Journal de mathématiques pures et appliquées. 
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V. Les Mémoires dont les auteurs se seront fait connaitre avant 
le jugement de |’Académie ne pourront étre admis au concours. 

VI. Les noms des lauréats seront proclamés en séance publique le 
premier dimanche aprés la Pentecdte. 

VII. Si les lauréats ne se présentent pas eux-mémes, ils pourront 
faire retirer leurs prix au Secrétariat de l’ Académie, port Saint-Etienne, 
26, par des personnes munies d’un recu de leur part. 

VIL. L’Académie, qui ne proscrit aucun systéme, déclare aussi 
quelle n’entend pas adopter les principes des ouvrages qu’elle cou- 
ronnera. 











Ueber eine einfache Gruppe von 504 Operationen. 
Von 


Roser Fricke in Braunschweig. 


In Band 41 der Mathem. Annalen pag. 443ff. habe ich eine Unter- 
suchung verdffentlicht, welche den arithmetischen Charakter der Drei- 


ecksfunction s(=, 7 + J) zum Gegenstande hat. Die Substitutions- 


coefficienten der Gruppe dieser Dreiecksfunction liessen sich als ganze 
algebraische Zahlen eines gewissen Kérpers sechsten Grades darstellen, 
der aus dem bei der Siebentheilung des Kreises auftretenden reellen 
cubischen Korper durch Adjunction einer gewissen Quadratwurzel 
hervorging. 

Bei jeder Gruppe linearer Substitutionen, deren Bildungsgesetz 
man vermége ganzer algebraischer Zahlen anzugeben vermag, liegt 
die Méglichkeit vor, das Untergruppenproblem auf Grund des Princips 
der Congruenzgruppen mit Nutzen in Untersuchung zu ziehen. Diese 
Untersuchungsrichtung zu verfolgen, ist bei den neueren Fortschritten 
der abstracten Gruppentheorie durch Cole, Hilder, Burnside u. a, 
von Interesse geworden. 

Insbesondere soll in den nachfolgenden Zeilen eine concrete Be- 
deutung derjenigen einfachen Gruppe G;,, von 504 Operationen ent- 
wickelt werden, die schon bei Mathieu*) auftritt, und die vor einigen 
Jahren von Cole in der Abhandlung ,,Simple groups as far as order 

: 660***) wieder gefunden wurde. Angaben iiber die Structur dieser 
Gruppe findet man auch in Burnside’s Buche ,,Theory of groups 
of finite order“ ***) pag. 370 ff.; auf die Erzeugung der G,,, ist Burnside 
in den Mathem. Annalen Bd. 52, pag. 174 zuriickgekommen. 








*) Nimlich in den Entwicklungen des Cap. IJ der Abhandlung ,,Mémoire 

sur Vétude des fonctions de plusieurs quantités, etc.‘, Journ. de Mathém. (2) tome 6 

(1861); ich verdanke diese Bemerkung einer Mittheilung des Herrn Burkhardt. 

**) American Journ, of Mathematics, Bd. 15 (1898) pag. 303ff. Siehe auch 

die Notiz von Cole ,, List of the substitutiongroups of nine letters“, Quarterly 

Journal Bd. 26 (1893), wo die Go, als Permutationsgruppe von 9 Dingen definirt ist. 
***) Cambridge, 1897. 


Mathematische Annalen. LII. 21 
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$1. 
‘4 v4 aw 


Recapitulation tiber die Gruppe der Function s (= J). 


273° 7? 
Man verstehe unter @ die reelle ganze algebraische Zahl 
= 6 == 
a=e'+e ‘', 
d. i. die grésste unter den drei Wurzeln der cubischen Gleichung: 
(1) o* + wo? —2@-—-1=—0. 
Die Gruppe [ der vorhin genannten Dreiecksfunction ist als- 
dann bei zweckmiissigster Lage des Ausgangsdreiecks*) erzeugbar aus 
den beiden Substitutionen: 


2) oe ihre a ron( ') 
| — Mo, Mha< sy. |. st a 


fiir welche die drei Relationen gelten: 
(3) Vial, V,r=—1, (WV,%—1. 
Der Gruppe [ liegt also derjenige Koérper 6'* Grades zu Grunde, 
welcher aus dem cubischen Kérper der Gleichung (1) durch Adjunction 
von Ya — 1 hervorgeht. 
Die Substitution V, ist quadrimodular (von der Determinante 4). 
Die Gesammtgruppe T besteht aus allen quadrimodularen Sub- 


stitutionen: is ent 
(4) v—( a+byfo—1l, Saad 
—ce+dfa—1, a—byYoa—1 
mit ganzen Zahlen a,b, c,d des cubischen Korpers (1), die folgenden 
Congruenzen geniigen: 
b(@’?+a+1)+e¢+d=0 
a(@’+oa+1)+¢e¢+d(o+1)=0 
a+b+d(e?+oe+4+1)=0 
a+ b(@+1) + c(@’+oa+1)=0 
Diese Congruenzen, welche sich iibrigens auf nur zwei unabhingige 
reduciren, haben zur Folge, dass bei Construction zweier quadri- 
modularen Substitutionen (4) in den Coefficienten der entspringenden 
Substitution itiberall der Factor 2 auftritt, so dass nach Forthebung 
desselben wieder eine ganzzahlige quadrimodulare Substitution (4) zuriick- 
bleibt; dieselbe gentigt dann insbesondere auch wieder den Congruenzen (5). 


(5) (mod. 2). 


*) Vergl. hieriiber ausser der schon gen. Arbeit in Bd, 41 der Mathem. Annalen 
die ,,Vorlesungen tiber automorphe Funetionen“ von F, Klein und dem Verf. 
Bd. I pag. 606 ff. (Leipzig, 1897). 
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Sind a, b, c,d zugleich durch 2 theilbar, so sind die Congruenzen 
(5) selbstverstiindlich erfiillt. Man kann dies dahin aussprechen, dass 
die ,,unimodularen“ Substitutionen (4) insgesammt in [ enthalten sind. 
Sie bilden eine weiterhin 
oft zu nennende nicht-aus- 
gezeichnete Untergruppe 
T., des Index 63, und zwar 
handelt es sich bei der 
Ty; um die Gruppe des 
»reguliren rechtwinkligen 
Kreisbogensiebenecks*. In 
der That ist die eine der 
beiden symmetrischen 
Hilften des Discontinui- 
tiitsbereiches der [,, durch 
das aus 63 Dreiecken 
bestehende Kreisbogen- 
siebeneck in Figur 1 
dargestellt. Die Werthe- ; ; 
vertheilung von s ist hier ¢ 
diejenige, dass die Ecke _* 
e, bei s = liegt, die Seite e,¢, den Kinheitskreis und die Seite e, e, die 
imaginire s-Axe trigt, wobei die Richtung von e, nach e, diejenige 
gegen s = -} ico ist. Ein canonisches Polygon fiir die [,, lisst sich 
in der Gestalt des reguliren Siebenecks der Winkel = darstellen, 


wie es Fig. 2 (folg. Seite) liefert*). Man bemerke, dass die Randcurven 
dieses Polygons nicht aus Symmetrielinien des Dreiecknetzes gebildet 
werden. Die Zuordnung der Randcurven geschieht, wie die Figur 
andeutet, durch sieben Substitutionen V,,..., V; von der Periode 
zwei, welche die Relation befriedigen: 


(6) V,-V.-V53---V;=1. 
’ Die explicite Gestalt dieser Substitutionen ist die folgende: 


nat % i we 
© A\=1, 07 9? \_ 41), (@?420)/a—1)’ 


y 1 Apeernone 1)V¥o—1, (@?+2a+1)+(@?+ 20) /oa—1 
* \—(@'420+41)+(0%420)Vo—1, 2ot4+4o+41)/o— ) 








*) Die Bedeutung der in Fig. 2, sowie in den weiter folgenden Figuren stark 
ausgezogenen Linien wird spiiter erliutert werden. 


21° 
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‘ Jemeonanepen i, eo 
Le (@24-80-+2)+-(20?+40+1)Vo—1, (20°+504+2)/o—1)’ 


a —(2o?+-40+-1) Wo — 1, (@?-+-30-+-2) + (20?+50+2) Vo — ) 
© \—(@?-4-8e0-12)-+-(20?--50-+2)/a—1, 20?+404+1)/a—1)’ 

Fs capa (@?+- 20+ 1)+ (2@?+4a+ 1)/fa— ) 
© (@? +4 204+-1)4(20?4+-4041)/o—1, (@?420)/o—1 

. ‘ (01) + ee) 
" \- @+1) + (@?+20)/a—1, 0 








Fig. 2. ° 


Die elliptische Substitution V,, welche Drehung des in Fig. 2 
gegebenen Discontinuitiitsbereiches der [,, um das Centrum durch den 


Winkel =* vollzieht, hat die Gestalt: 


(7) V,= ended a  (@--0—1)4(0+1)Va ai 
8 —(a@?+o—1)+-(@+1)V@—1, (@?++a—1)+(@+1)/o—1 
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Dieselbe ist quadrimodular und geniigt den Congruenzen: 

(8) a=c, b=d (mod. 2); 

man zeigt leicht, dass bei allen den Bedingungen (8) geniigenden quadri- 

modularen Substitutionen auch die Congruenzen (5) stets erfiillt sind. 
Alle die Bedingungen (8) befriedigenden quadrimodularen Substi- 

tutionen bilden eine Gruppe, welche als Untergruppe T, des Index 9 in 

[ enthalten ist. Die [, entspringt aus der [,, durch Zusatz von V,, 

und sie ist die umfassendste in [ enthaltene Untergruppe, innerhalb 

deren [,, ausgezeichnet enthalten ist. Aus Figur 2 geht leicht hervor, 

dass die T, die Gruppe ,,erster“ Art des Kreisbogendreiecks der Winkel 


7 re ; ist. Man bemerke, dass die durch Spiegelungen erweiterte 


Gruppe dieses Kreisbogensiebenecks nicht mehr in der gleichfalls 
erweiterten Gesammtgruppe [ enthalten ist. 


§ 2. 
Arithmetische Definition einer ausgezeichneten Untergruppe [,,,. 


Gegenstand der nachsten Untersuchung ist nunmehr die wmfassendste 
in der Ty, enthaltene Untergruppe T,, welche die Kigenschaft besitzt, 
in der Gesammtgruppe T ausgezeichnet zu sein. Die in [, enthaltenen 
Substitutionen von der Gestalt (4) § 1 miissen der Forderung geniigen, 
dass mit der einzelnen unter ihnen V stets auch V,VV,—' in [, und 
also auch in [,, enthalten ist. Schreiben wir aber: 


a+vfYo—1, é+ a 


—é+d'~a—1, a@—vYa—1 
unimodular“, so berechnet man leicht: 
a=a, b= 5 (bo + (c—d)(@?+o—1)), 
(2) ¢ = 5 (— b(@?—2) + c(@+1) —d(@—1)), 
d= 5 (b(@?+o—1)+e4d)- 
Damit die drei Zahlen 0’, c’, d’ ganz werden, ist hiernach hinreichend 
und nothwendig, dass die Congruenz erfiillt ist: 
(3) b(@?-+a+1)+¢+d=0, (mod, 2). 
Man wird hier und bei weiter folgenden Rechnungen einige Satze 
iiber den Zahlmodul 2 im cubischen Kérper der Gleichung (1) § 1 be- 
nutzen miissen. Merken wir insbesondere Folgendes an: Die Zahl 2 


ist im genannten Korper eine Primzahl der Norm 8. Die 8 modulo 2 
incongruenten Reste: 


(1) Vo r= ( 
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0,1,0,@,0+1,@+1, w+, o&+oa-+ 1 
sind simmtlich mit Quadraten congruent; insbesondere ist: 
(@’?=ea?+a+1, (@+1)?=o?+1, (@*+1)*=—o'+a, 
(o’?+oa)?=oa+1, (@’+o+1"=a. 
Auch die folgenden Congruenzen wird man zu benutzen haben: 
o(@?+o)=1, o(@+1)=1, (@*+1)(@+a+1)=1. — 

Um nun die Bedeutung der Congruenz (3) niiher zu erfassen, 
combiniren wir irgend zwei Substitutionen V, V’ der [,,; man gewinne 
V.V'= V" oder explicite: 

a” = aa + bl’ (@—1) — ee + dd’ (@—1), 
b” =ab + ba +cd—de, 
ce’ =aé + bd (@—1)+ ca — db'(@—)), 
ad’ =ad+be—cbh+ da. 
Geniigen V und V’ der Congruenz (3), so findet man mod. 2: 
V'(@fo+l) + e+e =dla (o*+o41) + d(@F]) +6] 
+ eld (o*+o41) +040] 
+ d{¢(@*--o+1)+¥ (+1) +a). 
Ersetzt man im ersten Gliede rechter Hand b auf Grund von 
= b(@*+ @+1) (@*+ 1) = (e+ d) (@*+1), 
so ergiebt sich, wenn man rechts die Glieder mit ¢ und d zusammen- 
fasst: 

b"(@?-+o+1) + c+ a" Sclb' + ¢ (+1) +d (@'+)) 

+ d[{v'(o+1)+ ¢@+ dal, 
und also folgt, da auch V’ die Congruenz (3) befriedigt: 

b’ (@?+a+1)+¢’+d°=0, 

d. h. auch fir V’— V.V’ besteht diese Congruenz. Hiermit ist 
bewiesen: Alle Substitutionen der unimodularen Gruppe [,, fiir welche 
die Congruenz: 
(3) b(@*-+a-+1)+c¢+d=0 (mod, 2) 
erfiillt ist, bilden eine in der [., enthaltene Untergruppe [,. 

Die so gewonnene [, enthalt die oben postulirte innerhalb [ aus- 
gezeichnete [,,; denn die Congruenz (3) war eine fiir [,, nothwendige 
Bedingung. Es lisst sich nun aber zeigen, dass die [, geradezu mit 
der [, identisch ist, d. i. dass bereits die Gruppe [, innerhalb der 
Gesammtgruppe [ ausgezeichnet ist. Da [ aus V, und V, erzeugt 
werden kann, so wird diese Behauptung bewiesen sein, wenn sich 
zeigen lasst, dass mit V stets sowohl V,VV,—' als auch V, VV,— 
in f, enthalten ist. Fiir die letztere Substitution geht dies unmittelbar 


(4) 











nS mM as S&S b&b 
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aus der Thatsache hervor, dass die Transformation von V durch V, 

nur einen Zeichenwechsel von b und d bei unveriinderten a@ und c 

bewirkt. Die Substitution V,VV,—! ist in (1) und (2) explicit an- 

gegeben. Sie ist ganzzahlig und unimodular; und wir finden: 

2[0' (@?+ 0+ 1)+¢4d]=b(o+ 0+ @)+(c—d)(o!420°+ 01) 
— b(@?—2)+¢(@+1)— d(@—1) 
+b(@’?+a—1)+c+d. 

Diese Gleichung liefert bei Reduction modulo 4: 

2[0' (@?+o+1) + ¢ +a] =2[0 + (c-+@(o2+1)], (mod. 4); 
und da hier wegen (3) die rechte Seite durch 4 theilbar ist, so gilt 
diese Congruenz (3) auch fiir V,VV,—', d. h. diese Substitution ist 
in der [, enthalten. 

Hiermit ist bewiesen: Die durch (3) definirte unimodulare Congruenz- 
gruppe 2" Stufe ist die gesuchte wmfassendste in der Ty, enthaltene und 
in der Gesammtgruppe T ausgezeichnete Untergruppe T,. — , 

Ks soll jetzt der Index der, innerhalb der [,, bestimmt werden. 
Man verstehe zu diesem Zwecke unter S und 7 die folgenden aus den 


Zahlen a, b, c, d der einzeinen unimodularen Substitution V gebildeten 
Verbindungen : 


(5) S= b(@’+oa+1)+e+d, T=a+ b(@+1) + c(w@’+oa+1). 
Da a, b, c, d mod. 2 die Congruenz befriedigen: 
a + ¢ + (b?+-d*) (@+1) = 1, 
so ergiebt sich gleichfalls modulo 2: 
Te =a + b(m'?+1) + ?oa=1-+0?(@*+o)+ c?(@+1)+ &(a@+1), 
T?=1+ (@+1)S?, (mod, 2). 
Da nun aus 7”? = TJ? immer auch 7” = 7 (mod. 2) folgt, so ergiebt 
sich der Satz: Haben zwei Substitutionen der [,, congruente Zahlen S 
modulo 2, so haben sie auch congruente 7, 

Sind jetzt V, V’ irgend zwei Operationen aus [,,, so setze man 
Vv" = V.V’ und wird ohne Miihe aus dem Schema (4) berechnen: 
(6) S”’=ST'+S'T, (mod, 2). 

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn V und V’ congruente S haben, 
V” der [, angehort. 

Nun trifft es sich, dass die Zahlen S der in § 1 angegebenen 
sieben Substitutionen V,, V,,...,V, gerade den sieben mod.2 incongruenten 
und gegen 2 primen Resten congruent sind, Setzen wir also die 
Identitit 1 mit S = 0 noch hinzu, so gewinnen wir in 1, V,, Vo,..., Vz 
ein Représentantensystem der T,, als Untergruppe der 1,3; die Ty, hat 


hiernach innerhalb der [,, den Index 8, innerhalb der Gesammtgruppe 
den Index uw = 8.63 = 504. 
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§ 3. 
Discontinuitatsbereich der [,,, und Structur der complementiren 
Gruppe G;,,. 


Sehen wir die Substitutionen der ausgezeichneten [,,, als mit der 
identischen Substitution 1 fquivalent und nicht wesentlich von ihr 
verschieden an, so reducirt sich die Gesammtgruppe auf eine endliche 
Gruppe G,), der Ordnung 504, welche als die zur [,), gehdrige 
,complementire Gruppe bezeichnet wird. Die [,, reducirt sich hierbei 
auf eine G,, als deren Operationen 1, V,, V.,..., V, angesehen 
werden kénnen. Da zufolge (6) §2 die beiden Substitutionen V; V; 
und V, V; modulo 2 congruente S haben und also Aquivalent beziig- 
lich [,9, sind, was durch 


V; Vi OO Vi V; 


ausgedriickt werden mag, so ist die eben genannte G, eine Abel’sche 
Gruppe, die iibrigens ausser der Identitit lauter Operationen der 
Periode 2 enthiilt. 

Sind i, & irgend zwei verschiedene unter den Zahlen 1, 2, . . ., 7, 
so wird V;- Vi co V; sein, wo l eine bestimmte dritte dieser Zahlen 
ist. Fir die Aufstellang des Discontinuitiitsbereiches der [,,,, ist es 
wichtig, die explicite Gestalt dieser Formeln V;-V, co V; kennen 
zu lernen. Da die V,,V,,..., V; durch Transformation vermége V, 
(cf. (7) $1) cyklisch permutirt werden, so folgt aus V; Vi co V; stets 

Vi4e . Viv» fas) Vizy 
mit vy = 1, 2,..., 6, wo man nur die Indices néthigenfalls mod. 7 
zu reduciren hat. Es ist also ausreichend, wenn wir die sechs l’ormeln 
V,-Vi co V;, aufstellen. 

Es ist nun zunichst unmdglich, dass V,-V, co V; ist; denn es 
wiirde V,V,V,co 1, und also auch V,V,V, co 1, d.i. vermége (6) 
§ 1 V; co 1 werden. Durch die gleiche Ueberlegung folgt, dass nur 
entweder V,- V, co V, oder V,- V, co V, sein kann. Formel (6) § 2 
lehrt, dass V,-V,co V, ist; auf die Bedeutung von V,- V, co V, 
kommen wir unten zuriick, Aus V,-V,coo V, findet man durch 
wiederholte Transformation vermége V,, dass insgesammt gilt: 


[Vio V2 Vy, Vir Vy Vz, V+ Vy Va, 
UV Vs Ve, Vi- Veo Vg, Vi: Vz 0 Vj. 


J 


(1) 


Um nun einen Discontinuitétsbereich der T,), zu gewinnen, haben 


wir das in Fig. 2 gegebene Siebeneck der Winkel = durch Ausiibung 


der Substitutionen V,, V,,..., V; rings mit sieben weiteren Sieben- 
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ecken zu umgeben. Es entsteht so der in Fig. 3 abgebildete Bereich; 
jedes der acht Siebenecke besteht hier aus einem inneren (schraffirten) 
rechtwinkligen Siebenecke und sieben sich anlagernden Dreiecken, 





\L %" 


\\ 


i 

3VEN SO 
1—23 8— 3 15—20 wig. 3. 22—12 29— 7 36— 4 
2—39 9-14 16— 6 23— 1 30—40 37-17 
3— 8 10—42 17—37 24—34 31—11 38—33 
4—36 11—31 18—28 25— 5 32—27 39— 2 
5—25 12—22 19—41 26—21 33—38 40—30 
6—16 13—35 20—15 27—32 34—24 41—19 
7—29 14— 9 21—26 28—18 35—13 42—10 


welche mit einem zu jenem symmetrischen rechtwinkligen Siebenecke 
aiquivalent sind. Im Inneren des schraffirten Theiles ist die zugehérige 
Substitution angemerkt. Zum definitiven Discontinuititsbereich der 59, 
wiirde man jetzt dadurch gelangen, dass man in jedes schraffirte recht- 


winklige Siebeneck 63 Dreiecke der Winkel +, =, 7, im jedes (nicht- 
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schraffirte) Dreieck 9 solche eintragt, welche letztere iibrigens zum 
Theil von den Randcurven unseres Bereiches durchschnitten sein 
wiirden. In das rechtwinklige Siebeneck 1 hat man hierbei das Netz 
der Fig. 1 einzulagern und von hieraus nach dem Symmetriegesetz 


222 


{ \ 
pz i / 





1—17 8— 3 15—38 22—24 29—31 36—10 
2—39 9—32 16—18 23—25 30— 4 37—1l11 
3—26 10—12 17—19 24—40 31— 5 38—33 
4— 6 11—13 18—34 25~—41 32—27 39—20 
5— 7 12—28 19—35 26—21 33—14 40—42 
6—22 13—29 20—15 27— 8 34—36 41— 1 
7—23 14—9 21— 2 28—30 35—37 42—16 


Fig. 4. 


fortzufahren. Wiirde man das zu Fig. 1 symmetrische Netz eintragen, 
so wiirde man, um ein reguliir symmetrisches Netz von 504 Doppel- 
dreiecken zu gewinnen, die gleich anzustellende Betrachtung nicht an 
V,-V,co V,, sondern an die andere oben genannte Relation 
V,-V,co V, ankniipfen miissen. 

Die Zuordnung der mit den Nummern | bis 42 versehenen Rand- 
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curven unseres Bereiches ist gegeniiber der Drehung V, um das Centrum 
der Figur invariant und tibrigens eine derartige, dass auf der aus dem 
Bereich herzustellenden geschlossenen Fliche jedes der acht Siebenecke 
rings von den iibrigen sieben umschlossen erscheint, Die in Figur 3 





| 
Lod! 


\/2 
cs 


1—41 8—27 15—20 22— 6 29—13 36—34 
2—21 9--14 16—42 23— 7 30—28 37—35 
3— 8 10—36 17— 1 24—22 31—29 38—15 
4—30 11—37 18—16 25—23 32— 9 39— 2 
5—31 12—10 19—17 26— 3 33—38 40—24 
6— 4 13—11 20—39 27—32 34-18 41—25 
7— 5 14—33 21—26 28—12 35-19 42—40 
Fig. 4. 
tabellarisch angegebene Zuordnung ist nun eine einfache Folge der 
Relationen (1). So wird z. B. die Randcurve 1 durch V,-V,-V, in 
die Curve 23 transformirt, die Curve 2 durch V;-V,-V, in die 
Curve 39 u. s. w. 
In Fig. 4 ist der Discontinuititsbereich der [,,, in Gestalt von 
zwei Systemen von je 8 rechtwinkligen Siebenecken gegeben, welche 
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eine weitere Eintheilung in kleinere Siebenecke tragen, von der noch 
die Rede sein wird. Das in Fig. 4 rechts gezeichnete Netz besteht aus 
dem in Fig. 3 mit 1 bezeichneten schraffirten Siebeneck und 7 sich 
herumlagernden symmetrischen Siebenecken. Die schraffirten Sieben- 
ecken V,, V,,..., V, der Fig.3 tragen auf der linken Seite der 
Fig. 4 eben diese Benennung. Das Centrum des letzteren Netzes riihrt 
von dem durch (2, 3), (8, 9), (14, 15), (20, 21), (26, 27), (32, 33), (38, 39) 
zu bezeichnenden Eckencyklus der Fig. 3 her. Jede Randcurve des 
einen Netzes in Fig. 4 ist einer bestimmten des anderen Netzes zu- 
geordnet, woriiber das Nihere aus den den beiden Netzen angehingten 
Tabellen zu entnehmen ist. In Fig. 4 sind iibrigens nun weiter noch 
diejenigen Seiten des urspriinglichen Dreiecksnetzes eingetragen, welche 


die Scheitelpunkte der Winkel ~, = verbinden, Wir kommen auf 


das dadurch entspringende Netz von 72 Siebenecken der Winkel = 
gleich nochmals zuriick. — 

Der Discontinuitatsbereich der [,,, setzt uns jetzt vermége seiner 
Transformationen in sich in den Stand, weitere Angaben iiber die 
Structur der Gs, zu machen. Die Eckpunkte des Netzes der 2.504 
Dreiecke bezeichnen wir allgemein als Punkte P,, P,, P,, je nach- 
dem sie von 4, 6 oder 14 Dreiecken umringt sind; man hat 252 
Punkte P,, 168 Punkte P, und 72 Punkte P,. 

Bei der Drehung V, der rechts liegenden Hilfte der Fig.4 um 
ihr Centrum dreht sich die linke Hilfte in derselben Art. Die An- 
schauung der Figur lehrt, dass hierbei nur die beiden Centren P, 
fest bleiben. Die G5, hat hiernach 36 gleichberechtigte cyklische Unter- 
gruppen G,, deren einzelne zwei Fixpunkte P, besitzen. 

In Fig. 4 sind rechts und links zwei Zickzacklinien stark aus- 
gezogen, welche sich auf der geschlossenen Fliche zu einem regularen 
geschlossenen Zuge von 2.9 Bogenstiicken zusammensetzen. Man 
erkennt die Existenz einer cyklischen G,, deren Erzeugende das ein- 
zelne der 18 Bogenstiicke in das tiberniichste transformirt. Da das 
einzelne Bogenstiick an zwei solchen geschlossenen Zickzacklinien theil- 
hat, so zahlt man leicht ab, dass es deren insgesammt 28 giebt. 
Gegeniiber der eben genannten G, permutiren sich die Punkte P, im 
allgemeinen zu neun. Doch giebt es zwei Systeme zu je drei Punkten 
P,, welche sich gegeniiber der G, nur zu 3 cyklisch permutiren, und 
die demnach einzeln Fixpunkte der in G, enthaltenen G, sind; die 
Existenz dieser sechs Fixpunkte kann man mit Fig. 4 direct feststellen. 
Da insgesammt 168 Punkte P, vorkommen, so giebt es 28 G,. Man hat 
das Resultat: Es giebt in der G,., 28 den oben genannten Zickzack- 
linien ein-eindeutig zugeordnete cyklische G, und in ihnen 28 cylilische 
G,, deren einzelne sechs Punkte P, zu Fixpunkten hat. 
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Die einzige Substitution erster Art, welche ein einzelnes recht- 
winkliges Kreisbogensiebeneck in sich transformirt, ist eine Drehung 
von der Periode 7 um das Centrum. Die einzelne der Substitutionen 
V,, V.,..., V; wird demnach die 2.8 rechtwinkligen Siebenecke zu 
Paaren permutiren und aus diesem Grunde keinen Fixpunkt P, im 
»innern“ eines der Siebenecke haben. Die Eckpunkte des gedachten 
Siebenecknetzes sind 28 Punkte P,, so dass auf die einzelne der 
7 Substitutionen V,, V.,..., V; 4 Fixpunkte entfallen. Da wir 
insgesammt 252 Punkte P, haben, so folgt: Es giebt in der Gyo, 
insgesammt 63 gleichberechtigte cyklische G,, deren einzelne vier Fia- 
punkte P, hat. 

Hiermit sind die gesammten 

36 -6 + 28-8 + 63 + 1 — 504 
Operationen der G,,, aufgezihlt. 

An nicht-cyklischen Untergruppen nennen wir zuniichst drei Classen 
von Diedergruppen, nimlich 28 gleichberechtigte G,,, 36 gleichberechtigte 
G,, und 84 gleichberechtigte G,, die in ersteren G,, enthalten sind. Die 
einzelne G, als eine unter 28 gleichberechtigten Gruppen wird nimlich 
durch 504 : 28 = 18 Substitutionen in sich transformirt, die eine G,, 
bilden. Dieselbe enthiilt neben der G, noch 9 Substitutionen der 
Periode 2, welche die einzelne Substitution der G, in ihre inverse 
transformiren. Die G,, ist hiernach eine Diedergruppe. Ebenso be- 
handelt man die G,,, wihrend sich die G, als Untergruppen der G,, 
ergeben. 

Die einzelne G, als eine unter 63 gleichberechtigten Gruppen ist 
ausgezeichnet in einer G, enthalten, in welcher wir bereits eine Abel’sche 
Gruppe mit 7 Substitutionen der Periode 2 erkannten. Da die einzelne 
G, nur in einer G, enthalten ist, so giebt es in der G,, 9 gleich- 
berechtigte Abel’sche Gruppen G, mit je 7 Substitutionen der Periode 2 
ausser der Identitét. Die einzelne G, als eine unter 9 ist ausgezeichnet 
in einer G,, enthalten, welche neben der G, noch 8 innerhalb der G5 
einander gleichberechtigte G, enthilt ; insgesammt giebt es 9 gleichberechtigte 
G,, dieser Art. 

In der einzelnen G, zihlt man 7 Vierergruppen G, ab, die inner- 
halb der zugehérigen G,, gleichberechtigt sind. So enthilt z. B. die 
obige G, der Substitutionen 1, V,,..., V,; folgende 7 Vierergruppen: 


(V;, Vo, V,, 1), (V2, V3, V;, 1), (V3, Ur V5, 1), (V;, V;, V;, 1), 
(Vs Vox¥Vs,1), (VerVrs Vo, 1), (Var Vs, V5, 1)- 
Alle 9 G, liefern demnach 63 G,: Es giebt in der Go, insgesammt 
63 Vierergruppen G,, die mit einander gleichberechtigt sind*). 


*) Vergl. hierzu die Angaben iiber die Structur der Go, bei Burnside 
a, a, O. pag, 372. 
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Es gilt nun der Satz, dass ausser den bisher genannten Unter- 
gruppen weitere in der G.,, nicht enthalten sind. Man beweist dies 
vermége eines von ©. Jordan*) angegebenen und bereits von 
J. Gierster**) bei der Gruppe der Modulargleichung verwendeten 
Verfahrens, welches auf der Lésung einer gewissen diophantischen 
Gleichung sammt nachheriger Discussion der Lésungen beruht***). 

Aus der Vollstindigkeit der Aufzihlung der Untergruppen ent- 
nehmen wir das Resultat: Die G,,., ist eine einfache Gruppe. — 

Wir betrachten endlich die Symmetrielinien des Netzes der 2 . 504 
Dreiecke und constatiren etwa zuvérderst, dass dieselben nur eine 
einzige Classe bilden werden. Die Seite ¢,¢, des rechtwinkligen Sieben- 
ecks (Fig. 1) besteht aus 3 Dreiecksseiten. Die Substitution V,V, ist 
die Erzeugende derjenigen cyklischen hyperbolischen Gruppe, welche 
die durch e, und e, hindurchziehende Symmetrielinie des Dreiecks- 


. 7 7 : . . . . 
netzes der Function s(z 2% +3 J ) in sich verschiebt. Die zwischen 


den Punkten e, und V,V,(e,) gelegene Strecke der Symmetrielinie ist 
mit zwei Siebeneckseiten fiquivalent und besteht dieserhalb aus 6 Drei- 
ecksseiten. Da (V,V,)?co 1 ist, so besteht die einzelne Symmetrielinie 
unseres geschlossen gedachten Netzes der 2.504 Dreiecke aus 12 Drei- 
ecksseiten. Man zahlt daraufhin leicht ab: Das reguliire Netz der 
2.504 Dreiecke besitzt 126 gleichberechtigte Symmetrielinien, die zwei- 
ein-deutig den 63 Gruppen G, eugeordnet sind. Man kann die bei 
dieser Zuordnung entspringenden Symmetrielinienpaare zu den Abel’- 
schen G, in einen interessanten Zusammenhang setzen, was indes hier 
nicht ausgefiihrt wird. — 

Ein wichtiger Satz entspringt vermége der Symmetrielinien aus 
Fig. 3. Die daselbst vermerkte Zuordnung der Randcurven ist eine 
soleche, dass sich fiir je zwei auf einander bezogene Randcurven eine 
bestimmte sie verbindende und im geschlossenen Dreiecksnetz selbst 
geschlossene Symmetrielinie finden lisst. Fiir die Randcurvenpaare 
(1, 23), (3,8), (4,36) sind diese Symmetrielinien in Fig. 3 stark aus- 
gezogen; man iibersieht leicht, dass ihre Existenz damit in jedem 
Falle bewiesen ist. 

Da in Fig. 3 die Kreisbogendreiecke selbst nicht gezeichnet sind, 
so ist die Rolle der drei stark markirten Curven als Symmetrielinien 
nicht unmittelbar anschaulich. Man iibertrage demnach den Verlauf 
der einzelnen Linie auf das Siebeneck der Fig. 2, wo sie sich auf drei 
soleche Bogenstiicke auseinanderlegt, wie sie in Fig. 2 stark ausgezogen 

*) In Crelle’s Journal Bd, 84, pag, 89 ff, (1877). 

**) In den Mathem. Annalen Bd. 18, pag. 359 (1881). 


***) Siehe auch Klein-Fricke, Vorles. tiber Modulfunctionen, Bd. | (Leipzig 
1890) pag. 483, 











Eine einfache Gruppe von 504 Operationen. 335 


sind. Auch durch Abzihlung der Dreiecksseiten tiberzeugt man sich 
hierbei sofort, dass die fragliche Symmetrielinie auf der geschlossenen 
Fliche selbst geschlossen ist. 


In der s-Halbebene ist insbesondere die imaginiire Axe eine 
Symmetrielinie. Zu ihr gehért als hyperbolische Erzengende : 


o+1-+ (@?+20)/o—1, 0 
0, a+1—(o?+20)fo—1)’ 


die sich, wie ein Blick auf das Dreiecknetz lebrt , in den Erzeugenden 
V,,V, der Gesammtgruppe [ so darstellt: 


(3) ViVi = Vo ViVe* Vi Ve Vi. 


Das Resultat der voraufgesandten Ueberlegung kann man also dahin 
aussprechen, dass die sdimmtlichen vom Polygon der Fig. 3 gelieferten 
Erzeugenden der To, mit: ‘ 


(2) ViVi ( 


(4) (VoViVo* Vive) 


innerhalb der Gesammtgruppe gleichberechtigt sind. 

Dieses Ergebniss lisst sich in eine bemerkenswerthe abstracte 
Gestalt kleiden. Weiss man von zwei irgendwie definirten Operationen 
U,, U,, dass man aus ihnen eine Gruppe erzeugen kann, und gelten 
fiir U,, U, nur die drei Relationen: 


(6) Ui=1, UF—1, (HU) =1, 
so ist die entspringende Gruppe isomorph mit [. Ist auch noch: 
(6) (U3 U, U5? U, U30;)? =1, 


so sind die simmtlichen mit der hier links stehenden Operation gleich- 
berechtigten Operationen, die alle in der ,,ausgezeichneten“ [,,, ent- 
halten sind, mit 1 gleich; und andererseits werden die Erzeugenden der 
[594 und damit alle und nur die Operationen der [,,, gleich 1. Da sich 
hiernach die [ auf die G,,, reducirt, so folgt: Erfiillen U,, U, die vier 
Relationen (5), (6) und keine andere, so entspringt aus U,, U, eine 
endliche mit der G., isomorphe Gruppe*). 


*) Dieses Theorem ist der Gegenstand der schon genannten Abhandlung 
von Burnside in den Mathem. Annalen Rd. 52 pag. 174. 
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§ 4. 
Von den automorphen Functionen der Gruppe [,,,. 


Die umfassendsten Untergruppen der G,,, sind die neun gleich- 
— G,,- Ihnen entsprechen in der Gruppe der s-Function 


s(=,= .; + ;J ) neun gleichberechtigte Untergruppen T, des Index 9. 


Einen Discontinuitiitsbereich einer einzelnen [, gewinnt man, indem 
man aus dem Siebeneck der Fig. 2 einen Ausschnitt des Centriwinkels 


Qa : ° 
7 etwa dadurch herausschneidet, dass man vom Centrum nach zwei 


consecutiven Ecken geradlinige Schnitte legt. Diese beiden Schnitte 
sind dann durch die Substitution V, auf einander bezogen; wir werden 
also etwa V, und V, mit den Relationen: 

(1) Vi=1, V?=—1, (VV, =1 

als Erzeugende der [, wihlen diirfen. 

Die fT, ist nun vom Geschlechte p= 0, und es sei u(s) eine zu- 
gehérige Hauptfunction, die wir gleich noch niiher fixiren. Die Haupt- 
function J(s) der Gesammtgruppe [ ist so gewihlt, dass sie in den 
Eckpunkten P,, P,, P; bez. die Werthe 1, 0 und oo annimmt. Ueber 
der J-Ebene lagert die Ebene der complexen Variabelen u in Gestalt 
einer 9-blittrigen Riemann’schen Fliche, deren Verzweigung im be- 
zeichneten Discontinuititsbereich der [, direct anschaulich ist. Es 
entspringt der wichtige Satz: Zwischen J und u besteht eine algebraische 
Gleichung fiir J vom ersten, fiir u vom neunten Grade. Diese Gleichung 
neunten Grades besitet keine Resolvente von geringerem als neunten 
Grade; ihre Monodromiegruppe ist mit unserer G., isomorph. 

Die Gleichung neunten Grades, zu der wir hier gefiihrt werden, 
ist nun bereits vor lingerer Zeit durch E. Goursat*) aufgestellt. 
Man bemerke, dass der Discontinuitiitsbereich der ry aus zwei einander 
symmetrischen Kreisbogendreiecken der Winkel ~ rt + , - aufgebaut 
werden kann. Man driickt dies Sachverhiiltniss — aus, ~—_ die 
Gruppen der Kreisbogendreiecke der Winkel ~ th a = und = rT = . : 
bei geeigneter Lagerung der Ausgangsdreiecke commensurabel **) 
werden; die Lagerung ist insbesondere eine solche, dass die Symmetrie- 


*) Siehe dessen ,, Recherches sur Véquation de Kummer“ in den Acta soc. 
scient. Fennicae Bd. 15 (Helsingfors, 1888), insbes, pag. 90 ff. 

**) Commensurabel heissen zwei Gruppen, wenn sie eine Untergruppe ge- 
meinsam haben, die in jeder von ihnen einen endlichen Index besitzt; im vor- 
liegenden Falle ist die eine der beiden Gruppen direct in der anderen enthalten. 
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linien der beiderseitigen in Deckung befindlichen Dreiecksnetze durch- 
aus getrennt von einander verlaufen. 

Ueber Commensurabilitét von Dreiecksgruppen hat nun Goursat 
a. a. Q. allgemein Untersuchungen angestellt, und er findet insbeson- 
dere fiir den hier in Rede stehenden Fail die algebraische Relation: 


(2) J:J —1:1= 16(3u5 + 10u?+ 8u-+ 4) 
: (63ut + 140u3 + 168u? + 96u + 32)? 
: Du? (48.u? +- 39u + 24). 


Man hat also hier die oben postulirte Gleichung 9'*" Grades direct vor 
sich und erkennt andrerseits, dass die Commensurabilitit der zu den 
Kreisbogendreiecken G, = *) und , — =) gehirenden Gruppen 
durch eine 1-9-deutige algebraische Beziehung zum Ausdruck kommt, 
deren Monodromiegruppe mit unserer einfachen Go, isomorph ist. 

Wir kénnen jetzt aber leicht nachtriiglich die Werthevertheilung 
von «(s) im Discontinuitiitsbereich der [, angeben. Bezeichnen wir 
das Centrum der Fig. 2, d. i. den Fixpunkt von V,, durch e,, so 
kénnen wir in Fig. 2 auch vermittelst der Geraden ¢;¢g und é:¢3 einen 
Discontinuitiitsbereich der [, ausschneiden, Die Symmetrielinie &¢, 
desselben ist das Bild der reellen w-Axe, und zwar derart, dass im 
Punkte P, dieser Linie u = 0, bei e, und e, w=oo und im Punkte 
P, ein negativer Werth w vorliegt. Wir schliessen von hieraus weiter 
durch Auflésung von 48u? + 39u + 24—0, dass in den beiden 


; a, ei —a itTV7 
anderen Kcken unseres Bereiches die Werthe «1 = — 18467) 


32 
treffen, wobei das obere Zeichen fiir den Punkt e, gilt. 

Um ein Functionssystem fiir die [,),, die dem Geschlechte p= 7% 
angehort, zu gewinnen, kénnte man die neun mit w(s) gleichberech- 
tigten Functionen neben einander stellen, die alsdann gegeniiber den 
Operationen der Gesammtgruppe eine Permutationsgruppe Go, bilden 
werden. Um der oben erkannten Structur der G,,, Rechnung zu 
.tragen, werden wir indessen hier einen anderen Weg gehen. 

Zum Geschlechte p—=0O gehéren auch noch die neun gleich- 
berechtigten [,,, welche den Abel’schen G, correspondiren. Den 
Discontinuititsbereich einer einzelnen [,, hatten wir in Fig. 2 ge- 
zeichnet, Wir erkennen: Hine Hauptfunction t(s) dieser Ty, gewinnen 
wir von u(s) aus durch Ausziehen einer siebenten Wureel: 


7 Ho ae See 
— 7 22ut18— i177, 
(3) a ae V setesy 


Zu- 


Der Nullpunkt von 1(s) liegt im Centrum e, des Bereiches, der Punkt 
t= oo in den sieben Keken desselben, die einen Cyclus bilden; der 


Mathematische Annalen. LII. 22 
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Kranz der sieben Kreisbogen @¢3, @2¢3,... liefert in der t-Ebene den 
Kinheitskreis. Wir wiihlen die siebente Wurzel in (3) so, dass in der 


2xmi 


Ecke e, der Werth r= ¢,—e 7 zutrifft. 

Wir gehen nun zu den sieben in jener G,, enthaltenen gleich- 
berechtigten Vierergruppen G, vor. Ihnen entsprechen Gruppen [495 
min des Index 126 und des Geschlechtes 
: > ne - p=1. Eine unter jenen Vierer- 

\ gruppen hatte die Operationen 
i 1 > V; ? Ves V; . Die zugehorige C106 


" \ besitzt einen Discontinuititsbereich, 
it tan iy,” al der schematisch in Fig. 5 dar- 
- gestellt ist. Wir erkennen sofort: 


4 —— Wea, ( Zu einem vollen Functionssystem 
\ der hier vorliegenden [,., gelangt 





2 \ > man von t(s) aus durch Ausziehen 

4: ‘ 
a ¢, e einer Quadratwurzel; in der That 
if. Te yea hat man neben 1(s) die Function 


ie zu stellen: 
1g. o. 


(4) G(s) = V(t — 1) (« — &) (ce — &) (rx — &) 
af eh go eh, | ceY. 


Es handelt sich hier um ein elliptisches Gebilde mit der rationalen 
28 

27° 

Mit o(s) sind innerhalb der [,, noch die Functionen 6,(s), 6,(s), 
, 6,(s) gleichberechtigt, wobei allgemein sein soll: 


Invariante J = 


(5) 6,(s) ail oe — a giezd — ge q? 4 mS r+. 


Innerhalb der G, sind nun drei G, enthalten, denen drei [,,, des 
Geschlechtes p — 5 correspondiren, Zu einem Functionssystem einer 
dieser T,,. gelangen wir einfach, indem wir zu t(s), 6(s) eine der 
Quadratwurzeln (5) hineufiigen; so treffen wir z. B. die aus 1, V, be- 
stehende G, mit dem System r(s), 6(s), 6,(s) da letztere Function zur 
Vierergruppe (V,,V,,V;,1) gehdrt. 

Endlich fiihrt der Zusatz einer dritten, jedoch von 6,(s) verschie- 
denen Quadratwurzel (5) von t,6,6, aus zu einem vollen Functions- 
systeme der Gruppe V5, selbst hin. Es ist in der That nur noch die 
zu 6,(s) gehdrende Vierergruppe (V,,V,,V,, 1), welche die Substi- 
tution V, enthilt. 
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Es ist unzweifelhaft eine interessante Aufgabe, die verschiedenen 
hier auftretenden algebraischen Gebilde, die theils einander tibergeordnet 
theils gleichberechtigt sind, sowohl einzeln als in ihren gegenseitigen 
Beziehungen noch niaher zu untersuchen. Doch wird dies hier einst- 
weilen nicht unternommen. 

Uebrigens soll noch bemerkt werden, dass eine algebraische Be- 
handlung der G,,, mit invariantentheoretischen Hiilfsmitteln, wie sie 
bei der Gig, und Gye, in so eleganter Weise zum Ziele fiihrte, bei 
der G,, wenig aussichtsreich erscheint. Nach einem von A. Wiman*) 
bewiesenen Satze giebt es nimlich keine Collineationsgruppe in 6 oder 


gar noch weniger homogenen Variabelen, welche mit der G,o, iso- 
morph wire. 


Braunschweig, October 1898. 


*) Géttinger Nachrichten vom Jahre 1897 pag. 55. 


22° 














Ueber lineare Differentialgleichungen mit einem verinderlichen 
Parameter. 


Von 


J. Horn in Charlottenburg. 


In einem Aufsatz, welcher im gegenwirtigen 52. Band der Math. 
Ann. unter dem Titel ,,Ueber eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit einem willkiirlichen Parameter“ erschienen ist, habe ich 
das Verhalten der Integrale einer in der mathematischen Physik vor- 
kommenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir grosse 
Werthe eines darin enthaltenen Parameters vermittelst einer asympto- 
tischen Darstellung untersucht. 

In der vorliegenden Arbeit werden zuniichst die friiheren Unter- 
suchungen auf eine allgemeinere Classe von linearen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung ausgedehnt. Es handelt sich dabei darum, 
das Verhalten von Integralen, welche ganze transcendente Functionen 
eines Parameters & sind oder sich in der Umgebung der Stelle i = oo 
nach positiven und negativen Potenzen von k entwickeln lassen, bei 
der Anniherung au die wesentlich singulire Stelle (Unbestimmtheits- 
stelle) k = co vermittelst asymptotischer Darstellungen zu untersuchen, 
in welchen Producte aus Exponentialausdriicken und Potenzreihen von 


< auftreten *), 

Daran kniipfe ich einige Beispiele (die Bessel’sche Function J, (2) 
als Function von », die Gauss’sche Reihe als Function eines der drei 
ersten Elemente a, 6, y), wo derartige asymptotische Darstellungen in 
Verbindung stehen mit convergenten Entwicklungen bestehend aus 
Producten von Exponentialausdriicken und Reihen, welche nach ratio- 
nalen Functionen des Parameters fortschreiten**). 


*) Vgl. meinen Aufsatz im 49, Band der Math. Ann. 


oe 
- 
**) Vgl. die Facultitenreihen ror [7 und log [(x) (Schlémilch’s 


Compendium der Analysis Bd, 2). 
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Lineare Differentialgleichungen mit veriinderlichem Parameter. 


§ 1. 
Die Coefficienten der Differentialgleichung 
ty >a Y 
(1) aa t+ 2 ag t+ Gy =0 


seien rationale Functionen eines Parameters k: 


Fa Bk? + Bw +... 
Ak ABE? 


Ga CoM +O, + 
Agk® + A,k*~ r4.. 


die reelle Verinderliche x wird im Folgenden stets auf das Intervall 
a<a“2<b beschriinkt, welches wir mit § bezeichnen; 

oe ee SS ee | 
seien im Intervalle § stetige Functionen von 2, und zwar sei ‘A, in 


diesem Intervall von » Nall verschieden, so dass A, = 1 angenommen 
werden kann. Kin Integral y der Differentialgleichung (1) nehme fiir 


x =a ebeuso wie seine Ableitung oy einen von k unabhiingigen Werth 


an. Wir betrachten dieses Integral als Function der complexen Ver- 
iinderlichen & und untersuchen sein Verhalten fiir grosse Werthe von k. 
Durch die Substitution 


x 


1 
™ gf Fax 


y == ¢ a *Z 
geht die Differentialgleichung (1) iiber in 


2g ul 1 ” 
fa t (4 — 4 F— 5 95)#=0. 


2 dx 


Die Functionen y und ¢ nehmen fiir «—a denselben Werth an, 
wahrend die Gleichung 


s fF 
== Fdz 
dy “@ da ae 3 "2) 
a dz 2 Pe 
dy 


den Zusammenhang zwischen den Anfangswerthen von q, Und = 


liefert. 
Wir kénnen daher die weitere Untersuchung an die Differential- 
gleichung 


(2) os v4 Hy = 0 


ankniipfen, wo H eine rationale Function von & bezeichnet, deren 
Coefficienten im Intervall ‘J stetige Functionen von x sind: 


dx 


x 
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Bk’ + Be 4+... 
H= , ; 
Agk® + Ayk*—* +--- 


A, ist im Intervall § von Null verschieden und kann gleich 1 an- 
genommen werden. Ist 6 — «= . so haben wir die Reihenentwicklung 


= (H+ +t: 
welche fiir |h| > R convergent ist. Es sind positive Gréssen 
(v=0, 1, 2,...) 
so vorhanden, dass im Intervall § 
|H,| << hy, 
ist und dass die Reihe 
+ t+et+: 


fiir |k| > Rconvergirt. Wir betrachten das Integral y von (2), welches 
dadurch fixirt ist, dass fiir z= a 


y = I (cy + ; -+), 
1 
w= (B+ 2+---) 
sein soll, wo 4 eine ganze Zahl ist und die Reihen fiir |k| > R con- 


vergiren, 


Wir integriren die Differentialgleichung (2) vermitielst fort- 
schreitender Anniherung, indem wir setzen: 

Pu, 

a 


=, 


mt ++ Atin-1=0 (m=1,2,.,.); 


fiir zs =a sei 


d 
ty = (a+ 4---), Se w(B,+44...), 
du,, 
Un = Q, z= 0 (m==1,2,...). 


Dann ist 


ty = Ke (a, + 4...) +e (6,4 4...) (@—a), 


x 


Un = — J (x—2) H(2)tni(2) dz (m=—1,2,...). 


Es seien R’ > R und R” > BR beliebige positive Gréssen; fiir a< x <b 
und fiir R’ < |k| < R’ sei 


ljuml<N, |A\< mM. 
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Ist dann 
m—1 
| ¢m—t | < (b ae a)*-! M*-1N (a—a)" 


(m—1)! ? 
so folgt aus der Formel fiir u,, 
ttn | <(b—a" Mm N@=™ < ump =a, 
— mm: m: 
Demnach ist die Reihe 
Y= % +, + u,+--- 


fir a<x2x<b und fir | R’| < |k| << R” unbedingt und gleichmissig 
convergent. Dasselbe gilt fiir die Reihen 





@ @o 
2 
du Pty 
da’ da? 
m=0 m=0 


J 2 
welche demnach die Functionen sf, a darstellen. Aus 


Pu, Ru au 
oa + Bee oer aa + H(u)+u,+ ++ eb Up_1) = O 


folgt fiir n = co . 


dx* 
d. h. die berechnete Reihe geniigt der Differentialgleichung (1). 
Die Formeln zur successiven Berechnung von wt), U,, Mo, ..- 
ergeben 
Atm fe YR 1 t € 
U, = ketme Bin G) (m==0, 1,2, ee )) 


» PR —— , 1 , 
wo Pu (5) eine gewohnliche Potenzreihe von ; bezeichnet, welche 
fiir |k| > R convergirt und deren Coefficienten im Intervall % stetige 
Functionen von x sind. Nach dem Weierstrass’schen Doppelreihensatz 
lasst sich y in eine nach positiven und negativen Potenzen von i fort- 
schreitende Reihe entwickeln, welche fiir R’ << \k| << R” convergent ist: 
v=+o@ 


y => Fe. 


Da FR’ und R” beliebige positive Gréssen sind, welche die Bedingung 
R’ > R'> R erfiillen, so convergirt die Reihe fiir jeden endlichen 
Werth von &, dessen absoluter Betrag grésser als Ri ist. 

Wir kénnen demnach den Satz aussprechen: 

Ein Integral y der Differentialgleichung (1), welches nebst seiner 


Ableitung a? fiir x =a einen vom Parameter k unabhiingigen Werth 


annimmt, lisst sich, wenn x auf das Intervall a < « <b beschrankt 
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wird, in eine nach positiven und negativen Potenzen von k fortschreitende 
Reihe entwickeln, welche fiir jeden endlichen Werth von k, dessen ab- 
soluter Betrag eine gewisse Grenze tiberschreitet, convergent ist. 

Es ist bekannt, dass ein solches Integral y eine ganze transcendente 
Function von k& ist, wenn F' und G ganze rationale Functionen von 


k sind. 


§ 2. 
Man kann der Differentialgleichung (1) die Form geben: 
‘ ? d 
8) dat + BPG, + By —0, 


wo ” eine ganze positive Zahl ist und P, Q rationale Functionen von fk, 
welche die fiir |k| > R convergenten Reihenentwicklungen zulassen : 


P=PntitEetes 
Q= Qt M4 H+... 
Vom Fall x= 0 kénnen wir absehen, da alsdann ein Integral y, 


dy ». ‘ i oe , ; 
welches nebst A fiir « =a einen von k unabhiingigen Werth annimmt, 


in eine Potenzreihe von t entwickelbar ist. 
Durch die Substitution 


dlogy eas 
dx se 


geht die Differentialgleichung (3) iiber in 


dz 


C+ 2+ ke Pe + kh Q=—0, 


dz 
welche formell befriedigt wird durch die Reihe 
cai (,+%42+-.-); 
die Coefficienten z,, 2,, ... sind Functionen von x, welche man aus 
den Gleichungen berechnet : 
fy? + Pym + = 9, 
(2% + Poe: + (Pi%+ 1) = 9, 
eh ae eas ete a” 
(225 + P,) 2 + F(a, 2)... 2v-1) + = 0); 


dz 


fiir v <n fallt das Glied be fort. 
Es ist 


24 + Py =+VP* — 40; 
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wenn P,? — 4Q, im Intervall § stets dasselbe Vorzeichen besitzt, ist 
zy in diesem Intervall stetig. Da z, aus einer quadratischen Gleichung 
berechnet wird, so sind zwei Reihen von der angegebenen Form vor- 
handen. Die Differentialgleichung wird formell befriedigt durch zwei 
Reihen von der Form 


x 


y= eS (tF+-) kas 


’ 
d. i. von der Form 


pk™ fo RYE + Wyk y 
y =e” +a Fok (g +H 4 4...) 


WO @o, @;, +--+, Po, Y,,--- Functionen von & sind, welche freilich 
nicht vollstindig bestimmt sind, da die untere Grenze des Integrals 
im Exponenten von e willkiirlich gewaihlt werden kann. 

Im Folgenden soll die Bedeutung dieser Reihen nur im Fall 
n=1 untersucht werden. Kin Specialfall wurde in der friiheren 
Arbeit*) behandelt, niimlich die der mathematischen Physik entnom- 
mene Differentialgleichung 


1 (44%) + @B+C)y=0, 
welche aus (3) hervorgeht, wenn man n = 1 und 
P= 0, P= Py=---=0; O = 9, = =H = 0 
annimmt. 
§ 3. 
In der Differentialgleichung (3) mit m= 1 sei durch die in § 1 
benutzte Substitution das Glied mit ov beseitigt. Wir kénnen somit 


der weiteren Betrachtung die Gleichung 


d?2 
(4) “atkQy=0 


- zu Grund legen, wo 


C= Qt - Oy... 


fiir |k| > R convergent ist, wenn «x im Intervall § liegt; in diesem 
Intervall sei Q, positiv. Im Falle Q, < 0 wiirde man i durch ki ersetzen; 
denn dass die Functionen Q,, Q,,... reell sind, ist fiir das Folgende 
nicht ndthig. Wir betrachten das Integral y von (4), welches dadurch 
fixirt ist, dass fiir 7 =a 


*) Die im Bd. 52, S. 271 erschienene Arbeit wird im Folgenden kurz mit A. 
bezeichnet. 
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y=Qqtote, 
a (6, + 4...) 


sein soll; die gegebenen Potenzreihen seien fiir |k| > R convergent. 


Die Gleichung (4) wird formell befriedigt durch eine Reihe von 
der Form 


y= eto (—, + 4H...) 


Setzt man diese Reihe in (4) ein, so erhilt man nach Division mit 
e‘*» durch Vergleichung der Coefficienten von k?, k, k~-: 


of? = Qo, 
20° py + (@” —1Q)) Mm = 9, 
200 py + (@” —1Q,) pr, =---, 


wo die rechte Seite von den Functionen gy, ,,... 9-1 und ihren 
Ableitungen abhiingt. Wir nehmen 


a =/Q, 


im Intervall § positiv und setzen 


o-| VQ, da. 


Aendert man in den obigen Formeln das Vorzeichen von i, so erhilt 
man eine zweite der Gleichung (4) geniigende Reihe 


y=eHo(y + 4+ 84---). 


Wir integriren die zur Bestimmung der Functionen g,, %, dienenden 
Differentialgleichungen so, dass die Reihe 


y= eto (gy + E+.) te (y + +--+) 


die Anfangsbedingungen des oben definirten Integrals y formell erfiillt. 
Unter Anwendung der Bezeichnung 9 = g(a) haben wir die Be- 
dingungen 


Po + W — Hy, t VQ (Po— Yo) =e By, 
P+tRH=&, iVOF—B)+GF1+H1=—6, (v=1,2,...). 


Die Functionen g,, ¥, werden mit diesen Anfangswerthen durch die 
obigen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung im Intervall ‘} 
als eindeutige und stetige Functionen definirt und kénnen durch 
Quadraturen dargestellt werden. 








B 
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Wir integriren nun die Gleichung (4) vermittelst successiver An- 
naherung. Setzt man 


Y = eito Po> Vo = e—tkoy, 


und 

wu wu” | 
% vy v,” | 

! 

+ accu aul 

D(u) = ——*,* | : 

my Y% 
| Ug Ug 





so besitzt die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung D(u) = 0 
die Integrale v, und v,. Der Ausdruck 


Dw) =A tk(Ht+ tt.) 
+B(Q+E+:--)u 


ist unabhiingig von den in g), % enthaltenen Integrationsconstanten, 
da er nur von 

font Ste 

Po 20 7 2a" 
abhingt. Aus D(v,) = 0 erhalt man durch Division mit ce und 
Vergleichung der Coefficienten von k* und k 


—o? + i py @ + N= 0, 
20 Gy + (@' + p, @' — tq,) Py = 05 
entsprechend erhalt man aus D(v,) = 0 
— a? —ipa +q=9, 
20° by + (@ + p,@' + ig) % =O. 
Po = 9, rA=9 GH= WW, “i=, 
so dass, wenn man 
au 


fa +P Qu = Dw) + Ew) 


E(u) = co - + Tu 


Daraus folgt 


setzt, 


wird, wo S und 7 Functionen von 2 und & sind, welche sich in 
convergente Potenzreihen von : entwickeln lassen. 
Wir integriren die Gleichungen 
D(u,) = 0, 
D(tn) + E(Um-1) =90 (m=1,2,...) 


mit den Anfangsbedingungen 
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tly = y+ +--, ty’ =k (8, + 4---), 
Um = 0, Un, = () (m => 1, 2, es o). 
Zunichst haben wir 


Uy = 6,6? D, + cre-Oy, 
wo 


gal pep pees, 
q=1f- Rp... 
aus den Gleichungen 
4% + oH =a + o'+-:- 
(KT Gy + Gy) +e (—iko' WH +,) =k (6,4 #4. --) 


berechnet werden. Ferner ist fiir m= 1, 2,.. 


x 





° ‘ite 
/— ek Po / e€ ikw Wo E(u,_1) dx 
oo 2ik ‘ Do Uo. — Wo o. 
a @ Pv Wo — 2ik ”, 
a 
F 
tte te fot FE (ty1) de 
2ik ; Poo — Po Po 
wo Pov Po -— 2ik oe 
a 


Aus diesem Ausdruck fiir u, geht E(w,,.) dadurch hervor, dass man 
vor den Integralzeichen g,, ~) bezw. durch 


%=S( iog+%)+7q, 
¥, = s(— Wy + we) 4. To 


ersetzt. 
Wir setzen 
k =r (cos + i sin #) 
und beschrinken uns vorliufig auf das Gebiet 
r>R, 0<@<z, 


wo # hinreichend gross anzunehmen ist. In diesem Gebiet seien, 
wenn «x auf das Intervall ‘\ beschrinkt wird, die absoluten Betrige 
der Gréssen 


: Por Vor “Por C2Voy Poy Vor Pq, Co, 
sowie 


Bo ___— #o cao 
PoPo — YoPo 
20k 


Poo — Woo ” 


@ Py Py — dik © PoW. — —— 
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kleiner als M. Dann sind die absoluten Betriige von u, und E(u) 
héchstens gleich : 
M (e-"” sin $ a er msin 9). 


Angenommen, es sei |t,—:| sowohl wie |(u,,-1)| héchstens gleich 


2m—1 . m—1 
M (a —a) 
(2r)"— (m—1)! 





(e-rome = 5m—! eresind) L 
Dann sind |#,| und | (u,)| héchstens gleich 


—rwesind 2m—1 m—1 
e "mM Meresind M —— 5 (e~resad 4. Se-1 road) (w—a) dx 


2r (2r) (m—1)! 





x 
resin > ° 2m—1 m—1 
= : a jadi m*™ (g- tomes 5. 3m- 1 prowsin < %) (~—a)” dx 
2 = m—1 


2r) (m—1)! 





# x 

M?"t1 ‘ = (2— a)” —t : ° (2—a)"—" 
< o— rosin F . Gul eresind ‘ 
= (20) ¢ [ / (m—1)! dz+3 , ‘d (m—1)! dz| 


a a 


2m-+1 —_ a\"—-1 
= erosind (| 3m— of ® a) de 


(2r)™ (m—1)! 


2m-+1 m 
ie M . (w—a) — rosin? Om prwsin > 
(¢ +35"¢ ) 
(2ar)” m! ’ 


da 14+ 2. 3"-! < 3™ ist. Demnach ist 


—_ (a — a)” 


je*ou,,| < oh ml (1+5”) , 


d. h, die Reihe 


fo a] 


geiko > Um 


m==0 


ist fiir 
\kKJ} >R, O<argk<a, a<a<b 


unbedingt und gleichmiissig convergent; dasselbe gilt fiir die Reihe 


wo 


geiko jn > tin (n==1,2,...). 


un 


Der Fall 
a<argk<2a 


kann durch die Substitution / — — ik’ auf den soeben behandelten 
zuriickgeftihrt werden. Man erkennt, das die Reihe 
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ao 


ge > Un 


fir m=O 
|kiji>R, weargk<2a, a<ca<b 


unbedingt und gleichmissig convergent ist, ebenso die Reihe 


@ 


e—thake > tn (m==1,2,...). 


nun 


y=u+u+u+-:-:-: 


ist demnach im ganzen Gebiet |k| > R convergent, wenn auch nicht 
gleichmiissig. Dass diese Reihe der Differentialgleichung (4) geniigt, 
wird wie in A. § 2 gezeigt; sie stellt also das durch die Anfangs- 
bedingungen 


G=Gq+tEte-, F—k(B+E+---) 


definirte Integral von (4) dar. 

Nun wird der in A. §3 aufgestellte Hilfssatz ebenso wie friiher 
benutzt. Indem man die Schlussweise in A. § 4 und § 5 mit den 
erforderlichen Abiinderungen anwendet, findet man folgenden Satz: 

Wenn man 


, Pn 
y = cto (oo +%+---+%) 


Die Reihe 


=f W — Vn R, 

tee (yt hte + 2) 42 
setzt, so niihert sich c'**R, gleichmiissig der Grenze Null, wenn k mit 
0 < arg k< a ins Unendliche geht, wiihrend sich e~**” R,, gleichmiissig 
der Grenze Null nihert, wenn k mit x < arg k << 2a unendlich wird. 


Im Gebiet d < arg k << a — 0, wo O eine beliebig kleine positive 
Grosse bezeichnet, wird die Functiom y durch die Reihe 


e— ikea (v, + oi + -- ‘), 
im Gebiet 2 + 0 < arg k < 2a — 0 durch die Reihe 
gikw (% + a -}- oa :) 


gleichmiissig asymptotisch dargestellt, wenn 2 > a, also @ > 0 ist. 
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§ 4. 


Der Hilfssatz A. § 3 kann in folgender Form dargestellt werden. 


Die Function 
y a te f e-of(2) dx 


a 


geniigt der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


5) d saa 
(5) oi + ika'y =/. 
Setzt man 
. ¥ qf -,_@ ft 
h=f, A= a h=—s, ae * % 


so ist 


y=— tlt! fps nd 


(ik)*— 
he faetnd Cn . 
? iko aeRO + ry (¢k)*~! + (iky”’ 
@, nihert sich gleichmiissig der Grenze Null, wenn & mit 
O<argk<a 
ins Unendliche geht, wihrend sich e—‘*’@, gleichmiissig der Null 
niihert, wenn k mit 2 < arg k < 2a unendlich gross wird. 

Der erste Theil der Behauptung erhellt daraus, dass die Fune- 
tion y, wenn man darin k durch 2k ersetzt, gleich e*@J, ist (Be- 
zeichnung von A, § 3); multiplicirt man J, mit e~‘*@ und ersetzt 
man 2k durch —k, so ergiebt sich der zweite Theil des Satzes. 


Das Integral der Differentialgleichung (5), welches fiir 2 =a den 
constanten Werth C annimmt, ist 


y= y + Celio; 
nimmt man x > a@ an und setzt man 


6G 


i= —aylht hte toesl+ 


so nihert sich 6, gleichmiissig der Grenze Null, wenn & mit 
d<argk<a—d 


ins Unendliche geht, wobei @ eine beliebig kleine positive Grosse be- 
zeichnet. Die von a prenacte Reihe 


~~ tke’ af + + fis -* --), 


welche der Gleichung (5) formell geniigt, aber im allgemeinen 
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divergent*) ist, stellt also unendlich viele Integrale y von (5) asymp- 
totisch dar, wenn & in der oberen Halbebene mit Ausschluss der 
reellen Axe ins Unendliche geht. 

Wir betrachten noch die nicht homogene lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 


" 12 
(6) OY 4 ky =f, 


wo f eine im Intervall 0<2<J1 nebst ihren Ableitungen stetige 
Function von « darstellt. Wir verstehen unter y dasjenige Integral 


von (6), welches nebst seiner Ableitung ov fiir «= 0 verschwindet: 


gike . e-ike a 
= ikzefda — ike 
I~ a4.) ° fda | er fda, 
v .U 
Nach A. § 3 ist**) 
xr 
7 n—1 n—1 
y—1 — 
eike | f'*— (2) 4 cite f"— (0) 
= ome 
e unt (ik) Sank (tk) 
0 
eikz “ ; 
Te =f e~ its fe) dz, 
(tk) 


0 


x 
r) n—1 n—1 
v— ~ v—1 ¢(v—1 
ete f ene farm sc 1)” < OOF ome > laa f" (0) 
e (tk) v=1 (¢ky’ 





7=1 
0 

4 (—1)"—* eh eke fn indy 

(ik) ’ 

v 
also 
2) ff (a) . 0) (0) 
y = Fe ~~ “Re +—+-+— cos ka (Ae — Oh +---) 


” R 
— sin ka (© —FO 4 —..)4 a 


dabei brechen die Reihen mit k~* oder k~-» ab, und es ist 


*) Im Falle o =1, f= + hat man die fiir jeden Werth von k diver- 
gente Reihe 
1 1! 2! 
~ ike + Tika ~ Tha +" 


nm 
***) Dabei ist f(™ (x) = a gesetzt. 
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x 
eke a ‘ 
R, = — | ec ¢o-Nde 
ot 


ikx 
a ae sam , tke fle) dg, 
N 


—*)*, 
0 





Hieraus schliesst man, dass sich e** R, gleichmiissig der Grenze Null 
nihert, wenn k mit 0 < arg k <a unendlich gross wird. Wir kénnen 
uns auf die obere Halbcbene beschriinken, da y eine eindeutige Fune- 
tion von k* ist. 

Das Integral von (6), welches fiir x —0O und fiir =I ver- 
schwindet, ist 

sin kx 
iad hea sin kl ® y (1). 
Man findet 
_ fix) ff AS 
Y=" + — 


sin ka /f(l) MO) 
sn kl \i2 kt ? -++) 


- Bee. oe 
sin kl i _ ey k" 





die Reihen brechen wieder mit k-" oder mit k-“—" ab; es ist 


sin ka 
Wn = Ben — gy Ba - 


Bei Beschriinkung auf das Gebiet d < arg k << a —@ kénnen wir das 
erste Glied von R, neben dem zweiten vernachlissigen und sin kz, 
ete = g tht sin kx 


sin kl durch -, —-<>, also ——~ durch e’*(‘-2) ersetzen. Dem- 
— 2 —2? sin kl 


nach ist Qt, bis auf Glieder, welche fiir lim k = co verschwinden, 
gleich 


x i 
. 


f n —ikzx n,—ikz ied 
¢¥ dl nh [ r= fo-vaz — (—1) =f elke F-Dda 
20 a 20 
0 0 
t 


n —ikx 
_— (—1)"e ef er ponds 
92>” 


x 


oder, wenn x = 1 — & gesetzt wird, gleich 


ik ¥ 
(- ye . { e~ tkE Fin—D dE, 


27” 
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Da der Grenzwerth dieses Ausdrucks ebenfalls gleich Null ist, so hat 
man 


lim R, — 0. 


Ersetzt man sin ke durch e#*(-2) und 
sin kl 


man, dass man schreiben kann: 


sin k(t — 


b—*) durch ek, so sieht 
sin kl 


"(4 Cn 
y—/*) —f@4+ —_ ae ae 


die Reihe bricht mit k~* oder k—™-" ab, und @, niahert sich gleich- 


miissig der Grenze Null, wenn k mit 0 < arg k < a — 0 ins Unend- 
liche geht. Demnach ist insbesondere 


lim k?Y = f*). 


§ 5. 
Die Differentialgleichung 
(7) oy + (k? —k, cos 2x)y = 0**), 


welche in der Stérungstheorie und als Differentialgleichung der Fune- 
tionen des elliptischen Cylinders in der mathematischen Physik vor- 
kommt, gehért in die in A. behandelte Classe. Wir bezeichnen mit 
F(z) das Integral von (7) mit den Anfangsbedingungen 

F(O) =1, F’(0)=0. 


Fiir grosse k besteht die asymptotische Gleichung 
F(z) e cos ka (q+ a we -) 


+ sinkx (% 4+ 24 ...), 


*) Man vergleiche damit den von Herrn Poincaré (Sur les équations de la 
Physique mathématique, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 1894) als 
wahrscheinlich hingestellten, aber nur theilweise bewiesenen Satz: Ist uw das 
Integral der partiellen Differentialgleichung 

au eu otu ae 
Oa? + oy® + Oz +k u=f, 
welches auf der Begrenzung eines Gebietes verschwindet, so hat man 
lim u = f, 


wenn die complexe Veriinderliche.& in irgend einer Richtung mit Ausschluss der 
positiven reellen Axe ins Unendliche geht. Vgl. Zaremba, Comptes rendus, Juli 1898. 

**) Vgl. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Ba, II, 
S. 228 ff. E 
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und zwar ist nach A. § 1 
% = 1, 


1 . 
9, = {7 A, sin 22, 


Po, = tJ (Msy-1 — hk, cos2a.qey1)dx (v=—1,2,...), 


1 .” , 
Pu=— > fiw. — k, cos 2%. M2,)dx — g3,(0) (v—1,2,...). 
% 


Um die Differentialgleichung (7) vermittelst successiver Anniherung 
zu integriren, setzt man 


ad? uy 


dx + he? = 0 
Gu, ie 
dat 4- Ie? tn = k, cos 2a - Un—t (m = 1, 2, - ++) 


und nimmt flir 7 = 0 
U=1, % =—0; ur —0, un =O (m—l,2,...) 
an. Man findet hieraus 
Um = ki F,, (2), 
wo F(x) von k, unabhingig ist. Bei Poincaré (a. a. O.) ist 
F(a)=F, +4, F, + he FL +... 
gesetzt; man hat dann 


&F, 
_ +h Fy = 0, 


7 


Che 
—— + hE, = Fras cos 2a (m = 1, 2,...) 


dx? 


mit den Anfangsbedingungen 





Fy (®) — 1, Fy (9) — 0, 
| F,,(0) =9, F,(0)=0, (m=—1,2,...). 
| Hieraus berechnet man 


F(a) = cos kz, 


cos (k +2)” — cos kx ms cos (k — 2)” — cos kx 
8(k + 1) 


F (2) = — 


“8k—-1)—' 


23° 
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cos (k++ 4)” — cos kx cos (k — 4)” — coskax 
F,(%) = — “eek +ine+ +  198¢—-)e—» 
cos (k + 2)” — cos ka cos (k + 2)" — cos kx 
7 64 (k +3) + 64(k — 1)? 
rN cos (k + 2) « — cos kx 4 cos (k — 2)% — cos kx 
64 (k + 1) (k —1) 64(k + 1) (k — 1) 
«sin ka + aw sin ka . 
~ 16k(k +1) 16k (k — 1) 
Allgemein erhalt man 
F,, (2) = A, cos kx + B,, sin ka; 


A,, und B,, sind rationale Funectionen von & mit den singuliren Stellen 


k=O, +1, +2,.... 


’ , 1 , 
Wenn man A,,, B,, in Potenzreihen von entwickelt und 


k 


> Ki An; > kt Bn 


m=0 m=O 


nach Potenzen von ; ordnet, erhiilt man wieder die oben A. § 1 an- 


geschriebene Entwicklung. Denn auch in A. § 4 wurde u,, = ki F,,,(x) 
als Summe von mit cos kx und sin kz multiplicirten Potenzreihen 


x 
von i dargestellt und > tin durch formale Addition gebildet. Jetzt 
m=0 

sind allerdings die Potenzreihen fiir A,,, B,, convergent, wenn |k| eine 
gewisse Grenze iiberschreitet, aber diese Grenze wiichst ins Unend- 
liche, wenn m unendlich gross wird. Es braucht nur gezeigt zu 
werden, dass, wenn eine Function w die fiir hinreichend grosse Werthe 
von |k| convergente Entwicklung 


w= ete(qg+ Pte )pee(+¢+--) 


zulisst und wenn gleichzeitig im Sinn von § 3 die asymptotische 


Gleichung 
um ete (ay + ++) e-e(6, 4+ B+ ---) 
besteht, 
a,=a,, b= B, (y= 0,1,2,...) 


sein muss. Angenommen, es sei a, = a,, b, = B, fir v= 0,1,...n—I], 
so ist 


e*2 (a, — oy) + e—**(b, — B,) 
4 ¢ite (“a . on :) fetta ( Patt dp -) = R,, 


wo lim e**R, oder lim e~***R, gleich Null ist, je nachdem & mit 
O<argk <a oder mit x < argk < 2a ins Unendliche geht. Wenn 

















-_ 
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man & in der einen oder in der anderen Art unendlich werden lisst, 
erhalt man b, = 8B, und dG, = a. 

Von Interesse ist das Vorhandensein dreier Entwicklungen der 


Function F(z). Man hat eine bestiindig convergente Potenzreihe von 
k?, die asymptotische Reihe 


cos ka (p+ a+ -+-) 4 sin Kea (St 4 98 4 +) 
und die Reihe 
> ki'(Am cos ka + By sin ka), 


u=0 


deren Coefficienten A,,, B,, rationale Functionen von k sind und welche 
fiir jeden endlichen Werth von k convergirt. 


g 6. 


Die Bessel’sche Function J, (2) sei definirt durch die Reihe 


a  @ , _ @ ) 


J) = tasty - cety treet pesy to 





welche fiir jeden Werth von und fiir jeden Werth von m convergirt 


(mit Ausschluss der negativen ganzen Zahlen, wenn der Factor rad 
weggelassen wird), Wir setzen fiir x einen festen Werth und be- 
trachten J,() als Function der complexen Veranderlichen n. 

Die Reihe 


> Wes 


r=) 


a\r 
—_ . 


1.2...0.(m-+1)...(n+ 2) 


wo 


gesetzt ist, ist, wenn 0 eine beliebig kleine positive Grésse bedeutet, fiir 
—ax+t+d<cagn<a—d 

unbedingt und gleichmissig convergent, Denn ist w eine ganze posi- 
tive Zahl, so ist |n + w|, die Entfernung des Punktes » vom Punkte 
—u, kleiner als die von —w auf die Gerade arg n=0 gefillte 
Senkrechte w sin 6, wo auch » in dem bezeichneten Gebiet liegen mag. 
Demnach ist 

(lel y 

seer. 


v! 


|u| < - 


? 
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woraus das Behauptete folgt. In demselben Gebiet ist die Reihe 


nt > wy (u = 1,2,...) 
vu 


gleichmiassig convergent. 


@o 


Die Reihe > ist in der Umgebung einer jeden Stelle », mit 


v=0 


Ausschluss der negativen ganzen Zahlen, die Reihe (n+u) >’ w, 


v=0 


wo u eine positive ganze Zahl ist, auch in der Umgebung von » = — u 

gleichmassig convergent. > % ist eine analytische Function von n, 
v=0 

welche keine anderen singularen Stellen besitzt als n = —1, —2, —3,.... 


Nun ist 
Saal n\ > 
ragy "P+ Pe 
yl 
eine ganze transcendente Function von » mit den Nullstellen 
n= -—1,—2,.... Setzt man ; 
ay 1 
J, = (=) ‘@+p)rm+ - (n+ 2% ? 

so sieht man, dass sich die Function J, auch bei n = — w regulir 
verhalt. Demnach ist J, eine ganze transcendente Function von n. 

Um deren Verhalten bei der Anniherung an die wesentlich singu- 


lare Stelle » = co zu untersuchen, kann man eine asymptotische Dar- 
stellung benutzen. Man hat 


1 1 
w= SBC) 
P n” * nf? 
wo 4, (-) eine fiir |n| > v convergente Potenzreihe bezeichnet; wir 
schreiben 
Cry cy, vr+1 Cc, “ ey 
Uy = ob +d se ee ea : 
n” ntl + ni“ - ni? 
wenn v < w ist; fiir v > w setzen wir 


ey 


Uy = ——e 
nt 


Wegen der gleichmassigen Convergenz der Reihe 
Bu bt Eup + Eupet: 


im Gebiet — x + 0 < argn< 2a—0O kann man @ so gross annekmen, 
dass in diesem Gebiet, wenn « eine beliebig kleine positive Zahl dar- 
stellt, 
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leeti + fer2 Fe |<y 
ist; ferner lisst sich R so gross wahlen, dass fiir 
\nj| >R, —a+d0<cargn<a—d 


Je teat-s- + el< 5 
ist. Setzt man 


& te beter = Mm, 
so wird 


on 


%, <= $49 oa de ae 
ee +e te 
=U 

und zwar ist 
lyul <é 


fiir 
jnj>R, —x+0<argn<a—d. 


Die Reihe > ty wird also durch die Reihe 


v=0 





i+ " + ~ 4... 

gleichmissig asymptotisch dargestellt, wenn » mit 

—az+d<argn<a—d 

ins Unendliche geht. In demselben Sinn*) gilt die asymptotische 
Gleichung 


1 
log mea log n — log [(n) 


oO — (n + =) log n+ n — log W2x — : = oe —— +s 
oder 
t we (+ 2) logan ae owt". 

T (n+ 1) V2x 

Demnach besteht eine asymptotische Gleichung von der Form \ 
x 1 ’ . 
J.verltees)- G+ 2)" (Gy 4 4 S + -+), i 
worm 
1 ‘ 
’ 
Cy boss V2n 


ist; d.h. setzt man, unter w eine ganze positive Zahl verstehend , 





*) Vgl. Stieltjes, Liouv. Journ, 1889. 
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n{i-+1 =) — n+) loge - C C P 
Je = 6 ( °¢5) ( z) . (c,+ tps fp £ + *), 
so nihert sich [, gleichmiassig der Grenze Null, wenn » mit einem 
Argument zwischen — x + 8 und x — 6 ins Unendliche geht. 


§ 7. 
Wir betrachten die Gauss’sche Reihe 
a.B a(a+1).B(B+1) » oe 
F(a, B, y, x) 1+ c.*? 1.2. y(y +1) a* + 
als Function eines der drei ersten Elemente «, 6, y, waihrend wir den 
beiden anderen und x feste Werthe beilegen. 

Zuniichst fassen wir F(a, B, y, x) als Function von y auf (|x| <1). 
Diese Function wird unendlich von erster Ordnung fiir y=0,—1,—2,..., 
wahrend sie sich im Endlichen sonst iiberall regulir verhilt. Da die 
Function ra} die Nullstellen erster Ordnung y = 0, —1, —2,... be- 
sitzt, so ist 

F(a, B, y, x) 
P(y) 
eine ganze transcendente Function von y, also F(a, B, y, z) der Quo- 
tient zweier ganzen transcendenten Functionen von y. Durch Ent- 


wicklung der einzelnen Reihenglieder nach Potenzen von - erhilt 


man (wie in § 6) eine asymptotische Gleichung von der Form 
H (a, B, y, 2) Ol+ + = fe soe, 


welche gilt, wenn y im Gebiet — x < arg y < x ins Unendliche geht. 
Wir betrachten weiter F(a, B, y, x) als Function von a Um das 
Verhalten dieser ganzen transcendenten Function bei der Annaherung 
an die wesentlich singulaire Stelle @ oo zu untersuchen, benutzen 
wir die Formel*) 
F(a, B, 7, x) 
a Ate a-8 x—1 
= Fe ren tO FG b—yt+let+p+1—7,7>) 
F(y)F@+B—y) 15 ~y-s-0 FF x1 
+ F(a) F(B) — a8 ¥(1—ax)r bE (1 —B,y—B, y—a—B-+1, x 1 1 
und zwar nehmen wir, damit alle Reihen zugleich convergent sind, 


den reellen Theil von x grosser als 5 und den absoluten Betrag von 
x kleiner als 1 an. 


*) Schlesinger, lin. Diffgl. Bd. I. 
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Man hat 
B, 


log F(a) oo (a — 5) log a — a + log /2x + , so" 
fiir 
lima =0oo, —a<arga<a 
und 


log F(a + B — 7) ~ («+ B—y— $) log (a +h—7)—a—B+y 

eee 
+ log V2 + raete—n 
fiir ; 
lim (a+ B—y)= co, —m<arg(a+B—y7) <2 
oder 
log F(a-+B—y) vo («+fB—y — +) loga—a+- 
wo an Stelle der Punkte eine Potenzreihe von + steht, fiir . 


lim a@=oo, —a <arga <a. 
Es ist demnach 


T(e+ 38—y) i 1 
a wee (=) 
fiir 

-~ueCoarga<c a. 
Man hat ferner 


log i ae 


+ log Y2x + ray — aes 


fiir 
lim (vy — @) = co, —a<arg(y—a)<a 
und 
log F (py — « — B) ~ (y—« —B — 5) log (y—a — 8) —y +a +6 
+ log Y2x + 5 eer sl 
fiir 


lim (y —a@— B) =00, —a < arg (y—a—B) <a. 
Die beiden asymptotischen Gleichungen gelten bei festen Werthen 
von 6 und y fiir lima =co, —a < arg(—a) << a. Nimmt man 
arg (— 1) = — a, so hat man die asymptotische Gleichung 


Fee Ve emrB(=) 


fiir 


O<arga < 2x 
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oder, was dasselbe ist 
T(y— « — 8) nttenn,~sesetnt 2 
gta? come eB(s) 
fiir 
—2na <arga <0. 


Auf diese Weise erhailt man eine asymptotische Gleichung von 
der Form 


F(c, B, 7, 2) 00 e@-Mleea—aloga—a) 9p, (2) 4 e-Atoeeys, (1) 


fiir den Fall, dass « mit einem Argument zwischen 0 und x ins Un- 
endliche geht, wihrend 


nN 1 = —3niaM 1 
F(a, B, 7,2) 0 e@—Mioge—atogt— 98, (1) 4 ¢- Alora e-2aiays, (+) 
ist, wenn a mit — x < arg « < 0 unendlich gross wird*). 


Darmstadt, 30. Dezember 1898. 


*) Vgl. die Untersuchung der Legendre’schen Polynome X,, sowie der Poly- 
nome F'(a-+-n, —%, y, x) fiir grosse m (Darboux, Mémoire sur l’approximation 
des fonctions de grands nombres, Liouv. Journ. 1878). 














Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Substi- 
tutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende 
Coefficienten auftreten, intransitiv sind. 


Von 


Herrich Mascuxe in Chicago. 


In meiner Arbeit*) ,,Ueber den arithmetischen Charakter der 
Coefticienten der Substitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen“ 
habe ich folgenden, dort als Hilfstheorem Gate VII, 1. c. pag. 497) 
benutzten, Satz bewiesen: 

» Ist eine endliche Gruppe linearer Substitutionen von n Variabelen 
gegeben, welche mindestens eine Substitution S enthilt, deren charakte- 
ristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln besitzt, und weiss man, 
dass die Gruppe, nachdem man sie so transformirt hat, dass S in der 
kanonischen Form erscheint, so beschaffen ist, dass in ihren séimmtlichen 
Substitutionen mindestens ein (nicht in der Hauptdiagonale stehender) 
Coefficient durchgehend Null ist, so zerfillt die Gruppe in zwei Systeme 
von je r und n —r Variabelen, in deren jedem sich die r, resp. n —r 
Variabelen nur unter sich linear substituiren“. 

Im Folgenden soll bewiesen werden, dass die in diesem Satze 
enthaltene Einschrinkung beseitigt werden kann. Kommen wir iiber- 
ein, lineare Substitutionsgruppen, die sich so transformiren lassen, 
dass die Variabelen der transformirten Gruppe sich in eine Anzahl 
von Systemen derartig zerlegen lassen, dass sich die Variabelen eines 
und desselben Systems nur unter sich substituiren, intransitiv zu nennen, 
so soll also in voller Allgemeinheit bewiesen werden: 

Jede endliche lineare Substitutionsgruppe, im deren stimmtlichen 
Substitutionen ein (nicht in der Hauptdiagonale stehender) Coefficient 
durchgehend Null ist, ist intransitiv. 

Was die Bezeichnung anbetrifft, so sollen fiir die jeweiligen n? 
Coefficienten der Substitutionen A, A’,... B, ete. der vorliegenden 


*) Diese Annalen, Bd. 50, pag. 492. 
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Gruppe G die eutsprechenden kleinen Buchstaben gewahlt werden, 
sodass also die Substitution A z. B. so lautet: 


(1) i= Sane (=1,2,...0). 
k=1 


Von dem Coefficienten (7, k) sage ich, er sei durchgehend Null, wenn 
in jeder Substitution der Coefficient von z, in dem linearen Ausdruck 
fiir 2; Null ist, und bezeichne dies durch (i, k) =0, wihrend (7, k) == 0 
bedeuten soll, dass der Coefficient (¢, &) nicht durchgehend Null ist, 
somit natiirlich nicht ausgeschlossen ist, dass dieser Coefficient in 
einzelnen Substitutionen der Gruppe verschwindet, Ein fiir alle Mal 
kommen hierbei nur solche Coefficienten in Betracht, fiir welche i + k. 


$1. 


Ich beweise zuniichst folgendes Lemma: 

Ist eine lineare Substitutionsgruppe (von endlicher oder unendlicher 
Ordnung) so beschaffen, dass es méglich ist, aus einer Zeile, etwa der 
i, eine Anzahl, etwa m, Coefficienten 


(6&,), (6h), .-~ (Shem) (&,, yy... bn +8) 
so herauszugreifen, dass jede der Determinanten 
Qik, Qik,» cee Aix, | 


w” ” ” 
Dik,» Gikyy ++ + Gik 


(2) 


| (m) (m) (m) 
| Mik,» Gikjy +++ Gikn 


gebildet aus den entsprechenden Coefficienten jeder modglichen Combination 
von je m Substitutionen A’, A”, ... A™ der Gruppe, verschwindet, so 
liisst sich die Gruppe so transformiren, dass mindestens einer der Coef- 
ficienten (ik,), (ik.), ... (tkn) im der transformirten Gruppe durch- 
gehend Null ist. 

Zum Beweise greife man eine derjenigen Determinanten heraus, 
welche den héchsten Rang, etwa e, (e < m), besitzen. Sei dieses die 
Determinante (2), wo wir uns jetzt also die Substitutionen A’, A”,... A 
fixirt denken. Dann sind @ der Gréssen 
(3) Otnen + ante, + +++ + af, ee 


m m 





(fiir @ Werthe von 4) linear unabhiingig. Seien dies die @ ersten, 
also die Ausdriicke (3) fiir 4 = 1,2,...@, die wir entsprechend mit 
Yary +++ Yoo bezeichnen. Halten wir jetzt die zugehérigen Substitu- 
tionen A’, A”, ... Al) fest, und lassen den Rest A+), ... A iiber 
die ganze Gruppe variiren, dann sind die zugehérigen Ausdriicke (3) 
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simmtlich linear durch die @ Gréssen y ausdriickbar, da jede der ent- 
sprechenden Determinanten (2) vom Range @ ist. Der Ausdruck (3) 
constituirt aber in der Substitution A® gerade einen Theil der linearen 
Function z;. In jeder Substitution wird also dieser Theil, welcher 
urspriinglich die m Variabelen z,, ... 2,, enthielt, durch die e(@ < m) 
Variabelen yz, ..- yx, ersetzt. Fihrt man daher diese g Gréssen y an 
Stelle von @ der Variabelen 2,, ... 2,, (welche letzteren man nur so 
zu wihlen hat, dass die @ Gréssen y mit den iibrig bleibenden 
m — @ Gréssen z¢ linear unabhingig sind, was wegen der linearen 
Unabhingigkeit der y stets mdglich ist), so enthalt die so trans- 
formirte Gruppe in der ¢'" Zeile m— @ durchgehende Nullen, also 
mindestens eine, qu. e. d, 

Als Corollar zu obigem Lemma sei noch erwiihnt, dass sich 
durchgehende Nullen stets einfiihren lassen, wenn die Ordnung der 
Gruppe mindestens um zwei kleiner ist, als die Anzahl der Substitutions- 
variabelen. Die zugehorige Transformation bestimmt man in ihnlicher 
Weise wie soeben, 


§ 2. 

Sei also jetzt eine Gruppe G vorgelegt, welche durchgehende 
Nullen enthilt. Wir greifen alsdann diejenige Zeile heraus, in welcher 
die Maximalanzah] durchgehender Nullen vorkommt, und _ bewirken 
durch eine geeignete Vertauschung der Indices der z, dass jene Zeile 
die erste wird, und dass die durchgehenden Nullen simmtlich an das 
Ende der ersten Zeile zu stehen kommen. Wir setzen also voraus, dass 


(4) (1,4)=0 fir K=r+l1,...n, 
(5) (1,%)5=0 fir Ko 2,3, ... 747. 
Nunmehr bilden wir in der Substitution AB, wo A und BP irgend 
zwei Substitutionen von G bedeuten, die Coefficienten (1, /) fiir 
k=r+1,...m. Dann folgt aus (4) in Anbetracht von 

a, =b,—0 (ko=r+l1,...n) 
folgendes Gleichungssystem : 


r 


(6) aah =0 (k=r$1,...0). 


4=2 


Diese Gleichungen gelten fiir jede zwei Substitutionen A und B aus G. 

Wir greifen jetzt solche r —1 Substitutionen A’, A”, ... A’—" 
aus G heraus, fiir welche die aus den zugehdérigen Coefficienten der 
ersten Zeile gebildete Determinante 
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, , , 
aig, 13, s+. Gir 
ais a3 ay 

125 135 EL ie Ir 
(7) R= 
(r—1 (r—1) (r—1) 
| ig "s M13 +++ Gr 


nicht verschwindet. 

Falls dies nicht méglich sein sollte, kénnen wir nach dem in § 1 
bewiesenen Lemma, resp. Corollar, die Gruppe so transformiren, dass 
zu den bereits in der ersten Zeile befindlichen » — r durchgehenden 
Nullen noch weitere hinzutreten. Diese Transformation denken wir 
uns bereits durchgefiihrt, so dass nunmehr also eine der Determinanten 
R von Null verschieden sein muss, es sei denn, dass iiberhaupt simmt- 
liche Coefficienten der ersten Zeile mit Ausnahme von (1, 1) durch- 
gehend Null sind, fiir welchen Fall jedoch der in diesem Paragraphen 
zu beweisende Satz unmittelbar giiltig ist. 

Setzen wir jetzt: 


(8) > ate = ays (A=1,2,...r—1), 
i=2 


so sind die so definirten r — 1 Gréssen y in Folge von R + 0 linear 
unabhiingig. Diese Gréssen y unterwerfen wir nun der, als allgemein 
angenommenen, Substitution B der Gruppe G. Man erhiilt: 


vis = Dalle’ = >) D) albus (4=1,2,...7—1). 
t=3 kteanl i=2 
Aber in dem letzten Ausdruck verschwinden die Coefficienten von 
Zrtiy S42, --+ 2n in Folge der Gleichungen (6); also ergiebt sich 


(9) vis =>) >) al? diner (A=1,2,...r—1). 


k=1 i=2 


Driickt man nun mittelst (8) 2,, 2,,... 2, durch y,, Y3,..- Y, aus, und 
setzt in (9) ein, schreibt ferner der Gleichférmigkeit wegen noch y, 
statt 2,, so erscheint y,’, y.,... Y, in jeder Substitution von G@ als 
lineare Function von y,, y.,...Y, allein. Hiermit ist folgender Satz 
bewiesen : 

Ist in einer endlichen oder wnendlichen linearen Substitutionsgruppe 
mindestens ein nicht in der Hauptdiagonale befindlicher Coefficient durch- 
gehend Null, so lisst sich die Gruppe stets so transformiren, dass sich 
eine geringere Anzahl von Substitutionsvariabelen absondern liisst, welche 
nur unter sich substituirt werden. 

Schematisch lisst sich also die Matrix einer jeden Substitution 
der so transformirten Gruppe folgendermassen darstellen: 
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Q, | Rk, =0 


R | @ . 

wo Q, und Q, Quadrate aus resp. r? und (n — 1)? Elementen, R, ein 
Rechteck aus r Zeilen und » — r Colonnen bedeutet, dessen simmtliche 
Elemente Null sind, R, endlich ein Rechteck aus » —r Zeilen und 
ry Colonnen. Hierbei ist r irgend eine der Zahlen von 1 bis » —1. 


; § 3. 

Im Folgenden nehmen wir an, dass die soeben beschriebene Trans- 
formation der Gruppe vollzogen, dass also jede ihrer Substitutionen, 
die wir nun wiederum in den Variabelen z schreiben, in der Form (10) 
gegeben sei. Ich habe jetzt des Weiteren zu beweisen, dass, falls die 
Ordnung unserer Gruppe endlich ist, was wir nunmehr annehmen, 
durch eine neue Transformation sich bewirken lisst, dass auch die in 
dem Rechteck R, befindlichen Elemente durchgehend Null werden. 

Zu diesem Zwecke transformire ich die Gruppe in die Hermite’sche 
Normalform*), aber so, dass die schon in R, befindlichen durch- 
gehenden Nullen nicht zerstért werden. Dies lasst sich in folgender 
Weise erreichen. Ich setze: 


= >) day (¢=—1,2,...97), 





(10) 


(11) ik 
a=%+ > dam (¢=r+1,r+2,...m). 
t= 1 
Sei jetzt 
(12) H = > cis ashe (pi = Gx) 


i,k=1 
eine fiir die Gruppe invariante Hermite’sche Form. Hierin mache man 
die Substitution (11) und berechne die Coefficienten von 


Yr+ty Yr+2, eee Yn- 
Man findet als Coefficienten von 9, folgenden Ausdruck: 


(13) > > tiv dine + >) apt (u=r-+1,...m). 

i=1 k=1 k=r+1 
Ich suche nun die Gréssen A;;, so zu bestimmen, dass in den » — r Aus- 
driicken (13) die Coefficienten von y,, y,,... Y- Null werden. Dies 
erfordert die Lésung der folgenden » — r Gleichungen in Bezug auf 
die » Unbekannten w,, u., ... Un: 


*) Siehe das in diesen Annalen Bd. 50, pag. 497 gegebene Citat. 
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(14) > aint: = 0 (u=r-+1,...n). 

i=1 
Wie immer auch die «;, beschaffen sein mégen, so liisst sich diesen 
Gleichungen stets durch n —(m—r)=—~r linear unabhiingige Lisungs- 
systeme 
(15) umd, (t—1,...n;k—1,...1) 
geniigen. Es giebt also unter den Determinanten r'** Grades dieser 
n.vr Gréssen 4;, sicher eine, welche nicht verschwindet. Sei dies 
die Determinante |4;,| fiir 1,4 —1,2,...r. Die mit diesen so 
gewihlten Werthen der 4;, gebildeten Gréssen (11) sind alsdann 
erstens linear unabhingig, zweitens werden durch ihre Kinfiihrung die 
in R, befindlichen durchgehenden Nullen nicht afficirt, und endlich 
wird durch (11) die Form (12), wie aus (13) (14) und (15) folgt, in 
folgende Form transformirt: 


(16) H= a Bix YiYe + PA Bik Yi Ye - 
i,k=1 i,k=r+1 
Nunmehr kann durch lineare Transformation der y,,... y, unter 
sich, als auch der ¥,41, ... Y, unter sich bewirkt werden, dass sowohl 
der erste, als auch der zweite Summand von H in (16) in die Normal- 
form iibergefiihrt wird (wobei wiederum die in R, befindlichen Nullen 
nicht afficiert werden), H also die Normalform 


Hae > ni 


¢=s1 


annimint. 

Nunmehr folgt, dass in der so transformirten, in den 2; geschrie- 
benen Gruppe auch sammtliche in dem Rechteck R, befindlichen 
Coefficienten ohne Weiteres durchgehend Null sein miissen. Da niim- 
lich die Gruppe jetzt auf die Hermite’sche Normalform reducirt ist, so 
muss in jeder Substitution jeder Coefficient gleich dem conjugirten 
Werth des Quotienten seiner Unterdeterminante » —1'" Grades durch 
die Substitutionsdeterminante sein*). Bildet man aber die Unterdeter- 
minanten  —1'e" Grades der in dem Rechteck R, befindlichen Elemente, 
so sieht man sofort, dass dieselben siimmtlich verschwinden, weil jede 
derselben die r(n—vr) Nullen von R, enthalt. Also muss jedes Element 


in R, durchgehend Null sein. Hiermit ist der im Eingange formulirte 
Satz bewiesen. 


University of Chicago, December 1898. 


*) Vgl. |. ce. pag. 497, 


























Ueber allgemeine Thetaformeln. 


Von 


A. Krazer in Strassburg i. E. 


Herr Prym und ich*) haben gezeigt, wie man zu Thetaformeln 
von allgemeinem Charakter dadurch gelangen kann, dass man in der 
ein vorgelegtes Product von » Thetafunctionen von je p Verinderlichen 
darstellenden np-fach unendlichen Reihe an Stelle der bisherigen Sum- 
mationsbuchstaben neue vermittelst einer linearen Substitution mit 
rationalen Coefficienten einfiihrt. Diese unsere Untersuchungen be- 
diirfen nach mehreren Richtungen der Ergiinzung. 

1, Die von Herrn Prym und mir angewandte Methode der Um- 
formung unendlicher Reihen ist, wie wir tibrigens schon bei Beginn 
unserer gemeinschaftlichen Untersuchungen bemerkt haben, nicht auf 
Thetareihen beschriinkt, sondern auf ganz beliebige unendliche Reihen 
anwendbar. Im ersten Abschnitte der vorliegenden Abhandlung wird 
dieses Princip der Umformung unendlicher, insbesondere mehrfach 
unendlicher Reihen durch Einfiihrung neuer Summationsbuchstaben 
vermittelst einer linearen Substitution mit rationalen Coefficienten, 
von allem Zufalligen, was ihm bei der Anwendung auf Thetareihen 
anhaftet, entkleidet, in der vollen Allgemeinheit dargestellt**). 

2. In den Formeln, welche die soeben genannten Umformungen 
unendlicher Reihen zum Ausdrucke bringen, kommen gewisse positive 
ganze Zahlen vor, welche als die Anzahlen der Lésungen von Systemen 
linearer Congruenzen auftreten. Auf die Bestimmung dieser Zahlen, 


*) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. Acta math, Bd. 3 
(1883) pag. 216, 

Krazer und Prym, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Theta- 
functionen, Leipzig 1892. 

**) Mit dieser Umformung unendlicher Reihen beschiftigt sich auch eine 
inzwischen erschienene Abhandlung des Herrn Huebner, Ueber die Umformung 
unendlicher Reihen und Producte mit Beziehung auf die Theorie der elliptischen 
Functionen (Progr, Kinigsberg 1891), deren Resultate aber nur im Falle einfach 
unendlicher Reihen mit den hier angegebenen tibereinstimmen, 
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die zuerst von Henry St. Smith*) und spiater aber unabhingig davon 
von Herrn Frobenius*™) angegeben wurde, ist von Herrn Prym 
und mir nirgendwo eingegangen worden, Sie wird im zweiten Ab- 
schnitte der vorliegenden Abhandlung in Anlehnung an die soeben 
citirte Abhandlung des Herrn Frobenius, aber auf einem von dem 
dortigen verschiedenen Wege durchgefiihrt. 

3. In den Untersuchungen von Herrn Prym und mir ist die Frage 
nach der allgemeinsten linearen Substitution mit rationalen Coefficienten, 
durch welche ein gegebenes Product von » Thetafunctionen von je p 
Verinderlichen in ein Aggregat solcher Producte iibergefiihrt wird, und 
damit die Frage nach der allgemeinsten einschliigigen Thetaformel 
nirgendwo beantwortet worden. Nur die von uns angegebene Um- 
formung einer einzelnen Thetareihe***) ist die allgemeinste derartige 
Umformung; bei der Umformung eines Products von mehreren Theta- 
functionen+) dagegen legten wir der Substitution, vermittelst ‘ee 


an Stelle der bisherigen »p Summationsbuchstaben m‘?) (C ce 2. io 


= 1,2,...,% 


np neue Summationsbuchstaben n/¢ 7 eingefiihrt wit 
P * \u=—1,2,....p 8 


von vornherein freiwillig die Beschriinkung auf, dass sie in jeder ihrer 
Gleichungen nur Gréssen m und » mit demselben unteren Index u 
enthalte. Es wurden also bis jetzt neben den Substitutionen zur Um- 
formung einer einzelnen Thetafnnction (Substitutionen EF) nur eine 
ganz besondere Art von Substitutionen zur Umformung eines Pro- 
ductes von mehreren Thetafunctionen (Substitutionen D) in Betracht 
gezogen, und wenn wir auch als wahrscheinlich ansahen, dass aus 
diesen beiden Arten von Substitutionen die allgemeinste Substitution S, 
welche ein Product von » Thetafunctionen von je p Veriinderlichen 
in ein Aggregat von solchen Producten iiberfiihrt, zusammengesetzt 
werden kénne, so war es uns doch nicht gelungen, einen Beweis fiir 
die Richtigkeit dieser Vermuthung zu erbringen. Dieser Beweis wird 
im dritten Abschnitte der vorliegenden Abhandlung gefiihrt. 

4. Von Herrn Prym und mir ist die Stellung unserer Theta- 
formeln zu den von andern Autoren veréffentlichten nirgendwo erdrtert 
worden. Dieser Aufgabe ist der vierte Abschnitt der gegenwirtigen 
Abhandlung gewidmet. Es zeigt sich dabei, dass von den den Sub- 
stitutionen al entsprechenden Thetaformein friiher nur ganz specielle 


*) Smith, On Systems of Linear Indeterminate Equations and Congruences 
(1861). Coll. math. Papers, Vol. 1, pag. 367, 
**) Frobenius, Theorie an linearen Formen mit ganzen Coefficienten. 
J. fiir Math, Bd, 86 (1879), pag. 146. 
***) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc. pag. 70. 
+) Krazer und Prym, a. a, O. pag. 16. 
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Fille bekannt gewesen waren. Etwas anders liegt die Sache fir die 
zu den Substitutionen D gehérigen Thetaformeln. Von ihnen war die 
dem Werthe r= 1 entsprechende Formel fiir Producte von je zwei 
Thetafunctionen bereits 1854 von Schréter seinen Untersuchungen 
tiber die Modulargleichungen zu Grunde gelegt und auf Producte von 
beliebig vielen Thetafunctionen 1866 von Herrn Gordan ausgedehnt 
worden. Ohne damals diese Formel des Herrn Gordan zu kennen, 
gelangten wir 1884 in naturgemisser Fortsetzung friiherer Unter- 
suchungen*) zur Verallgemeinerung der Schréter’schen Formel. 
Bevor wir die von uns gefundene Formel veréffentlichten**) war auf 
anderem Wege und gleichfalls unabhingig von Herrn Gordan Herr 
Krause zu der nimlichen Formel gekommen und hatte dieselbe unter 
dem Namen ,,Additionstheorem zwischen Thetafunctionen mit verschie- 
denen Moduln“ Untersuchungen iiber die Transformation der Theta- 
functionen zu Grunde gelegt. 


Erster Abschnitt. 


Ein allgemeines Princip der Umformung unendlicher, insbesondere 
mehrfach unendlicher Reihen. 


Es sei gegeben eine g-fach unendliche absolut convergente Reihe: 
= 
(1) W => Fm |---/m), 
mys-5Mp 
deren allgemeines Glied f(m,|--+|m,) im Uebrigen eine beliebige Func- 
tion der Summationsbuchstaben m,,..., m, und anderer Gréssen, 
Variablen und Constanten, sein mége, und bei der die Summation so 
auszufiihren ist, dass jede der g Gréssen m unabhiingig von den an- 
deren die Reihe der ganzen Zahlen von — oo bis + oo durchiiuft, 
sodass an Stelle des Systems der g Summationsbuchstaben m,, .. .. mz 
jede Variation mit Wiederholung zur g'” Classe tritt, die man aus 
den tiberhaupt existirenden ganzen Zahlen als Elementen bilden kann. 
In dieser g-fach unendlichen Reihe fiihre man jetzt an Stelle der bis- 


herigen Summationsbuchstaben m,, ..., m, neue ”,,..., % ein mit 
Hilfe einer linearen Substitution von der Gestalt: 


(2) rmy => a.m, (u=1,2,...,q) 
v=1 


*) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. Acta math. Bd. 3 
(1883), pag, 216. 

**) Eine Mittheilung der Formel, aber ohne die Absicht der Verdéffentlichung 
geschah an die Miinchener Akademie am 11. August 1885. 


24% 
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bei der r eine positive ganze Zahl, die a ganze Zahlen mit nicht ver- 
schwindender Determinante sind. Man erhilt dann, wenn man den 
Ausdruck, in den das allgemeine Glied f(m,| - - - |m,) durch Kinftihrung 
der Gréssen n iibergeht, mit g(m, |---| ,) bezeichnet, also: 


(3) f(m, | - + - | mq) = g(m, | + - + | m4) 
setzt: 


(4) W =>) o(m| +++ | m), 


und es ist die Frage auf die Alles ankommt, die, wie hier tiber die n 
summirt werden muss. Diese Frage ist vorerst folgendermassen zu 
- beantworten. Bezeichnet man die Determinante der g? Zahlen a,, mit 
A und die Adjuncte von a,, in dieser Determinante mit @,,, so folgt 
aus den Gleichungen (2) durch Auflésung nach den » als Unbekannten: 


q 
(5) aia 5 > cure, (v=1,2,...,9) 
ul 


und es muss daher die auf der rechten Seite von (4) angedeutete 
Summation nach den m in der Weise ausgefiihrt werden, dass man 
an Stelle des Systems der g Summationsbuchstaben m,,..., m, ein jedes 
der Werthesysteme und jedes einmal setzt, welche sich aus den Glei- 
chungen (5) ergeben, wenn man darin an Stelle des Systems der 
q Buchstaben m,,..., m) eine jede der Variationen mit Wiederholung 
zur g'" Classe aus den iiberhaupt existirenden ganzen Zahlen als 
Elementen treten lisst. 

Zur directen Bestimmung dieser Werthesysteme, von denen man 
jedenfalls sagen kann, dass keine zwei unter ihnen mit einander iiber- 
einstimmen, muss das System der durch die Gleichungen (5) als 
Functionen der ganzen Zahlen m definirten Gréssen genau unter- 
sucht werden. Zu dem Ende bezeichne man mit @, den kleinsten 
positiven Rest der Zahl m, nach dem Modul A und setze: 


(6) Mm, = Am, + Qu- (u=1, 2,...,9) 


Fiihrt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (5) ein, so zerfillt 


jede Grésse n, in einen ganzzahligen Theil m,’ und einen Bruch, in 
der Form: 


q 
(7) My = 05 + 5 >) ur Qu (v=1,2,...,9) 
w= 


Die m’ sind ganze Zahlen von besonderer Art; anstatt auf ihre Aus- 
driicke in den m’ einzugehen, bemerke man, dass fiir die ’ jedenfalls 
nur solche ganze Zahlen auftreten, welche nach Einfiihrung der ihnen 
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eutsprechenden Ausdriicke (7) in die Gleichungen (2) fiir die m ganze 
Zahlen liefern. Setzt man aber aus (7) in (2) ein, so folgt: 


q 
(8) rMy = > ausn + 7rQu, (w=1,2,...,q) 
v=1 
und man erhilt daher fiir die ganzen Zahlen n’ die Bedingung, dass: 
q 
(9) > ayy = 0 (mod. r) (w=1,2,...,9) 
v=1 


sei, Sind diese Bedingungen erfiillt, dann entsprechen den zu solchen 
n gemiiss den Gleichungen (7) gehdrigen Gréssen » in der That ganze 
Zahlen m. Bildet man daher die Summe: 


0,1,++-,Y—1 —By++y = ~ 


(10) a « g (mi +%]---[m + %), 


Cire, “~ "s 


bei der zur Abkiirzung: 
q 
(11) Gr = 1 >) ey Oe (vexl,2,..-,9) 
u=1 

gesetzt ist, und bei der, indem V den absoluten Werth von A be- 
zeichnet, iiber jedes @ frei von 0 bis VY — 1 summirt wird, fiir das 
System der gq Summationsbuchstaben »’ aber nur jene aus ganzen 
Zahlen gebildeten Variationen mit Wiederholung zur q'" Classe zu 
treten haben, welche in ihren Elementen den Congruenzen (9) geniigen, 
so enthalt diese Summe nach dem soeben Bemerkten alle Glieder der 
Summe (4) und keine anderen Glieder; und es fragt sich nur noch, 
ob sie auch jedes Glied der Summe (4) nur einmal oder ob sie es 
mehrere Male enthialt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ob alle 
Glieder der Summe (10) von einander verschieden, oder ob sie theil- 
weise einander gleich sind. Um diese Frage zu entscheiden, greife 
man ein bestimmtes Glied der Summe (10) heraus; es ist bestimmt 
durch gewisse den Congruenzen (9) geniigende ganze Zahlen m’ und 
gewisse positive ganze Zahlen g aus der Reihe 0,1,---,-V—1. Soll 
ein anderes Glied, charakterisirt durch andere Zahlen n” und o ihm 
gleich sein, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass fiir 
Pam 5,2, « . 1 G? 


, r ” r 
My + Az Doves = ny + A > Guy Ou 
u=l1 


u=l 


sei; dann muss aber jedenfalls: 








374 A, Krazer. 


¢ Seno(eo—o) = 0 (mod. V) (vy—1,2,...,¢) 


u=l1 
sein; ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt und setzt man: 


q a 


qg 
1 >) tur Qu = 1 >) Mur + Ag, (y==1,2,....9) 


u=l1 ul 


so braucht man nur: . ; 

Ny = ny + (v=1,2,...,9) 
zu nehmen, dann sind in der That die beiden Glieder der Summe 
einander gleich. So oft also die Congruenzen: 


q 
(12) 7 >) curity = 0 (mod. V) (v= 1,2,...,) 


u=1 


durch Zahlen x aus der Reihe 0, 1,---, V—1 befriedigt werden 
kénnen, so oft kehrt jedes Glied der Summe (10) bei weiterem Fort- 
gange der Summation wieder. Heisst man daher diese Anzahl o’, so 
ist die Summe (10) das o’-fache der Summe W und man hat: 


Qlyess. V—! Osseo = = 

(a3) wWw=t S 3 g (ni + 8 --- [ni + 2). 

G98, mi ery 

In dieser Gleichung bedeutet also o’ die Anzahl der Lésungen — um 
anzugeben, dass es sich dabei nur um jene Lisungen handelt, die aus 
Zahlen der Reihe 0,1,---,V — 1 gebildet sind, sei genauer gesagt 
»Normallésungen‘‘ — des Congruenzensystems (12), iiber jedes 9 ist frei 
zu summiren von () bis V— 1, iiber die ’ von — oo bis + oo, jedoch 
diirfen hier nur jene Zahlensysteme genommen werden, welche die 
Congruenzen (9) erfiillen. Von dieser Beschrinkung der Summation 
kann man sich aber leicht auf folgende Weise befreien. 

Multiplicirt man das allgemeine Glied der Summe in (13) mit 
einem Factor, der den Werth 1 hat, wenn die ’ solche ganze Zahlen 
sind, die den Congruenzen (9) geniigen, dagegen den Werth Null, 
wenn die Zahlen n’ diesen Congruenzen nicht geniigen, so wird durch 
Einschiebung dieses Factors F’, der in seiner Wirksamkeit mit dem 
Dirichlet’schen discontinuirlichen Factor der Integralrechnung zu 
vergleichen ist, zuniichst der Werth der Summe (13) nicht geindert; 
nachdem er aber eingeschoben ist, darf jetzt die Beschrinkung der 


Summation nach den nm’ einfach weggelassen werden, und man darf 
schreiben: 
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0,1,++-, V—1 — &, + +*,-- 


(14) W=— bs SP g(m +21 It ’ 


Gis 0g Maree Mg 


wo jetzt iiber jedes o frei von 0 bis VY — 1 und tiber jedes n frei von 
— oo bis + co summirt wird. Es handelt sich jetzt nur noch um die 
Bildung eines solchen Factors F. Beachtet man aber, dass die Grésse: 


q 
—% Li WO yy) Oy 
as) .-3.™ 
6,=0 


den Werth r besitzt, wenn die Zahlen » die Congruenz: 


q 


> ay yy = 0 (mod. r) 


v=1 


erfiillen, dagegen den Werth 0, wenn sie dies nicht thun, so sieht 
man sofort, dass: 


Ms= 


I 


q 

O,1,--+,r7—1 2ni ayy hyo 

16 F fife-.- fy 1 r —| oe 

(16) SS — FO — é 
vr rt 

Gi 5°*8q 


ein Factor der vorher verlangten Art ist. Setzt man aber diesen Aus- 
druck an Stelle von JF’ in (14) ein und vertauscht noch unter der 
Voraussetzung der absoluten Convergenz der neuen unendlichen Reihen 
die Summationsordaung, so erhilt man die Gleichung: 


O,1,++-,Y—1 O,1,++-,7—1 
1 
(17) W =, 
r’o 
Ors" 0g Gy" O 


q 4 
aw, 27% > 4 6 : = = 
T pHi — 1 &9 
€ g mal lm ty ’ 


Myr yg 


welche die gewiinschte Umformung der gegebenen unendlichen Reihe 
darstellt, und der man schliesslich, weil: 


q 


> duvdr = 14 Ou (u=1,2,....9) 


v=1 
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und in Folge dessen fiir alle ganzzahligen 9 und 6 


: q 

2a2i \ 

bp ee 
e ul v=1 


— 
ist, die fiir die Anwendungen bequemere Form: 


0,1,+--,V—1 0,1,--.r— I 


(18) W=— 


Gis @g Co 


— +++ e Qai ¥ 7‘ = + ey 


) g(t 81-14) 


geben kann, bei der noch zur Abkiirzung: 


q 


> Aur Se = 6, (v—=1,2,...,9) 
ual 
gesetzt ist. 

Bei Betrachtung der gewonnenen Endformel wird man zunichst 
das Resultat bemerken, dass die gegebene unendliche Reihe in eine 
Summe mehrerer unendlicher Reihen iibergefiihrt wurde; bei genauerer 
Betrachtung des Ganges der Untersuchung erkennt man sodann, dass 
dieses Resultat einmal durch gruppenweises Zusammenfassen der Glieder 
der gegebenen Reihe zu Theilreihen, dann aber weiter durch Ein- 
schieben von Gruppen neuer Glieder, die zusammen den Werth Null 
haben, erreicht wurde. Aus dem letzteren Umstande erkennt man 
auch, dass auf die am Schlusse eingefiihrte Bedingung der absoluten 
Convergenz dér neuen unendlichen Reihen nicht verzichtet werden 
kann, da sie nicht eine Folge der absoluten Convergenz der urspriing- 
lichen Reihe ist. 

Obwohl die Umformung (18) ihre wahre Bedeutung erst fiir 
mehrfach unendliche Reihen erlangt, so ist sie doch auch auf einfach 
unendliche Reihen anwendbar, und es liefern hier die beiden ein- 
fachsten Substitutionen m= qn und rm = n zwei Umformungen einer 
einfach unendlichen Reihe, bei denen die beiden oben genannten 
Processe des gruppenweisen Zusammenfassens der Glieder der gegebenen 
Reihe zu Theilreihen und des Kinschiebens von Gruppen neuer Glieder 
mit der Summe Null einzeln auftreten und daher besonders klar er- 
kennbar sind. Es entspricht nimlich der Substitution 


m= qn 


die Umformung: 
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J Ti-S (5 Sd o(nt ‘))- -S(E > f(qn+ ®) 


=[f +f@ +f29 +:--] 
+(fQ) +f@4+1) +f(2¢4+1)4+---] 
+) ibadhiied — 9 


‘ (fla—)-+f@¢—1)4/89—1)+ -+ J"), 
wahrend ie Substitution 


rm =n 
die Umformung; 


e 2mi r—1 +r 2mi 
Zr 2( 30 ow )— S( Se" 12) 


u=—@ n=— @ 21=— @ 


1 


=i} fm+ *rQ+ 1r@)+--] 
+[fO+e MH)+e 4+: ] 
+[/0) +2 f)+ tv! r(G)+---] 


+[fO + er()+ ere) t---] 
entspricht, bei der zur Abkiirzung: 
22i 


t=¢e" 
gesetzt ist. 


Zweiter Abschnitt. 


Ueber die Anzahl s der Normallésungen eines Systems linearer 
Congruenzen, 
‘i . u=1,2,...,p —o ‘ 
Es seien mit a,, , pq beliebige ganze Zahlen, 
y=1,2,...,¢@ 
mit 7 eine positive ganze Zahl bezeichnet; jedes System von q ganzen 
Zahlen 2,, %,...,%,, welches gleichzeitig den p Congruenzen: 


q 


(1) > anr%y = 0 (mod. r) (wu =1,2,...,p) 


v=1 





*) Dabei sind, ebenso wie beim zweiten Beispiele, die den negativen Werthen 
des Summationsbuchstabens » entsprechenden Glieder der Uebersichtlichkeit wegen 
unberiicksichtigt gelassen. 


ee ane 
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gentigt, heisst eine Lésung dieses Congruenzensystems; Normalliésungen 
aber sollen unter diesen unbegrenzt vielen Lisungen diejenigen genannt 
werden, welche ausschliesslich von Zahlen aus der Reihe 0, 1,...,7—1 
gebildet sind. Die Anzahl s dieser Normallésungen ist dann jedenfalls 
eine endliche und zwar ist s<7?. Es handelt sich im Folgenden 
wesentlich um die Bestimmung dieser Zahl s. 


i. 


Zunichst kann mau ohne Miihe fiir die Zahl s einen analytischen 
Ausdruck auschreiben. Geniigen namlich die Zahlen 2,, x, ..., X 


der Congruenz: 
q 


> Gavi, = 0 (mod. r), 

v=1 
wo « irgend eine Zahl aus der Reihe 1, 2,..., p bezeichne, so besitzt 
der Ausdruck: 


iam 
r—1 28% (> cuss) Yu 


fe |-|)—fh— Se” = 


Yue =0 


den Werth r; geniigen dagegen die Zahlen x der angeschriebenen 
Congruenz nicht, so besitzt f, den Werth Null. Daraus folgt sofort, 
dass der Ausdruck: 


p q 
Missa g S08 7 
, hh-f "+ Bees 
F(a, |---|) =? = ef 
r? r? 

Yass Yp 
fiir jedes Zahlensystem 2, , %,,...,%, das eine Lésung des Congruenzen- 
systems (1) ist, den Werth 1, fiir jedes andere den Werth 0 hat, und 
dass daher die Summe: 


0,1,+-.,r—1 
x 


za F(a, |- ++ | x) 
19g 


den Werth s besitzt. Man hat also fiir die Anzahl s der Normal- 
lésungen des Congruenzensystems (1) den Ausdruck: 


D q 
O,1,-+-,r7—a 221i yy D Mur ty Ye 
r 


1 Zz — Ps ee 
(2) eee é a ’ 


By" Xq 


Miss Up 


wobei die angedeutete Summation so auszufiihren ist, dass iiber jede 


der p+ q Grdssen x und y unabhiingig von den iibrigen von 0 bis 
y — 1 summirt wird. 
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2. 


Mit Hilfe des unter (2) fiir s angegebenen Ausdrucks lisst sich 
nun sofort ein Satz beweisen. Nennt man niimlich die Anzahl der 
Normallésungen des zu (1) conjugirten Congruenzensystems: 


P 
(3) > Quyt, =O(mod.r) (v=1,2,...,9q) 
esl 
s’, so ist nach (2) 
- a. 
aw ES y’ 
1 mt v1 P| ee 
s = — e ; 
y? 
s**t, 
Moerrysy’ 


und es ergiebt sich daraus, nachdem man fiir uw =—1,2,..., p und 
y=1,2,...,¢ te =Yuy Yr = 2% gesetzt hat, sofort durch Ver- 
gleichung mit (2) die Beziehung: 

ris = P?s, 


Bezeichnet man also mit s die Anzahl der Normallésungen des Con- 
gruenzensystems (1), mit s’ die des conjugirten Congruenzensystems (3), 
so ist: 

y? yP 
(4) La 


Die in der Gleichung (4) stehenden Quotienten sind ganze Zahlen; 
es ist nimlich fiir ein Congruenzensystem (1) die Zahl s stets ein Theiler 
von v2. Um dies einzusehen ordne man die siimmtlichen 7? aus den 
Zahlen 0,1,...,*—1 zu bildenden Zahlensysteme 2,, 2, ..., 7, fol- 
gendermassen in Gruppen, wobei zur Abkiirzung ein Zahlensystem 
Ly, %,~.+,%_ symbolisch mit X bezeichnet und verschiedene solche 
Zahlensysteme durch obere Indices unterschieden werden mégen. Man 
betrachte die p Linearformen: 

q 

(5) Ap = > Gyr} (u=1,2,...,p) 

v=1 
lisst man darin an Stelle von 2, 7,...,%, zuniichst die s Normal- 
lésungen des Congruenzensystems (1) treten, so wird 

A, =0, A, =0,..., Ap =O (mod. r); 
diese s Zahlensysteme X seien mit: 
XM, X®,..., Xo 
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bezeichnet. Entweder sind damit alle 7? Zahlensysteme X ersch6pft, 
d. h. es ist s = 72, dann ist der aufgestellte Satz bewiesen; oder es ist 
s < r?, dann giebt es ausser diesen s Zahlensystemen X noch andere; 
ein beliebiges solches sei X’ = (a,',2,',...,% ). Setzt man jetzt in 
den p Linearformen (5) 2, = 2,', 4%, —2,',..., % =, so werden 
dieselben jedenfalls nicht alle = 0 (mod. 7); es mége 
A, =9;, Ap = 92, » ++» Ap = 9p (mod. r) 
werden. Diese niimlichen Zahlen g’ treten dann immer wieder auf, 
wenn man in den p Formen (5) an Stelle von 2,,%,,..., % jene s 
Zahlensysteme einfiihrt, welche aus dem Systeme X’ durch Addition 
der Systeme XM, X®, ..., X abgeleitet werden (wobei die auf- 
tretenden Zahlen 2’-+ # auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem 
Modul y zu reduciren sind). Die so entstandenen s Zahlensysteme 
seien mit 
Xe, Xe)... Keo 

bezeichnet; sie sind alle von einander und von den Zahlensystemen 
X®, X®,..., X verschieden, zugleich sind es die simmtlichen 
Zahlensysteme, welche A, = g,', A, = g»,---, Ap =g,» machen. Ent- 
weder sind nun mit diesen zwei Reihen alle +? Zahlensysteme X er- 
schépft, in welchem Falle 2s = 2, also der Satz bewiesen ist, oder 
es giebt noch andere Zahlensysteme X, die in diesen zwei Reihen 
nicht vorkommen. 

So fortfahrend kann man die sémmtlichen +? Zahlensysteme X in 
Reihen von je s anordnen in der Form: 

Xx, X®), a aon 

6) Xe), Xe), ..., X@9; 
Xe-t-0F8) X—-1-2+2) | on X(t); 
wobei ¢s = 7? ist, und erkennt daraus, dass die Anzahl s der Normal- 
lésungen des Congruenzensystems (1) stets ein Theiler von r2 ist. Die s 
in einer Horizontalreihe stehenden Zahlensysteme sind dadurch charak- 
terisirt, dass sie die m Linearformen (5) den nimlichen Zahlen 


I> Gos+++)9p congruent machen, und es sind zugleich die siimmtlichen 
Zahlensysteme, die dies thun. 


4, 


Aus (6) schliesst man weiter sofort, dass ein System nicht homo- 
gener linearer Congruenzen: 


q 
(7) D> Gust = I (we = 1,2,..., p) 


vol 


entweder s Normallisungen hat oder gar keine. Heisst man aber Zahlen 
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91> Jo» +++» Gp, fiir welche dieses Congruenzensystem Liésungen hat, 
durch die Formen (5) darstellbar, so ist die Anzahl der darstellbaren 


Zahlensysteme ¢ = *), und die Formel (4) lautet einfach dahin, dass 
durch p Formen: 


g 
Ay = >) duet, (u=1,2,..., p) 
v=1 
und durch die q dazu conjugirten Formen: 
Pp 
A; = >) ay %, (v= 1,2,...,q) 
u=1 
stets gleich viele Zahlensysteme darstellbar sind**). 
Kin Kriterium dafiir, ob ein Congruenzensystem (7) Lisungen hat 
oder nicht, mit anderen Worten, ob ein Zahlensystem g,, go, ..., Yp 


durch gegebene Formen A,, A,,..., Ap darstellbar ist, wird in Art. 7 
angegeben. 


5. 


Ein Fall kann sofort erledigt werden. Ist nimlich p—=q und 
die Determinante 2 + 4,4) .-- Gqq=+1, so ist jedes Zahlen- 
system 9, 9,+--+, Jp durch die Formen A,, A,,..., A, darstellbar; 
es ist also in diesem Falle fiir jeden Werth des Moduls r: 

t=, sal, 

Von diesem Satze sei die folgende Anwendung gemacht. Liisst 

man in dem Gleichungensysteme: 


q 


Dy He = Bi, (u=1,2,...,4) 

v=1 
fiir welches die Determinante 2 +- a,,d....@ gq den Werth -+- 1 hat, 
an Stelle des Systems der Gréssen 2,, 2,,..., %, der Reihe nach die 
‘ siimmtlichen Variationen mit Wiederholung der Elemente 0,1, ..., » —1 
zur g'*® Classe treten und denkt sich jedesmal die entstehenden Gréssen 
X,', L,-..+,%q auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul r 
reducirt, so treten nach dem soeben Bemerkten an Stelle des Systems 
der g Gréssen 2,', %,',..., % diese niaimlichen Variationen nur in 
anderer Reihenfolge. Mit anderen Worten: wenn die Grdéssen 
%,, %,.+-+, fq, unabhingig von einander die Reihe der ganzen Zahlen 
0,1,...,7*—1 durchlaufen, so thun dies, mod. 7 betrachtet, auch die 


*) Frobenius a. a. QO. p, 184. 
**) Frobenius a. a. O. p. 192, 
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Zahlen 2,', 2, ..., %j- Fiihrt man daher in dem unter (2) ange- 
schriebenen Ausdrucke fiir s an Stelle der Summationsbuchstaben x, y 
neue 2, y’ vermittelst der unimodularen linearen Substitutionen: 


q Pp 
(3) n= ; Ree Le ’ Yu —_ a Keen Ye ’ 
=! 


o=1 


(v=1,2,...,4) (u=1,2,...,p) 


(wobei also 2 + hy hy... - hag = +1, DH ky hey... kpp = +1 ist) 
ein, so hat man auch iiber jeden dieser neuen Summationsbuchstaben 
unabhiingig von den anderen von 0 bis ry —1 zu summiren und erhiilt 
so, wenn man beachitet, dass: 


> Sar, = y>(s ye curva) a 


ul r=1 @=t o=1 \e=l r=1 


wird, und zur Abkiirzung: 


- - 
e=1,2,... 
(9) D>, dD, tentnelive = bos } == 1 2 eee - 


“ul v=1 


setzt, fiir s den neuen Ausdruck: 
5 r} 
a + e=1 o=1 
(10) = > e ; 


bei welchem man nun zum Zwecke der Berechnung von s iiber die 
ganzen Zahlen h und k innerhalb der Bedingungen 


ZH Iiphag..- Rgg@tl, S+kyk....ky,y=—+1 
frei verfiigen darf. 


6. 
Der auf der rechten Seite der Gleichung (2) im Exponenten 


stehende Ausdruck: 
p q 
1-3 Sans 


#=1 r=1 


wird eine bilineare Form genannt. Verschwinden fiir die Matrix ihrer 
ganzzahligen Coefficienten a, alle Determinanten / + 1'* (und héheren) 
Grades, aber nicht alle Determinanten l/'e" Grades, so heisst 1 der Rang 
der Form A. Man bilde, indem man unter A eine der Zahlen 1, 2,..., / 
versteht, alle Determinanten A'" Grades und heisse d, den gréssten 
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; ‘ : d a 
gemeinsamen Theiler derselben; die Quotienten e, = => wobei im 
a4 


Falle 4 = 1 unter d, die Einheit zu verstehen ist, sind dann gleich- 
falls ganze Zahlen und heissen die Elementartheiler der Form A. Geht 
dann die Form A durch unimodulare lineare Substitutionen (8) in die 


Form: 
_— 
B= bs bs boa Xa Yo 

g=1 o=1 
iiber, wobei die Coefficienten bg, durch die Gleichungen (9) definirt 
sind, so ist jede Determinante 4'*" Grades der b eine homogene lineare 
Function der Determinanten 4'" Grades der a und daher auch durch 
d, theilbar; d, ist aber zugleich der grésste gemeinsame Theiler aller 
Determinanten A‘ Grades der b, da auch die Form B durch uni- 
modulare lineare Substitutionen in die Form A iibergefiihrt werden 
kann, also auch jede Determinante A' Grades der a eine homogene 
lineare Function der Determinanten A'* Grades der b ist. Nennt man 
daher zwei Formen wie A und B dquivalent, so sind fiir tiquivalente 
Formen die Zahlen d,; und daher auch die Elementartheiler e, die 
gleichen *). 

Das in Art. 5 abgeleitete und in der Formel (10) niedergelegte 
Resultat kann jetzt dahin ausgesprochen werden, dass in dem Aus- 
drucke (2) fiir die Zahl s die Form A durch jede beliebige dazu 
iiquivalente ersetzt werden darf. Unter allen zu einer gegebenen 
Form A fquivalenten Formen giebt es nun eine ausgezeichnete, diz 


Normalform: 
i 
E= > ALY, 
4=1 


deren Coefficienten e,,¢,,..-, @ die vorher definirten Elementartheiler 
von A sind**), Fiihrt man aber diese Normalform EF an Stelle der 
Form B in (10) ein, so erhilt man fiir s den Ausdrack: 

t 


2ni * 
O,1,++*,7—1 - b as ES) 


1 = 
(11) s= — > "ee : 
rP 
@y'y° 75 
Wren, 


der jetzt ohne Miihe ausgewerthet werden kann. 
Zunichst kann die Summation nach den Grossen 241, ..., %, 
Yitty +++) Yp, da von ihnen das allgemeine Glied der Summe unab- 


*) Frobenius a. a. O. p. 148 u, f. 
**) Frobenius a, a.Q, p. 157 uf. 
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hingig ist, sofort ausgefiihrt werden, und weiter zerfillt dann die 
iibrig bleibende 2/-fache Summe in das Product von 1 Doppelsummen. 
Man erhilt so fiir s den Ausdruck: 


gE fMhee Sal, vy 
(12) c= TT( > e” - 
ast \ ayy, 
Man bemerkt nun weiter, dass eine Summe: 


r—1 2ni 


, , 
hv De r “a™aa 


, 


as 


nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth r 
hat, wenn e, 2; durch r ohne Rest theilbar ist; durchliiuft xj aber die 
Zahlen 0,1, ...,*— 1, so kommt dies s,-mal vor, wenn s, den gréssten 
gemeinsamen Theiler von e, und r bezeichnet, nimlich fiir die Werthe 


af on & = (x= 0, 1,...,8,;—1); also ist: 


OLanrt Bai, r—1 
271% 
e” a > Sa = 82.7 
#9 


und daher endlich*): 
(13) $= $,S,... 5,.99-! 


Man hat also das Hauptresultat: Die Anzahl s der Normallisungen des 
Congruenzensystems (1) betriigt s = s,s, ... s,r?—', wenn | der Rang 
der bilinearen Form A, s, aber fiir 4 =1,2,...,1 der grisste gemeinsame 
Theiler von r und dem i' Elementartheiler e, von A ist. 


7. 


Nachdem man jetzt im Stande ist, fiir jedes gegebene Congruenzen- 
system (1) die Anzahl seiner Normallésungen zu berechnen, kann auch 
die in Art. 4 aufgeworfene Frage beantwortet werden, welchen Be- 
dingungen ein Zahlensystem g,, g., -.-, Jp geniigen muss, damit das 


dort aufgestellte System nichthomogener linearer Congruenzen (7) 
Lésungen besitze. 


Man betrachte die p Linearformen: 


q 
Ay = >" dus ty (u = 1, 2,..., p) 
v=1 


*) Frobenius a. a. 0. p. 192; Smith a. a, O. p. 399, 
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und daneben die p Linearformen: 


5, a (u=1,2,...,p) 
v=1 

Jedes durch die Linearformen A, darstellbare Zahlensystem ist auch 
durch die Linearformen A, darstellbar (man braucht nur 241 = 0 zu 
setzen), es ist also >t, wenn die Anzahl der darstellbaren Zahlen- 
systeme fiir die Linearformen A, wie friiher mit ¢, fiir die Linear- _ 
formen A, mit ¢ bezeichnet wird. Hat nun das Congruenzensystem (7) 
keine Lésung, so ist schon das Zahlensystem g,, g., ..+, Jp selbst 
zwar durch die Linearformen A, (man braucht nur 2,=0,..., 7, =0, 
%o41 == * —1 zu setzen), nicht aber durch die Linearformen A, dar- 
stellbar; es ist als in diesem Falle ¢>¢. Hat dagegen das Con- 
gruenzensystem (7) eine Liésung 2, = §&, %, = &, ..., Uy = &, so 
ist mod. r: 


q 


q 
>, Snv% — Ju%41 = > aur( ay —§, 241); (w=—1,2,...,p) 
v1 v=1 

es ist also jedes durch die Formen A, darstellbare Zahlensystem auch 
durch die Formen A, darstellbar und sohin ¢=¢. Folglich ist ¢ = ¢ 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das Con- 
gruenzensystem (7) eine Lisung besitze*). Da nun, wie friiher an- 
gegeben, fiir ein Congruenzensystem (1) die Zahl ¢ mit der Anzahl s 


der Normallésungen durch die Gleichung ¢ = £- zusammenhingt, so 


zieht die Gleichung ¢ = ¢ fiir die entsprechenden Zahlen § und s die 
Gleichung § —+rs nach sich, und man kann daher das gefundene 
Resultat folgendermassen aussprechen. Damit das System der nicht- 
homogenen linearen Congruenzen (7) Lisungen besitze, ist nothwendig 
und hinreichend, dass fiir das Congruenzensystem : 
q 

(14) > Gavi, —Ju%o41 =0 (mod.r) (w=1,2,..., p) 

v=1 
die Anzahl der Normallisungen s = rs betrage, wenn s die Anzahl der 
Normallisungen des Congruenzensystems (1) bezeichnet. 


8 


Es sollen jetzt noch aus der Formel (13) einige Resultate abge- 
leitet werden, die bei Untersuchungen iiber Thetafunctionen Verwen- 
dung finden. 


*) Frobenius a.a. O. p, 183; Smith a. a. 0. p, 399, 
Mathematische Annalen. LII. 25 
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Im Falle 1—= p= q ergiebt sich unter der Annahme, dass der 
Modul r ein Vielfaches der Determinante A = 2 +- ay; doo. . « gq Sei, 
folgendes einfache Resultat. Da e,e,...¢, die Determinante der 
Normalform FE ist, diese aber mit der Determinante A der urspriing- 
lichen Form bis aufs Vorzeichen iibereinstimmt, so ist V = ¢,e, ... €, 
wenn V den absoluten Werth von A bezeichnet. Ist nun r = gV, wo 
g eine positive ganze Zahl ist, so ist fiir 4 —1, 2,..., q: sg =e, und 
daher s = ¢,€,...€, = V. Man hat also den Satz, dass, wenn nur 
die Determinante A = Z +- dy, gy... gq von Null verschieden ist, die 
Anzahl der Normallisungen des Congruenzensystems : 


q 


(15) > yt, = 0 (mod. gV) (u =1,2,...,q) 


v¥=1 


fiir jede ganze Zahl g stets gleich dem absoluten Werthe V der Deter- 
minante J& ist. 


9. 


Ist wieder 1 = p = q, der Modul r aber relativ prim zu A, also 
auch wegen V = e,e, ... €, relativ prim zu jedem Elementartheiler e,, 
so sind alle Gréssen s, und daher auch s=1. Es hat also das Con- 
gruenzensystem : 

q 


(16) > Quy t, = 0 (mod. *), (wu =1,2,...,q) 
v=1 
bet welchem wieder die Determinante A = X +- ay, dy, ... Ugg == 0 sei, 
in dem Falle, dass der Modul r relativ prim zu A ist, nur eine einzige 
Normallisung, némlich x,= 0, 2 = 0, ..., % = 0*), 
10. 


Maun betrachte ferner das Congruenzensystem : 


q 


(17) > cnt = 0 (mod. Y), (v =1,2,...,9) 


a=! 


bei welchem «,, die Adjuncte von a,, in der Determinante: 

A= 2H Ay Gy... Aqg 
bezeichne. Bekanntlich ist jede Unterdeterminante A'™ Grades der « 
dem A?*—'-fachen der zugehérigen Adjuncte gq — A‘ Grades der a 
gleich; bezeichnet man also mit 0, den gréssten gemeinsamen Theiler 


*) Frobenius a. a, O. p, 193. 
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der Determinanten A'" Grades der a, so ist 0; = V4—'.d,_,, und es 
hat daher fiir die bilineare Form: 


q q 


, | > uv ty Yu 


u=1 v=1 
der A'e Elementartheiler ¢, den Werth: 


me Vv 
y= V q a = ———-e 
4 —A+1 


qy—a4t 
Ks ist also weiter mit Riicksicht auf das Congruenzensystem (17) der 
grésste gemeinsame Theiler 6, von €, und dem Modal Ve, selbst und 


daher endlich die Anzahl o der Normallisungen des Congruenzen- 
systems (17): 





q 
(18) 6 = 6,6,... Oy = 8 8... & = = Ve ae Yet, 


11. 
Man betrachte endlich das im ersten Abschnitte unter (12) auf- 
tretende Congruenzensystem: 


q 
(19) r > tins ty = 0 (mod. V). (y=1,2,...,q) 
“u=l1 
Nennt man bei diesem den gréssten gemeinsamen Theiler der Deter- 
minanten A'** Grades seiner Coefficienten 0; und den A'e® Elementar- 
theiler der zugehdrigen bilinearen Form ¢, so ist: 


. , ’ Vv 

dj = 2 V*-1 d,_2, &= Bi ° 
é 
q—a+1 

Folglich ist der grésste gemeinsame Theiler oj von ¢j und dem Modul V: 
' So_a4iV 
o> + aa 
q—a+1 


wenn wie friiher mit s,3,;: der grésste gemeinsame Theiler von 
€,-a41 und r bezeichnet wird, und es ist also endlich die Anzahl o’ 
der Normallisungen des Congruenzensystems (19): 

8,8 8, V2 


(20) Sn 66, ... 6, ae 


* : =5§.Vet', 
g@g—t 2 


wenn wie immer mit s die nach (13) zu berechnende Anzahl der 
Normallisungen des Congruenzensystems (1) bezeichnet wird. 


25° 
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Fiihrt man den unter (20) gefundenen Werth an Stelle von o’ in 
die Endformel (18) des ersten Abschnittes ein, so stellt sich die durch 
die lineare Substitution: 


q 
rMy, = > AuyNy (wu =—1,2,..., q) 
v=1 
bei der r eine positive ganze Zahl, die ay, ganze Zahlen mit nicht ver- 
schwindender Determinante bezeichnen, bewirkte Umformung der q-fach 
unendlichen Reihe: 
—@,+++,--@ 
W=— > f (m,|...|m 9) 
My ,***,m 
q 
dar in der Gleichung: 


, Te 
(H) aia 72 VI-ls 4 
. yo 


oa = 
—Megte HD (nt “Da, Bio aol 
> g(m, + &|..-| my +2) 


Man sR 


q 
Dabei ist die Function g(n,|...|\n,) durch die Gleichung: 


f(m,|..-| m_) = g(m, |... | M9) 


definirt; es ist ferner zur Abkiirzung: 


a q q 
Oo=r Year Ons 6, = Yau 96 (vy == 1,2,...,@) 


“esl “u=!1 


gesetzt; es bezeichnet & den Werth, V den absoluten Werth der Deter- 
minante X -+- 4,459... Aqq UNA Gy, die Adjuncte von ay, in dieser 
Determinante, und es ist endlich unter s die nach der Formel (13) eu 
berechnende Anzahl der Normallésungen des Congruenzensystems: 


q 


> Sut, =0 (mod, *) (u=1,2,...,9) 


v=1 


verstanden. 
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Dritter Abschnitt. 


Von den Umformungen eines Thetaproductes durch lineare 
Substitution der Summationsbuchstaben. 


4 
Die allgemeinen Substitutionen S. 
Gegeben sei das Thetaproduct: 


(1) ov (uc), (tl) see Bu), cm) 


np p Pp P 
“3; >a p> a®) .m® m@ +2 S mie ue’) 


Mee & ao 
= > ee _ =1 + he ? 


= u=1 


wobei unter dem Summenzeichen das System der mp Summations- 
a 1,2,...,% , 
buchstaben m/f? ean . oa. a abgekiirzt mit [m] bezeichnet und 
=> ? = eeey 
die angedeutete Summation so auszufiihren ist, dass nach jedem dieser 
np Summationsbuchstaben unabhiingig von den anderen von — oo bis 
-+- co summirt werden soll. Die auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehende np-fach unendliche Reihe soll dadurch umgeformt werden, 
dass man an Stelle der Summationsbuchstaben m neue Summations- 
buchstaben » einfiihrt mit Hiilfe der Substitution: 


S mo) = 7 Fy | e adr ") 
®) ; 22>" w=1,2,...,p 
bei der die 7?) (mp)* rationale Zahlen mit nicht verschwindender 
Determinante bezeichnen, und es sollen dabei die Zahlen y in allge- 
meinster Weise so bestimmt werden, dass die nach Ausfiihrung der 
Substitution S auftretende np-fach unendliche Reihe ein Aggregat 

von Producten von » Thetafunctionen von je p Verinderlichen wird. 
Unter Anwendung der Substitution S wird nun: 


n p p 
> ay wives mi 


e=1 w=1 v=1 


s > > > > (e) , (ea) (eo') (9) (a), 

= > (2 anu t ine rey x Ny! 5 
o=1 d=1 r=1 v’=1 =1 w=! w’=1 

soll also die neue mp-fach unendliche Reile wieder Producte von 


n Thetafunctionen von je p Verinderlichen liefern, so miissen die 


Coefficienten 7°?’ von S den 5 (mn —1) np? Bedingungen: 
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n Pp Pp , ¢ U 
6,6 =1,2,....n,6<6 
4 > 7 ) ( ? Sperry Dy 
(2) aye “oh \0o)) om ; = 0 ( , 4 ) 


= 1,2,... 
e=1 w=1 el 9 1, ? »P 
geniigen. Sind diese Bedingungen erfiillt, und setzt man dann: 


~~ 6==1,2 n 
(3) >» NX) a®. PO (00) b®. ( — pe 99 ) 
‘ , c 
> _— 7 —— vy, v=1,2,...,p 
e= LS = 
und: 


a) (e a a 1,2,...,% 
) Sywwne, CTY) 


=, yon l,2,...,p 


so geht, wie die am Ende des vorigen Abschnittes angeschriebene 
Hauptformel (H) unmittelbar erkennen lisst, das vorgelegte Theta- 


a 1,2,... 
product mit den Modulen a’), ( @. I, — ) und den Argumen- 
12. “,u=1,2,..., 
ten 2(@) a mary ») in ein Aggregat von Thetaproducten mit den 
> 2, eoeeg 


o6=1,2,...,.” (O==1,2,....0 
Modulen 0% ( , 4?) und den Argumenten ov” '( — ) 
v,y —<=1,2,...,p nhl. oP 
iiber. Die Gleichungen (2) stellen also die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dar, denen die Coefficienten der Substitution S 
zu geniigen haben*). 
*) Zur Convergenz der neuen Thetareihen bedarf es keiner weiteren Vor- 
—— Bezeichuet man niimlich, wie ‘iblich, den reellen Theil von ale). 


mit a’. , den reellen Theil von b'°) mit 0%, so erhilt man wegen der Glei- 
chungen (3): 


” Pp 
(a) (e) 410) ,e) 
> >) ve 94 = -2 > D of) ala ve ’ 


r=I v=1 asl el 
wenn man zur Abkiirzung: 
Pp 
AC) y, = at) dabei 
v1 @=1,2,...,p 


setzt, und erkennt daraus sofort, dass die auf der linken Seite stehende qua- 


dratische Form: 
* - 
> > BO Wy Vy 


v= ol 
eine negative ist, sobald die m auf der rechten Seite vorkommenden Formen: 
B, 
> b (@) , a0) a(@) er 
ae ue x a8 (e= 1, 2,...,%) 
esl w’=1 


es sind; d. h. dass jede der nm neuen Thetareihen convergirt, wenn die x gege- 


benen es thun. 
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2. 
Die Substitutionen L. 
Von den Substitutionen S wurden von Herrn Prym und mir nur 
zwei specielle Arten untersucht. Die erste Art ist dadurch charakte- 
risirt, dass von den Coefficienten 7? nur jene von Null verschieden 


sind, bei denen g@ =o ist. Eine solche Substitution wird also durch 
ein Gleichungensystem von der Form: 


=1,2,... 
(£) mg = Si AQ) ie *) 


mer — 
definirt. Bedingungen fiir die Coefficienten r{) treten dabei, ausser 
dass die » Determinanten ¥ +- rir... 7S (91,2, ..., m) siimmt- 
lich von Null verschieden sein miissen, gt auf, da durch die gemachte 
Annahme, wonach r'¢?) = (0) ist, sobald @ Z 6 ist, die Bedingungen (2) 


bereits erfiillt we, Die Substitution L ist eime zerfallende; sie zer- 
faillt in » getrennte Substitutionen, von denen die i*: 


? 
(5) mi) = > rn (w=, 2,....p) 
r=l1 


die z'* Thetafunction #(w) () allein betrifft, und es vollzieht sich daher 
die durch die Substitution / bewirkte Umformung des Thetaproductes 
(1) in der Weise, dass jede der » Thetafunctionen fiir sich transformirt 
und die » so entstandenen Gleichungen schliesslich mit einander multi- 
plicirt werden. Es geniigt also die Umformung einer einzelnen Theta- 
function durch eine Substitution von der Form (5) anzugeben. Indem 
man zu dem Ende die p? rationalen Zahlen ‘') auf gemeinsamen 
Nenner r bringt und der Einfachheit halber den Index ¢ unterdriickt, 
entsteht die Aufgabe, die p-fach unendliche Thetareihe: 


» p Pp 
. g ~) 
—a,-- to SY § CNT My! +2 Ss May Lye 


(6) F(u)a — > ck=1 ot “sl 


My y+) My 


durch die Substitution: 


(7) Yr My => curt, (u=1,2,...,p) 
v=1 

bei der r eine positive ganze Zahl, die ¢,, gauze Zahlen mit nicht 

verschwindender Determinante bezeichnen, umzuformen. Diese Um- 

formung erhalt man aber aus der am Ende des vorigen Abschnittes 

angeschriebenen Hauptformel (H) unmittelbar in der Gestalt: 
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(8) r? VP" st(u)a 
p Pp i = = : p > - 
ey Cr e Se | 
0,1,----V—1 0,1,---,r—-1 J —o,---,4+-@ - Dd vw (tx) (me+ 5 te D (+ ey (e+ - ni) 
== > > evil 7'=1 v1 
Qs" Op M1y**3Fp Miss My 


oder, indem man die auf der rechten Seite hinter den beiden ersten 
Summenzeichen stehende p-fach unendliche Reihe durch die mit ihr 
identische Thetafunction ersetzt, in der Thetaformel: 


0,1,-+-, V—1 0,1,--.7—1 
® — wvesoh= SS ol 2 lon. 


Cire ly Gy," 


Diet 


Pp 


Dabei sind die Grissen v, b mit den Gréssen «w, @ durch die Glei- 
chungen: 


P Pp Pp 
1 1 
(9) t= > Cry Up, by y= 7 an a Crew uw’ Cup’ 
u='l esl p’=1 
(vy, v == 1,2,...,p ) 
verkniipft; es ist ferner zur Abkiirzung: 
P Pp 
(10) GF > euler Fy > en, (vl, 2,...9) 
u=1 “us 
gesetzt; es bezeichnet weiter A den Werth, VY den absoluten Werth 
der Determinante 2-+- é,,¢.....¢p, und &, die Adjuncte von e,, in 
dieser Determinante, und es ist endlich unter s die nach Formel (13) 
des zweiten Abschnittes zu berechnende Anzahl der Normallésungen 
des Congruenzensystems: 
p 


(11) > (ur =0 (mod. 7) (u=1,2,...,p) 


v=1 
verstanden. 

Man wird noch bemerken, dass die Substitutionen FE eine Gruppe 
bilden, dass also irgend zwei oder mehrere E-Substitutionen sich wieder 
zu einer E-Substitution zusammensetzen, und dass die inverse einer 
E-Substitution selbst wieder eine E-Substitution ist; endlich aber, dass 
eine Substitution E die einzig mégliche, zur Umformung eines Theta- 
productes (1) anwendbare Substitution S ist, wenn die m gegebenen 
Thetafunctionen allgemeine und ihre Modulen vollstiindig von einander 
unabhiangig sind; denn bestehen zwischen den Modulen 


ai, ( Age 
*" \e, w= 1,2,...,p 
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keinerlei Beziehungen, so kénnen, da dann fiir alle Werthe der Indices: 


(ea) .(@0’) 
tf, Tey =O 


sein muss, sobald o z o ist, die Relationen (2) nur durch die Coef- 
ficienten einer Substitution EF erfiillt werden. 


3. 
Die Substitutionen D. 
Die zweite von Herrn Prym und mir untersuchte specielle Art 


von Substitutionen S ist dadurch charakterisirt, dass von den Coef- 
ficienten r¢?) nur jene von Null verschieden sind, fiir welche w = v 


ist. Eine solche Substitution wird also durch ein Gleichungensystem 
von der Form: 


ele eee 
(D) mio) ~ Sy (C9) , nl? (* 5, " ) 


o=1 w=1,2,....p 


definirt. Auch eine Substitution D ist eine zerfallende; sie zerfillt 
in p Substitutionen, von denen die k'*: 


n 
(12) mi? = > re? ni (9 = 1,2,...,%) 
o=1 


ist, von denen aber jede alle » Thetafunctionen betrifft, und die daher 
hier nicht gesondert betrachtet werden kénnen. Die Coefficienten der 
Substitution D, fiir welche die » den einzelnen Substitutionen (12) 
zugehérigen Determinanten 2-- r(!),(2)... 7") simmtlich von Null 


: al , oe , 
verschieden sein miissen, sind ausserdem an die —(n—1)np? aus (2) 
folgenden Bedingungen: 


n 


(0), (20) (00) 6,6 =1,2,...,95 one 
(13) > aer ee eS my ag 


g=1 
gekniipft, wihrend die Moduln vr). und die Argumente vi) der neuen 
Thetafunctionen durch die aus (3) und (4) folgenden Gleichungen: 


n 
} a (@) a) (oa (o (eo) (@) 
(14) Dine = > ah 110% 789, oft? me > ri re oie 


e=1 = 


6—=1,2,..., ") 
; , OE 
bestimmt sind. 


Die gefundenen Bedingungen (13) sind aber nicht nur Bedingungen 
fiir die Coefficienten rf” der Substitution D sondern auch fiir die 
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Modulen a?) des gegebenen Thetaproductes. Damit nimlich die Glei- 
chungen (13) durch rationale Zahlen r'¢?) von nicht verschwindender 
Determinante erfiillt werden kénnen, miissen die Modulen a@), in 
gewissem Zusammenhange mit einander stehen, und es erfordert dem- 
nach die Anwendung einer D-Substitution von vorneherein eine be- 
sondere Beschaffenheit des gegebenen Thetaproductes. Um diese auf- 
zudecken leite man aus dem System von Relationen: 


n 


(a) , — ‘ 

(15) ale), ee” oe Dux’ » wenh 6=—6, % 6 = 3 2, nae ") 
> een he = : eee 

0, wenn 6 26, “ju =1,2,...,p 


e=1 
ein System einfacherer Relationen ab. Zu dem Ende bezeichne man 
. . : 1 2 
mit sf” die durch den Werth der Determinante 2-- rf) ri)... rt” 


dividirte Adjuncte » — 1" Grades von r? in dieser Determinante, 
multiplicire, indem man unter og’ irgend eine Zahl aus der Reihe 
1,2,...,” versteht, linke und rechte Seite der Gleichung (15) mit 
s¢’*) und summire nach 6 von 1 bis m; man erhilt dann, wenn man 
nach geschehener Summation schliesslich noch den Accent bei 9’ 
unterdriickt, die Gleichung: 


5 
“a » 
16 (@9) (@) (eo) (a) “* 1, Bye ony ® 
( ) Te Gun’ = Su Ms u, Qs ax L, 2, sey P 


Aus den Gleichungen (16) folgt nun zuniichst, dass, wenn von 
den p Gleichungssystemen (12), aus denen die Substitution J) besteht, 
eines, etwa das k'* in Folge des Verschwindens gewisser seiner Coef- 
ficienten 7¢° in der Weise zerfillt, dass m von den » Zahlen 
n®, n®,..., 2 nur in m seiner » Gleichungen, die tibrigen » — m 
Zahlen m nur in den » — m iibrigen Gleichungen vorkommen, dann 
die simmtlichen p Gleichungensysteme in derselben Weise zerfallen. 
Schliesst man aber diesen Fall, in der Erwiigung, dass dann die ver- 
langte Umformung des gegebenen Productes von » Thetafunctionen 
sich in der Weise vollzieht, dass das Product von m dieser Functionen 
und ebenso das Product der » — m iibrigen jedes fiir sich transformirt 
und die beiden so entstandenen Gleichungen mit einander multiplicirt 
werden, aus, so folgert man aus den Gleichungen (16) ohne Miihe, 
dass der Quotient von irgend zwei der 2” Groéssen 


(1) (n) (1) (n) 
Gaps soy Gung’, b 


eine rationale Zahl, dass also: 
6 =1,2,...,” 
(17) Aen = Deke Muu y Vjew = ke, * ous ) 
Ht, U =1,2,...,p 
ist, wo die kh, k ganze Zahlen bezeichuen. Beachtet man aber weiter 
die aus (16) folgende Gleichung: 


Mey seer Pum 


eel = Kay Ce 
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(e) gle) ,, gl@) (a) (a) (0) = 
(18) cece y Me We Mey (ELE) 
J ) a ] , + 
Wee Mec” Oe Opt Ot" yw w= 1,2,..p 


so erkennt man noch, dass die Zahlen /\¢),, /°). ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit in der Form: 


(19) ne (0) £@) pie) pio) (6) ia) @) 9,6 =1,2,...,% 

leu’ = p* fu > knw = 9 Gu Ju ( ’ ‘ ) 

pw, w =1,2.....p 

angenommen werden kénnen, wo die /,g von Null verschiedene, die 
P,q positive ganze Zahlen sind, sodass also schliesslich: 


a= 1,2,...,% 
(@) (oe) ge) ple) Q yepr'srs 
(20) Aun’ = p fat Ay uw ( ) 


Be » 
u,a =1,2,...,p. 


und: 
. » 
6 =1,2,...,” 
¢ (a) (a) (a) (a) “7 
(21) Dan’ =9 Iu Yu uw (, a’ _ » ») 
e ai) — 939 . ee9 


wird. Die Gleichungen (20) stellen die gesuchten Beziehungen zwischen 
den Modulen des gegebenen Thetaproductes dar; sie zeigen, dass die 


om, 2. s< 
Modulen a? ( . a ” 


eg ) eines Thetaproductes (1), wenn dieses 


gf, = 1,2,...,p 
durch eine D-Substitution iiberhaupt soll umgeformt werden kénnen, 
aus den Modulen a,, einer einzigen Thetafunction in der Form (20) 
abgeleitet sein miissen, und die Gleichungen (21) sagen weiter aus, 
dass die gleiche Herleitung aus den Thetamodulen a,,° auch fiir die 
Modulen }j?), der neuen Thetafunctionen gilt. 

Sind aber die Gleichungen (20), (21) erfiillt, so ergiebt sich aus 
den Gleichungen (16) fiir die Coefficienten r¢*) der Substitution D die 
Kigenschaft, dass der Ausdruck 


A@) 
fit) 409) 
(a) © # 
Iu 


fiir jedes w von 1 bis p den nimlichen Werth besitzt, dass also: 


(a) 


(22) rica) = 9. 4190) lected ") 
- i? \ o=1,2,....p 


ist, wo die ¢@® rationale Zahlen bezeichnen, die auf Grund der Glei- 
chungen (15) den Bedingungen: 


. : sailed (*), wenn 6 =6, i 

y ») {leo ¢ a’ = > j =— y eee 
(23) 2 te) fle 0, wenn oo, (6, 6 92). + + M) 
zu geniigen haben. Man erhiilt also die allgemeinste Substitution D, 
welche ein Thetaproduct mit den Modulen (20) in ein Aggregat von 
Thetaproducten mit den Modulen (21) iiberfiihrt, in ihren Coefficienten 
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re?) durch die Gleichungen (22) gegeben, wenn man darin die te 
als rationale Zahlen in allgemeinster Weise so bestimmt, dass sie den 


Gleichungen (23) geniigen, d. h. mit anderen Worten so, dass durch 
die Substitution: 


(24) 20) = >" 400 yo (9 =1,2,...,) 
@=1 


die Form: 


(25) P -> pealer 


in die Form: 


(26) Q= Daye? 


iibergeht. 


Beachtet man schliesslich noch, dass man die so bestimmte Sub- 
stitution: 


. 
iy 
: (a) 


=e 
(D) mie) == Iu_ 190) n10) ‘a emo ") 
- ig “ pm l,2,...p 


o=—1 


aus den drei Substitutionen: 


21) mig — am, et 
i p= 1,2,...,p 
. = i,8 
(28) m’(@) == Seon (e), (° ? . ? ? ") 
o=1 ; u=1,2,...,p 
— 2s 
(29) no — gOne ( = |, + eae ") 
& | ee gem th 08 


zusammensetzen kann, und dass von diesen die erste und letzte E-Sub- 
stitutionen specieller Art sind (sie sind auch D-Substitutionen, was 
aber hier nicht in Betracht kommt), die mittlere wieder eine D-Sub- 
stitution ist, die aber dadurch ausgezeichnet ist, dass die Coefficienten- 
systeme der p Substitutionen (12), in welche sie zerfallt, mit einander 
identisch sind, so kann man sagen, dass man die allgemeine Substi- 
tution D mit Hiilfe der Substitutionen E auf die soeben charakterisirte 
speciellere Form: 


; = o=1,2,...,” 
(30) mie) = >) sono ( mary ) 
_— u=1,2,..4p 


reduciren kann. In dieser Substitution bezeichnen die #¢% rationale 
Zahlen, welche den Gleichungen (22) geniigen, und es wird durch sie 
ein Thetaproduct mit den Modulen: 
Magee. ( e = 1,2,... ") 
i sd Hw = 1,2,..4p 
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in ein Aggregat von Thetaproducten mit den Modulen: 


6=1 2 oo M 
) _ @), , fis 
Duw = Tuy es 1, 2p) 


tibergefiihrt. Bei der Aufstellung der zu einer D-Substitution gehérigen 
Thetaformel wird man sich also, nachdem die einer E-Substitution 
entsprechende Formel aus dem vorigen Artikel zu entnehmen ist, auf 
die specielle Form (30) dieser Substitution beschriinken. Indem man 
aber zu dem Ende die m? rationalen Zahlen ¢¢* auf gemeinsamen 
Nenner bringt, entsteht die Aufgabe, die mp-fach unendliche Reihe: 


(31) F (uM) ay. +. F(w™), ony 
Pp op n ee 
—e+° DD Gay! dr mi@ m'\® +. 2 b > mi@) ul?) 
_ eat est e=1 @=! ul 


? 
|v] 


durch die Substitution: 


, ate i o =1,2,...,” 
(32) rm@ = > d@? ni?) ( , ) 
” Ps pom l,2,...,p 


o=1 


umzuformen, bei der » eine positive ganze Zahl, die d'¢*) ganze Zahlen 
bezeichnen, welche den Gleichungen: 


n 
Y ; rq), wenn 6 = 6 5 
(33) > p@ derjer) —" 1» et aot, t...8 
0 wenn 6 >o 
e=1 ’ <= ? 


geniigen. Diese Umformung erhilt man vermittelst der am Ende des 
vorigen Abschnitts angeschriebenen Hauptformel (H) ohne Miihe in 
der Gestalt: 


(7 V"-*s)? (uw) ay. +» B(u™) cw) 
(II) al) 2 


0,1,-+,Y—21 0,1,-+,.9—1 


A A 
=D DFT gw [OW] Ge) | OM 
la] le] — 
r 
Dabei ist: 
Q, 6 =1,2,...,.” 
(34) ae — ae, UL — does (0 OTT") 
es ist ferner: 
e 6=1,2,...,.n 
35 val an di?” 4. ( pS yerry ) 
(35) # 2 -* p=1,2,...,p 


es ist weiter zur Abkiirzung gesetzt: 
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Ba; 


e=1 u=1,2,...,p 


n 
= ) 0 6=1,2 ooey 
(36) ay? = r > deal, Bi? = > de” Bie). ( poyeeey ) 


es bezeichnet A den Werth, V den seit Werth der Determinante 
Z+ dt de)... di) und d@* die Adjuncte von d@* in dieser Deter- 


0,1,--,V—1 ' 
minante; es deutet das Zeichen >) an, dass fiir ° = 1, “ eam nach 
(al p=ml,2,...,p 
ee 1,2 n 
jedem a@ von 0 bis V— 1, das Zeichen > , dass fiir pee ata 


‘ 
é oe 1,2,..., p 
nach jedem B’ von 0 bis r — 1 zu summiren ist; es bezeichnet end- 


lich s die nach Formel (13) des zweiten Abschnittes zu berechnende 
Anzahl der Normallésungen des Congruenzensystems: 


(37) >) dex) = 0 (mod. 1). (9 =1,2,...,”) 
o=1 


Beziiglich der Zusammensetzung von D-Substitutionen mag, da 
diese Frage fiir die spiiteren Untersuchungen nicht in Betracht kommt, 
nur kurz das Folgende bemerkt werden. Setzt man mit einer D-Sub- 
stitution, welche ein Thetaproduct mit Modulen a), in ein Aggregat 
von Thetaproducten mit Modulen 0%), iiberfiihrt, eine zweite D-Sub- 
stitution, welche ein Thetaproduct mit den Modulen bi), in ein Aggregat 
von Thetaproducten mit Modulen c\*), tiberfiihrt, zusammen, so ist das 


Product dieser beiden Substitutionen wieder eine D-Substitution, und 
es wird durch diese ein Thetaproduct mit den Modulen ai¢), in ein 


Aggregat von Thetaproducten mit den Modulen c'?), iibergefiihrt. Die 


zwischen den Coefficienten dieser Substitutionen bestehenden Relationen 
sind ohne Miihe dem Vorigen zu entnehmen. 
Die zur Substitution D inverse Substitution : 


ny o=1,2 n 
D-*) n{9) == >’ 5%¢0) mie), ( aii ) 
: e=1 » Mls “u=1,2,...,p 


bei welcher, wie oben, s\¢*) die durch den Werth der Determinante 
2 tr ... 7" getheilte Adjuncte von re?) in dieser Determi- 
nante bezeichnet, ist selbst wieder eine D-Substitution, ihre Coef- 
ficienten s(@° geniigen den leicht aus (16) erhiiltlichen Gleichungen: 


(38) yin se si {¢') _ ohh +» Wenn Q = Q, 0; @ = L2).+ ") 
0, wenn @ 2 @; uw, we =1,2,..., p 


und es wird durch sie ein Thetaproduct mit den Moduln bi?) in ein 
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Aggregat von Thetaproducten mit den Modulen af), iibergefiihrt. Wie 
man die so entstehende Thetaformel aus der Pai (11) durch Um- 
kehrung erhalten kann, ist an anderem Orte ausfiihrlich erértert 
worden *), 

Endlich erkennt man ohne Miihe, dass die Ueberfiihrung eines 
Thetaproductes mit Modulen von der Form (20) in ein Aggregat von 
Thetaproducten mit Modulen von der Form (21), sobald zwischen den 
Thetamodulen a,,, ausser den Gleichungen a, = d,, keine linearen 
Relationen bestehen, nur durch eine Substitution von der Form D 
geschehen kann. Zu dem Ende beachte man, dass die Gleichungen 


(2) und (3), wenn man darin a‘), und 0! durch ihre Ausdriicke aus 
(20), (21) ersetzt, in Folge Pies vorausgesetzten Unabhiingigkeit der 
Thetamodulen a, die Gleichungen: 


= (6) (6) (9) ee ee 

39 (@) £@ ¢(@),(e9),0¢) ___@ Jv gv’, wenn =6,u=r,u=Y, 
(39) DP fa fa Tay Mey des 

= 0, in allen anderen Fiillen, 


( lO Seg 
Bye, v,v ml, 2,...,p 


nach sich ziehen, und diese fiir 6’ = 6, wu =u, v' = v die Gleichungen: 


= ee ee ‘ 
(40) p® fe r'go” = co 7 Pp VY, = 1,2, wong 
ee ( y 2 == 1,2 ) 
e=1 a wenn &@ Z y, yy = 1,2,...5% 


liefern. Aus diesen Gleichungen schliesst man aber, da die p'@ positive 
Gréssen sind, sofort, dass rf?) = 0 ist, sobald w Z2v ist, womit die 
Substitution als eine D-Substitution charakterisirt ist. 


4, 


Zusammensetzung der allgemeinen Substitution S aus Substitutionen 
D und E. 


Ks soll jetzt nachgewiesen werden, dass die in Art. 1 aufgestellte 
allgemeine Substitution S, durch welche ein Thetaproduct mit Modulen 


oe a i cas owe . 
ale), in ein Aggregat von Thetaproducten mit 
te (w, w= 1,2,...,p SEreg ' 


Modulen }), ( ohm L, - slit - iibergefiihrt wird, deren (np)? Coef- 
“\e,u=1,2,...,p 
Se 
ficienten r'¢?) (> _—>*-% ”) also den Gleichungen: 
H,y=1,2,..., 


*) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc. p, 22 u. f. 
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” P (a) “oo 
41 s) (0) ,,e9) (00) by, wenn 6 =, 
(41) Aen’ Tuvy Tey = So 
? 


e=1 w= p’=1 0, wenn 6 oi 
(° = eS +0 
° ‘ 
v,v = 1,2,..°, 
yeniigen, immer aus Substitutionen / und D zusammengesetzt werden 
gs ? 
kann, in der Form: 


(42) S=E,DE,. 

Dabei wird nur beziiglich der Modulen a'e), ( e’ ae ia 5 der 
KE NU, =1,2,...,p 

pea n Thetafunctionen vorausgesetzt, dass zwischen den Modulen 


a, (u,u’=1,2,...,p) einer einzelnen, etwa der i" Thetafunction, 


ausser den Beziehungen a\),, = a\? w (He ‘= 1,2,...,93; w<w’) keinerlei 


lineare Gleichungen von der Form >) Shwe a‘ = 0 bestehen, bei 
e=1 «’=1 
denen die k,, ganze Zahlen bensichaen; diese Voraussetzung, welche 
sich zum Beweise des ausgesprochenen Satzes nothwendig erweist, 
steht durchaus im Kinklange mit der in den vorliegenden Unter- 
suchungen herrschenden Tendenz, Formeln aufzustellen, deren Giiltig- 
keit nicht an besondere Specialisirungen der Thetamodulen gekniipft ist. 
Wie bei anderweitigen tihnlichen Untersuchungen wird man den 
zu erbringenden Nachweis, dass sich jede Substitution S aus Substi- 
tutionen D und EF in der Form (42) zusammensetzen liisst, fiihren, 
indem man zeigt, dass sich jede Substitution S mit Hiilfe von Substitu- 
tionen E auf eine Substitution D reduciren lisst in der Gestalt: 


(43) E, ‘SE, *=D. 

Im Folgenden werden aber die Schliisse noch etwas vereinfacht, wenn 
man entsprechend der mit (42) und (43) iiquivalenten Gleichung: 
(44) E,S~ E, = D™ 

und unter Beachtung des gegen Ende des vorigen Artikels bemerkten 
Satzes, dass die inverse einer D-Substitution selbst wieder eine D-Sub- 


stitution ist, die Méglichkeit der ebengenannten Reduction an der zu 
S inversen Substitution: 


6=1,2,..,” 
S-%) - ot? me are 


nachweist, bei welcher see) ae durch den Werth der Determinante 


der (np)? Coefficienten der Substitution S getheilte Adjuncte von rity? 
in dieser Determinante bezeichnet. Bevor nun zu diesem Neshweine 
selbst geschritten werden kann, miissen zwei Eigenschaften der Sub- 
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stitution S~! aufgedeckt werden, die bei diesem Beweise eine ent- 
scheidende Rolle spielen. 


Um dieselben zu erhalten, leite man zunichst aus den Glei- 
chungen (41) ein System einfacherer Relationen ab. Zu dem Ende 
multiplicire man , indem man unter r irgend eine Zahl aus der Reihe 
1, 2,..., und unter 4 irgend eine Zahl aus der Reihe 1, 2,..., p 


versteht, linke und rechte Seite der Gleichung (41) mit s{\%) und 
summire hierauf nach 6 von 1 bis » und nach v’ von 1 bis p. Man 
erhiilt dann, weil die Summe: 


(oa) ta’) 
s > at sf 


o=1¥ 


nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth 1 
hat, wenn gleichzeitig w’— A und @ —T ist, die Gleichungen: 


p —_ 9. 
(45) al 79) bs sft 6, t=1,2, sey ") 
2 oe D. > \a,v=—1,2,. 
«= 


geeey DP 


aus denen jetzt weitere Schliisse gezogen werden sollen. 
Man nehme an, dass irgend eine der * Determinanten: 


>} (ea) (eo) (ga) j 
+ sit Sh. + Spp ? (@, = 1, 2, oo 0 ”) 


etwa die Determinante: 


D4 MM... 
den Werth Null besitze. Es existiren dann p ganze Zahlen k, (4 = 1,2,...,p), 
die nicht alle Null sind, derart, dass gleichzeitig die p Gleichungen: 


p 

(46) a kasi? = 0 (v’ = 1,2, ...)p) 
4=!1 

bestehen, und man erhiilt, wenn man in (45) t = 7 und 6 —j setzt, 


hierauf linke und rechte Seite mit %, multiplicirt und nach 4 von 1 
bis p summirt, die Gleichungen: 


(47) > > kyaly ri) 


&a=1 a=l 
Aus diesen Gleichungen folgt aber, da der Voraussetzung nach zwischen 
den Modulen ai), (u, A= 1, 2,...,p) keine linearen Relationen ausser 
a), = ay), bestehen sollen, dass die siimmtlichen Gréssen: 
(48) kytus = 0 (u,v =1,2,...,p) 
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und ebenso die simmtlichen Gréssen: 


(49) kart?) + kart? = 0 (A, w, v= 1,2,...,p) 
sein miissen, welche Gleichungen sofort, da nicht alle %, Null sind, 
das Verschwinden der siimmtlichen p? Gréssen ri) (u, v= 1, 2, ... p) 
nach sich ziehen. Sind aber die p? Gréssen wn (gs, vy ==1, 2, ..., p) 


siimmtlich Null, so folgt aus (45), nachdem man darin t =i und 


6 =j gesetzt hat: 
p 


(50) 4 by 4 = (). (A, ha 1, 2, ‘- +P) 
v=l1 
Da nun die Determinante 2--d9/bY... bY), als Determinante der 


Modulen einer Thetafunction einen von Null verschiedenen Werth be- 
sitat, so folgt aus jenen p Gleichungen, welche aus (50) hervorgehen, 
wenn man fiir 4 eine bestimmte der Zahlen 1,2,...,p setzt und 
sodann fiir v der Reihe nach die Zahlen 1, 2,...,p treten lisst, das 
Verschwinden der p Grossen s{‘/) (v' = 1, 2,..., p), und da dieser Schluss 
fir 4—=1,2,...,p gemacht werden kann, so ergiebt sich schliess- 
lich als Folge der Gleichungen (50) das Verschwinden aller p* Gréssen 
sid (u,vy=1,2,...,p). Man hat also endlich als erste Eigenschaft 
der Substitution S~': Besitet irgend eine Determinante 2+- s\')) sf) ...33) 
den Werth Null, so verschwinden alle ihre p* Elemente s\i} (u,v = 1,2, ...,p). 
Giebt man daher der Thatsache, dass die p* Grossen s\‘) (u,y—=1,2,...,p) 
siimmtlich den Werth Null haben, dadurch Ausdruck, dass man sagt, 
das System der p* Grossen am oder kiirzer das System s‘/) sei Null, 
so lisst sich das soeben gefundene Resultat auch dahin umkehren, 
dass ein System s“4), das nicht Null ist, stets eine von Null verschiedene 
Determinante besitzt. 

Kin System ss), bei welchem alle Elemente ausserhalb der Haupt- 
diagonale den Werth Null haben, die Elemente der Hauptdiagonale 
aber den gleichen von Null verschiedenen Werth besitzen, soll ferner- 
hin ein ,,reducirtes“ System heissen, und s“/) in diesem Falle zugleich 
den gemeinsamen Werth der Elemente der Hauptdiagonale bezeichnen. 
Ist dann ein System s/) ein reducirtes, so folgt aus (45), nachdem 
man darin t=? und 6 = j gesetzt hat: 

p 
(51) 9 alt) eid = vy} s. (A4,v==l,2,...,p) 
esi 
Hieraus ergiebt sich aber durch Vertauschung von 4 und vr: 


Pp 


ns (i) (is) (j) (#3) ¢ 
(52) 7 Guy Tur = diy s (4,v=1,2,...,p) 


ul 
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und aus (51) und (52) wegen bi? = WY (4, vy =1, 2,...,p): 


(53) Yall = Dart (4,v=1,2,..., p) 


ul 

Da nun der gemachten Selene zu Folge zwischen den Modulen 

al’, (u, v= 1, 2,...,p) ausser den Gleichungen a‘! = 4), keine linearen 
kien heatehen sollen, so folgt aus den Glaichangen (53) sofort, dass: 
(54) ri) — rP, ri? =0 (4,v=1,2,....9; AS») 
ist, d. h. dass auch das System 7‘) ein reducirtes ist, und sodann 
endlich aus (51): 
(55) yD gi i) = sp), (A, een 1, 2.. -P) 
Man hat daher als zweite Eigenschaft der Substitution S—!: Ist irgend 


ein System s')) ein reducirtes, d. h. ist 


. ay  %9, ween a=, “ 

(56) Suv = > (u, y= 1,2,...,p) 
0, wenn wu ZY, 

wo s\)) von Null verschieden ist, so sind die Modulen a\’, den Modulen 

b!, proportional, in der Art, dass: 


(57) ae — io = (u, _ 1, 2, eery Pp) 

ist. Umgekehrt folgt, wenn die Gleichungen (57) erfiillt sind, aus 

den Gleichungen (45), nachdem man darin t = 7 und 6 = J gesetzt hat: 

(58) > ay 7%) = => CD Gr sh? (a, v= 1,2,.,.,p) 
fM=l o’==1 


und diese Gleichungen ziehen, weil zwischen den Modulen a\?, 
(u, v= 1, 2,...,p) ausser ali) = a’), keine linearen Relationen bestehen 
sollen, sofort fiir die Systeme 7 und s'#) nach sich, dass sie reducirt 
‘oder Null sind. Sind also die Modulen a‘?, den Modulen bj?) pro- 
portional, so ist das System s) entweder reducirt oder Null. 

Um nun die verlangte, durch die Gleichung (44) dargestellte le- 
duction der Substitution S-! auszufiihren, denke man sich deren 


Coefficienten s\¢?? e oe ti 7 2 in ein quadratisches Schema an- 
geordnet; dabei ist es aber far. die folgende Untersuchung durchaus 
ausreichend und zweckmissig, immer ein System von p* Zahlen 
st) (u,v =1, 2,...,p) durch ein einziges Zeichen s‘) zu ersetzen und 
dementsprechend als Repriisentanten der Coefficienten der Substitution 
S-? das Schema: 


26* 
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g(t) gt)... gin) 
/ sG2) 522). . . gl?) 
S~* = 


sila) gn)... g(an) 


von nur ” Verticalreihen (V. R.) und » Horizontalreihen (H. R.) ein- 
zufiihren. Nun ordne man, indem man beachtet, dass eine Umstellung 
der V. R. beziehlich der H. R. des angeschriebenen Schemas nur einer 
Vertauschung der Factoren in dem urspriinglichen beziehlich in den 
neuen Thetaproducten entspricht, die » V.R. und die » H. R. von 
S—! folgendermassen. 

Man suche unter den x V. R. von S—! diejenige auf, in der am 
wenigsten Systeme s‘¢*) Null sind (giebt es dabei mehrere gleich- 
berechtigte unter den x V. ht., so nehme man, wie in solchen Fiillen 
im Folgenden stets, eine beliebige darunter) und bringe sie an die erste 
Stelle, zugleich auch durch passende Vertauschung der H. R. die in 
ihr vorkommenden von Null verschiedenen Systeme, deren Anzahl x, 
sei, an die m, ersten Stellen, sodass also nach geschehener Anordnung 
die n, Systeme s', s(®),..., 8% von Null verschieden, die n — , 
Systeme set), sihmt), ..., ss") aber Null sind. Nun _ betrachte 
man die », ersten H. R., suche unter ihnen diejenige auf, in der am 
wenigsten Systeme s@® Null sind, setze sie durch Umstellung der 
H. R. an die erste Stelle und gleichzeitig durch passende Umstellung 
der V. R. (mit Ausnahme der ersten, die an ihrer Stelle bleibt) die 
in ihr vorkommenden von Null verschiedenen Systeme an die ersten 
Stellen. Betriigt deren Anzahl m,’, so sind nach geschehener Anord- 
nung die Systeme s@), s@),...,s(>") von Null verschieden, die Systeme 
su F4s1), sim’ +20), 22,8" aber Null. 

Nun bezeichne man fiir 6 = 1, 2,..., , mit of”) die durch den 
Werth der Determinante des Systems s® dividirte Adjuncte von y 
in dieser Determinante und bilde eine E-Substitution: 


p 
0 (0 e=—1,2, ...,% 
(59) a?) a > rie) y ( 9 
oo =1,2,...p 
dadurch, dass man fiir @ = 1, 2,..., ,: 
(e) (1@) ‘ 
rey = oy ? (u, vyaol, 2...) 


fir @e=n, +1, ,+2,..., aber: 


1, wenn w=», 


0, wenn u 2 v, (u, vas 1, a 


setzt. Die so gebildete E-Substitution soll ZL, heissen. Man bezeichne 
ebenso fiir @= 1,2, ..., mit off? die durch den Werth der 


(@) 
Tuy = 
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Determinante des Systems s®" dividirte Adjuncte von s¥%,” in dieser 


“ay 
Determinante und bestimme eine weitere H-Substitution, E,, dadurch, 
dass man in (59) fiir 9 = 2, 3,..., 2°: 


e) {@1) ‘ 
Thy = Ony » (w, v= 1,2,...,p) 


fir @=1 und gp=n,'+ 1, n+ 2,..., 2 aber: 
1, wenn uw =v», 


(@) 
ry = 


y=1,2,...,p) 
0, wenn Z v, , " 
setzt. Setzt man dann diese Substitutionen HL, und F, mit der Substi- 
tution S~—! zu einer Substitution Z zusammen in der Form: 


(60) T= E,S-'E,, 
so ist in der Substitution 7’, wenn deren Coefficienten mit: 
“,v=1,2,-...p 


bezeichnet werden: 

fir o = 1,2,...,%,: 

19) _h wenn w=», 
0, wenn w 2”, 


fiir ¢ =n, +1, , + 2,..., 0: 


(la 
tuy =0, 
€ 
fiir 9 = 1,2,..., 0’: (u,v =1,2,...,p) 
ia ae 
wy 2, Wenn w= v, 
tiv = 


0, wenn w Sv, 
fir 9 =n, +1, mn +2,..., 0: 

fe = 0. 
Nun sind aber nach Friiherem, sobald ein System ¢*® reducirt ist, die 
Modulen ai!) den Modulen b'%)- (uw, w’ =1,2,...,p) proportional, und 
ebenso, wenn ein System ¢@" reducirt ist, die Modulen aif), den Mo- 
dulen b{!), proportional, und da bei der Substitution 7 ersteres fiir 
6=1,2,...m,, letzteres fiir 9 —1,2,...,,' gilt, so folgt endlich, 
dass bei ihr fiir jedes g von 1 bis m,’ und jedes o von 1 bis n, die 
Modulen a'¢), den Modulen b'?), proportional sind, was wiederum nach 
Friiherem nach sich zieht, dass die simmtlichen m,n,’ Systeme 
t@*) (9==1,2,...,,’, 6=1,2,...,m,) reducirt oder Null sind*). 


*) Es kann nicht stéren, dass hier die Modulen ale). und 0/7), in anderer 


Bedeutung eingefiihrt werden als friiher; hier ist angenommen, dass durch die 
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Ist nun n, =n, =n, so ist bereits die Substitution 7’ eine 
D-Substitution, da bei ihr alle Coefficienten if), bei denen u 2 v ist, 
verschwinden, und die Gleichung (60) stellt die verlangte Reduction 
der Substitution S~* dar. Ist dagegen m, oder m,’, oder sind beide 
Zahlen kleiner als m, so hat man die Reduction in der jetzt zu 
erérternden Weise fortzusetzen. 

Man nehme zuniichst an, es seien m, und », beide kleiner als n. 
Die erste V. R. von 7 hat an den n —n, letzten Stellen lauter Systeme, 
die Null sind; man suche unter der 2'", 3', .,., »,'" V. RR. jene auf, 
bei welcher von den » — n, letzten Systemen die wenigsten Null sind, 
und bringe dieselbe durch Umstellung der V.R. an die mn,’ Stelle, 
gleichzeitig aber durch passende Umstellung der n — n, letzten H. K. 
diese von Null verschiedenen Systeme, deren Anzahl n, — n, betrage, 
an die nm, + 1'*, n, + 2", ..., ,"° Stelle. Hierauf suche man unter 
der nm, + 1%", », + 2'°,.... 2," H. R. diejenige auf, bei der unter 
den » — n,' letzten Systemen die wenigsten Null sind, und bringe sie 
durch Umstellung der H. R. an die », + 1 Stelle, gleichzeitig aber 
durch passende Umstellung der n — n,’ letzten V. R. diese von Null 
verschiedenen Systeme, deren Anzahl n,’—m,’ betrage, an die 
n, + 1%, m,°+ 2",..., m,"° Stelle. Es sind dann nach geschehener 
Anordnung bei der Substitution 7’ in der mn," V. R. die Systeme 
fasmtD fousmt?) 2. ., t™) von Null verschieden, die Systeme 
tema smeAt), fosmt2) 2... 5”) Null, und in der n, + 1 H. R. die 
Systeme fi o"™+0, fou timtd), ..., "+2 von Null verschieden, die 
Systeme f'+hut), fm’+2m+0)...) +) Null. Nun bestimme 
man aus (59) eine Z-Substitution L,’, indem man: 
fir g = 1,2, ...,%: 

«@ |, Wenn w=», 
“0, wenn ZY, 
fir ep—n, +1, 2, +2,..., %: 


(@) (m',¢) ‘ 
Yuv = Tuy » (u,v = 1,2,...,p) 
fir 9op=—n, +1, nm, + 2,...,n: 
@) 1, wenn p =v, 
a ~ 
0, wenn w ZY, 


setzt, unter t),,"° die durch die Determinante des Systems ¢’ ge- 


theilte Adjuncte von #5" in dieser Determinante verstanden, und eine 
weitere E-Substitution E,’, indem man in (59): 


Substitution 7 ein Thetaproduct mit den Modulen ai?) in ein Aggregat von 
Thetaproducten mit den Moduleu b/?), iibergefiihrt werde. 
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fir g=1,2,...,%,: 


wo 1, wenn uw =v, 
a 0, wenn uw 
fiir g@ =n, +1, m,'+2,...,m : 
ri — offer 
fiir 9p =n,’ +1, ,+2,...,0: 


©) l, wenn w =v, 
rar = 


WV 
2 


? (u,v ==1,2,..., p) 


O, wenn w 2 Vv, 


setzt, unter ri%;"*" die durch die Determinante des Systems ("+ 


getheilte Adjuncte von (%"*” in dieser Determinante verstanden. 
Setzt man dann diese Substitutionen F,’, EZ, mit der Substitution 7 
zu einer Substitution U zusammen in der Form: 

(61) U = E, TE,, 

so sind in der Substitution U die Systeme ws +4), yler'smt2) , .,,, aplt'sm) 
und ebenso die Systeme wth +), ami'+2m+)..., alm mt) reducirt, 
und man schliesst daraus nicht nur, wie friiher, dass fiir jedes @ von 


n,’ bis n,’ und fiir jedes 6 von n, +1 bis m, die Modulen aif), den Mo- 
dulen 0{%), proportional und daher alle Systeme w®”, welche diesen 
Werthen von g und 6 entsprechen, reducirt oder Null sind, sondern 
in Verbinduag mit dem friiher erhaltenen Resultate sofort weiter, dass 
die Proportionalitit der Modulen a‘), mit den Modulen 0, fiir jedes @ 
vou 1 bis »,’ und jedes 6 von 1 bis n, besteht, und dass daher alle 
m,n, den ersten n, H. R. und ersten n,’ V. R. gemeinsamen Systeme 
ue? (9==1,2,...,%3 C= 1,2,...,”,) reducirt oder Null sind. 

Das angegebene Verfahren ist auch anwendbar, wenn »,’ = % ist, 
in welchem Falle sich die Substitution HZ,’ auf die identische reducirt; 
es versagt aber, wenn », = ist, und ferner, wenn die n,’ ersten 
V. R. von 7 an ihren x — n, letzten Stellen lauter Systeme haben, 
die Null sind. In beiden Fallen kann, wie man leicht sieht, die Re- 
duction von 7 in der Weise vorgenommen werden, dass man das im 
Vorigen angegebene Reductionsverfahren unter durchgingiger Ver- 
tauschung der H. R. mit den V. R. nachbildet. 

Ist nun fiir die Substitution U n, =n,’ =n, so ist sie eine D- 
Substitution, und es wird durch die aus (60) und (61) folgende 
Gleichung : 

(62) U= FE, E,S— E, E, 

die verlangte Reduction der Substitution S—! geliefert, wenn man noch 
die beiden Z-Substitutionen E, und FZ, und ebenso die beiden E-Sub- 
stitutionen EZ, und E£,’ zu je einer E-Substitution zusammensetzt. Sind 
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dagegen m, und m,’ oder eine dieser beiden Zahlen kleiner als n, so 
hat man das Reductionsverfahren in der angegebenen Weise fort- 
zusetzen, bis man schliesslich zu einer D-Substitution gekommen ist. 

Man hat so den im Vorigen ausgesprochenen Satz bewiesen, dass 
man jede beliebige Substitution S, durch welche ein Product von » 
Thetafunctionen in ein Aggregat solcher Producte tibergefiihrt wird, 
stets aus Substitutionen D und E in der Form (42) zusammensetzen 
kann, 


Dieses Resultat liisst sich ausfiihrlicher folgendermassen aus- 
sprechen. 


Wenn ein Thetaproduct (1) mit den Modulen a'?). (, es . Bee 
Meee 

durch irgend eine lineare Substitution S mit rationalen Coefficienten in 
ein Aggregat von Thetaproducten mit den Modulen b'’): . wie ei a 
iibergefiihrt werden kann, wozu die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen in den Gleichungen (2) und (3) angegeben sind, so kann 
man sowohl das gegebene Thetaproduct mit den Modulen a), als 
auch das Thetaproduct mit den Modulen bY) durch je eine Substitu- 
tion EF, d. h. durch blosse Umformung jeder einzelnen seiner Theta- 
functionen vermittelst einer linearen Substitution, in ein Aggregat von 
‘Thetaproducten itiberfiihren, deren Modulen ganze Vielfache p) a, bez. 
gq adyy der Modulen einer einzigen Thetafunction sind, so dass nun- 
mehr jedes Thetaproduct mit den Modulen p@)a,,: durch eine Sub- 
stitution von der Art D in Thetaproducte mit den Modulen ga,, 
iibergeht. 

Aus der Méglichkeit der Zusammensetzung der allgemeinen Sub- 
stitution S aus Substitutionen D und F folgt nun weiter, dass man 
ebenso jene Thetaformel, welche die durch die allgemeine Substitution 
S bewirkte Ueberfiihrung eines Thetaproductes in ein Aggregat neuer 
Thetaproducte zum Ausdruck bringt, aus den in diesem Abschnitte 
aufgestellten, den Substitutionen EZ und D entsprechenden Formeln 
(I), (JZ) durch Zusammensetzung erhalten kann, dass man sich also 


hinsichtlich der Aufstellung von Thetaformeln auf diese beiden Formeln 
beschriinken darf. 
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Vierter Abschnitt. 


Ueber die zu den Substitutionen EZ und D gehérigen Theta- 
formeln. Specielle Fille derselben. Historisches. 


1, 
Ueber die zu den Substitutionen FL gehérigen Thetaformeln. 


Die der allgemeinen Substitution E entsprechende Thetaformel (J) 
ist zuerst von Herrn Prym und mir*) angegeben worden; bis dahin 
waren nur ganz specielle Fille derselben bekannt, welche alle der Annahme 
entsprechen, dass bei der zu Grunde liegenden Substitution (7) simmt- 
liche nicht in der Hauptdiagonale stehenden Coefficienten e,, den Werth 
Null haben. Ist aber fiir jedes w und vy von 1 bis p ey, = 0, sobald 
u z v, dagegen ¢,, = Cy. = +++ = pp = Gq, WOg eine positive ganze 
Zahl bezeichnet, die zu r relativ prim ist, so nimmt die Formel (J) 
die einfache Gestalt**): 


Cnet G98 — Te 
(1) ro(uye— > > ot Le, 


Qe kp Sia sSy 1 6 
r 


an, bei der die Gréssen v, b jetzt mit den Gréssen wu, a durch die 
Gleichungen: 

6 g , ‘ 

(2) yet, dy = ody (v, v= 1,2, ..p) 


verkniipft sind, und aus der weiter fiir » = 1 die Formel***): 


(3) o(ue—_>' 9 | « |¢ wea, 


@1r**"2Op 
fir g = 1 dagegen die Formel+): 


) 7 9(uje= > 9 «| (*). 


G47 Fy rc 


hervorgeht Dabei mag noch bemerkt werden, dass die Formeln (3) 
und (4) nicht wesentlich verschieden von einander sind, insofern als 
jede von ihnen als die Umkehrung der anderen angesehen werden 
kann. Lisst man nimlich, indem man unter 6,,..., 6) ganze Zahlen 


*) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc., pag. 72, Formel (Ij). 
**) a. a. O. pag. 77, Formel (Ij). 
***) a. a, O. pag. 77, Formel (I,). 

+) a, a. O. pag. 77, Formel (I). 
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versteht, in der Formel (3) fiir w= 1,2,...,p Uy in Um + + 6, %t 


iibergehen, so entsteht unter Anwendung bekannter Hiilfsformeln*) 
die allgemeinere Formel: 


0 %1y-ng—l C9 == Seo 
(5) 3 | ())a =-> a «| (qu)gae . 


» g Crop 0 


Diese Formel enthiilt g? verschiedene specielle, die man erhilt, wenn 
man jeder der p Gréssen 6,,..., 6) unabhiingig von den anderen die 
Werthe 0,1,...,q—1 ertheilt. Addirt man diese g? Gleichungen 
zu einander, d. h. summirt man in (5) tiber jedes 6 von 0 bis g—1, 
so entsteht, da die Summe: 


Pp 
oni 
Gls--59—2 TES HH Cu Fu 


3 e , =i 


G1 ,°°" Fy 


nur dann‘einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth 
q” besitzt, wenn 0, = 0, —=--- = e, = 0 ist, eine Formel, die sich 
von der Formel (4) ersichtlich nur durch die Bezeichnung unter- 
scheidet. In aihnlicher Weise kann man von der Formel (4) zu der 
Formel (3) zurtickkehren. 

Die Formeln (3) und (4) sind fiir den Fall p= 1 laingst bekannt. 
Schon Jacobi**) hat bemerkt, dass die #(w), darstellende Reihe, wenn 
man in ihr die geraden Glieder von den ungeraden trennt, in zwei 
Reihen zerfallt, von denen jede fiir sich eine Thetafunction mit dem 
Argumente 2% und dem Modul 4a darstellt, und ist so zu der Formel 
(3) fiir p= 1 und g=—2 gelangt. Schréter***) hat diese Zerspaltung 
einer Thetareihe in mehrere durch Zusammenfassung derjenigen Glieder, 
bei denen die Summationsbuchstaben einander nach dem Modul g 
congruent sind, auf den Fall eines beliebigen g ausgedehnt und so die 
Formel (3) fiir p = 1 und beliebiges g erhalten, wihrend die Formel 
(4) zuerst von Herrn Gordan?) angegeben wurde. Die Formeln (3) 
und (4) sind fiir den Fall p = 1 genau jene Umformungen der Theta- 
reihe, welche am Ende des ersten Abschnittes fiir eine beliebige einfach 
unendliche Reihe angeschrieben sind. 

Nachdem die Formeln (3) und (4) fiir den Fall p= 1 gefunden 


*) a. a. O. pag. 7, Formeln (A) und (D). 

**) Jacobi, Theorie der elliptischen Functionen aus den Kigenschaften der 
Thetareihen abgeleitet. Ges, Werke Bd. 1, pag. 515. 

***) Schréter, De aequationibus modularibus. Inaug, Diss. Kénigsberg 
1854, pag. 9. 


+) Gordan, Beziehungen zwischen Thetaproducten. J, fiir Math. Bd, 66 
(1866), pag. 191. 
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waren, war es leicht zu ersehen, dass solche Formeln auch fiir Theta- 
functionen mehrerer Veriinderlichen bestehen; sie wurden zuerst (unter 
Beschrinkung auf den Fall p = 2 und gq = 2) von Herrn Konigs- 
berger*) angegeben, doch hatte schon vorher Herr Thomae**) die 
Formel: 


6) oy, >... 5 of | (0), 


@,=0 Cp=9 0 
bei der 


(7) Vy == Gy tly,  Dyy = Gy Gy Gry’ (v,v’ =1,2,..., p) 
ist, aufyestellt; eine Formel, welche allgemeiner als die Formel (3) ist, 
in die sie fiir g, = gq, =-+--- = q, = q iibergeht, und welche aus der 
Formel (1) erhalten wird, wenn man darin r = 1 und: 

qd, Wenn w =v, 


= (uy vanl,2,... 
7” 0, wenn uw Zr, i 
setzt. 
Was endlich den Charakter der Formel ([) angeht, so liegt der- 
selben, wie Herr Prym und ich***) gezeigt haben, eine lineare Trans- 
formation der Perioden mit gebroche- ” pees 
nen ‘Transformationszahlen zu Grunde, Fs a 
also eine solche, bei der das neue Pe- Pg 
riodengitter Periodenparallelotope des- i 
selben Inhalts, aber nicht die nim- 
lichen Gitterpunkte aufweist, wie das 
urspriingliche, Die Formel (1) ent- 
spricht z. B. im Falle p=1 der 9° 
Periodentransformation : 








os , r , 

a, = 7m, @, = — @,, 
fiir welche unter der Annahme gq = 2, r=3 die Periodenparallelo- 
gramme durch nebenstehende Figur dargestellt werden. 


2. 
Ueber die zu den Substitutionen D gehérigen Thetaformeln. 


Die der allgemeinen Substitution D entsprechende Thetaformel (II) 
ist gleichfalls von Herrn Prym und mir}) aufgestellt worden. Die 


*) Kénigsberger, Ueber die Transformation der Abel’schen Functionen 
erster Ordnung, J. fiir Math., Bd. 64 (1865), pag. 33. 
**) Thomae, Die allgemeine ‘l'ransformation der O-Functionen mit beliebig 
vielen Variabeln. Inaug.-Diss. Gittingen 1864, pag. 5. 
***) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc. pag. 73 u. f. 
+) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc., pag. 20, Formel (0). 
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zuerst bekannt gewordenen speciellen Fille der Formel bezogen sich 
ausschliesslich auf den Fall n= 2, fiir welchen Schréter*) die 
bekannte, der Substitution: 


(1) (1) (2) 
, Mm = Bn +n : ‘ 
(8) A a A (u=1,2,...,p) 
My = — aN, + Ny 


entsprechende Formel: 


0,1,++-,a-+8—1 & ae 

(9) F(u), 0) F(u) a) = p a |} | (eo) ay of. | (uv), <2), 

Bry**y8 0 0 

user p 

bei der: 

(10) up! = Wun» a = a6 (a+ B) Bue w! 
any = Pauw» vi: = (a+ B)duw 

ist, wiahrend die Variablen v mit den Variablen w durch die Glei- 

chungen: 


(u, w' =1,2, .++y DP) 


(1) (1) (2) 
0, = pu — au 

ies ‘a. ae (w=1,2,...,p) 
Un = Ue + Wu 


zusammenhingen, fiir p= 1 angegeben hat**). Spiter hat Schré- 
ter***) die Formel (9) durch die allgemeinere, der Substitution: 


(1) (1) (2) 
. mM = trn, + sry ; 
(12) a a a (w= 1, 2,..., p) 
Mm, = —spn, + tn, 


und Hoppe?) durch die noch allgemeinere, der Substitution : 
a(t) 
(13) * ; 

my,’ = ghany’ + febni? 
entsprechende ersetzt. 


= fhen\? — gedn® 


(= 1,2,..., p) 


*) Schréter, De aequationibus modularibus. Inaug.-Diss. Kénigsberg 1854, 
pag. 7, Formel (1). 

**) Fiir p> 1 finden sich solche Formeln zuerst bei Kénigsberger, Ueber 
die Transformation der Abel’schen Functionen erster Ordnung. J. fiir Math. 
Bd. 64 (1865), pag. 24. 

***) Schréter, Ueber die Entwicklung der Potenzen der elliptischen Trans- 
cendenten # und die Theilung dieser Functionen, Hab.-Schrift, Breslau 1855, 
pag. 6, Formel 5. 

+) Hoppe, Verallgemeinerung einer Relation der Jacobi’schen Functionen. 
Archiv f. Math. u. Phys. Th. 70 (1884), pag. 403, Formel (9). Die von Herrn 
Huebner, Ueber die Umformung unendlicher Reihen und Producte mit Beziehung 
auf die Theorie der elliptischen Functionen (Progr. Kénigsberg 1891) angegebenen 


Formeln (I)—(VI) pag. 37 u. f. entstehen aus solchen Formeln in Verbindung mit 
Formeln (4). 





* 
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Geht man nun auf den Fall eines beliebigen m iiber, so erhiilt 
man unter der Annahme + —1 zu der Substitution: 


: = 1,2,...,m 
(e) __ Qo) , (a) Q pp reey 
(14) me = > de? ni, ( rie ) 
o=1 


= Se 


bei welcher die ganzen Zahlen de® den Gleichungen: 


n , 
; (), wenn 6 = 6 , 
(15) > pe deo) dee) —= ; : ‘> > (6,6'=1,2,...,n) 
a , wenn 626, 
geniigen, die zuerst von Herrn Krause*) mitgetheilte, und von ihm 
» Additionstheorem zwischen Thetafunctionen mit verschiedenen Moduln“ 
genannte Formel : 


Vere (UM) ay - - - B(U) cw) 


(16) 01:2 a) =(n) 
ma P 4 of A leo,» bast o| A [tome 


[a] 0 0 


dabei ist: 

Q, 6=1,2,...,” 
17 age = Pauw, Dep =F aay, ( ’ ‘ ) 
(1) ” . ” itis M,w=1,2,...,p 


es ist ferner: 


“ o=1,2,...,” 
(18 09 a= ST de a, ARE ) 
) 2 u=1,2,...,p 


oder umgekehrt: 
ig 1 (ea) , (a), @e=—1,2,...,% 
(19) tye = “A 0 Vu 3 ( 
a pe =1,2,...,p 


es ist weiter zur Abkiirzung gesetzt: 
” = o=1,2,..., 
20 ao) — 7 geo a; ee 
as 2 = pool,2,...,p 
es bezeichnet A den Werth, VY den absoluten Werth der Determinante 
Z + da ... d™ und de® die Adjuncte von d@® in dieser Deter- 
minante; es ist endlich die auf der rechten Seite von (16) angedeutete 
e=—1,2,...,% 


nach 
wu=1,2,...,p 


Summation in der Weise auszufiihren, dass fiir 


*) Krause, Ueber Fourier’sche Entwicklungen im Gebiete der Theta- 
functionen zweier Veriinderlichen. Math. Ann. Bd, 27 (1886), pag. 424, Formel (11). 
Etwas friiher wurde die Formel (16) fiir den Fall einfach unendlicher Thetareihen 
und unter der speciellen Annahme p"!) = p©) = .-- = p'") =1 von Herrn Krause 
in seiner Abhandlung: Zur Transformation der elliptischen Functionen. Leipz. Ber, 
1886, pag. 39 mitgetheilt. 
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jedem a von 0 bis V—1 zu summiren ist. Die dabei als Summanden 

auftretenden V"” Thetaproducte kénnen nach dem in Art. 10 des 
P 

zweiten Abschnitts Bewiesenen in een = V" Gruppen geordnet 

werden, indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Thetapro- 

ducte, immer Y"~—)? an der Zahl, zusammenfasst, fiir welche sich 


6=1,2 , 


=(0) yeeey : 
die Werthe der np Grossen a, ia 12... ps nur um ganze Viel- 


fache von A fdndern, wenn man von einem dieser YV—? Theta- 
producte zu einem andern derselben iibergeht. Die V"—? in einer 
Gruppe vorkommenden Thetaproducte besitzen dann denselben Werth, 
und man kann daher in obiger Summe jede solche Gruppe von Sum- 
manden durch das V"—-fache eines beliebigen unter ihnen ersetzen. 
Fiihrt man diese Vereinigung fiir jede der VY? Gruppen aus, so geht 
die rechte Seite der Gleichung (16) in das V"—»-fache einer Summe 
von WV? wesentlich verschiedenen Thetaproducten iiber. Man wird 
endlich noch bemerken, dass in Folge der aus den Gleichungen sich 
ergebenden Beziehungen: 


(21) pie) de) = 5 ginger) (o,6=1,2,...,) 


die Gréssen w auch in der Gestalt: 


n 
(e9) = 1,2,...,% 
a (e) fe) d (o) Q >“) , 
(22) Us =p a ros Vn ( ) 


») 
— pol, 2,...,p 


und die Gréssen @ auch in der Gestalt: 


(6am, 2,...,0 
92 a?) — (e) eo) _ (e) >” “> 
(23) = S pd Oye 


e=1 u=1,2,...,p 


dargestellt werden kénnen, und endlich sich fiir das Quadrat der 
Determinante A der Werth: 
1 2 
(24) tn Lf 
. a) 2) (n) 
Pp p™ ... p 

ergiebt. 

== i, 2, erey 0 yp? 

“ 

| a ew, 2,...,p 
ao - ss . 
vn ++ x,’ tibergehen, indem man unter den x ganze Zahlen ver- 


Lisst man in der Formel (16) fiir in 


steht, und bezeichnet mit Seen den Ausdruck: 


~_— A (¢o) i 
(25) xo = > ser, (a) = Ap® P or x”, Q ” ; ) 


ar pol, 2,...,p 
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so erhilt man unter Anwendung der bekannten Hiilfsformeln die all- 
gemeinere Formel: 





0 0 
A A 
FH] 2M | (u®)ay FL GeO | (Ue), ww 
; “A IN 
(26) . 
re a 
O11 PF) a <> > (0) x10) 
= >) 9] & |)... 2] & [Qe ee 
{a|- 0 0 


und aus dieser, indem man iiber jedes x von 0 bis V—1 summirt, 
die Formel: 


V? F(e ) a coe F(v™) — 
(27) 0,1,-++,V—1 0 ; oF 


= po ao Ay (ul) ay ee a an) (ee™) (ny 
(x] ra A 


Diese Formel, von der man auch umgekehrt wieder zu der Formel (16) 
zuriickkehren kann, und die daher als von der Formel (16) nicht 
wesentlich verschieden anzusehen ist*), ist zuerst und viel friiher als 
die Formel (16) von Herrn Gordan**) mitgetheilt worden. 

Fiir r = 2 geht die Forme! (II) in das ,,zweite Additionstheorem“ 
des Herrn Krause***) iiber. 

Was die Bedeutung der Formel (II) angeht, so liefert dieselbe 
durch Specialisirung der ihr zu Grunde liegenden linearen Substitution 
und der Argumente der in ihr auftretenden Thetafunctionen eine Fiille 
von Relationen, welche im Falle der Transformation héheren Grades 
zwischen den urspriinglichen und den transformirten Thetafunctionen 
bestehen7). Die Formel (II) geht aber ferner, wenn man die Modulen 


*) Die von Herrn Krause am Ende seiner oben citirten Abhandlung in 

den Leipz. Ber. 1886 pag. 43 gemachte Bemerkung ist demgemiiss zu berichtigen. 

**) Gordan, Beziehungen zwischen Thetaproducten. J. fiir Math. Bd. 66 
» (1866) pag. 189, Formel (VIII). Spiiter als die Herren Krause und Gordan hat 
die Formeln (16) und (27) Herr Mertens, Ueber eine Verallgemeinerung der 
Schriter’schen Maultiplicationsformeln fiir Thetareihen (Progr. Kéln 1889), an- 
gegeben. 

*t*) Krause, Ueber Fourier’sche Entwicklungen im Gebiete der Theta- 
functionen zweier Veriinderlichen. Math. Ann. Bd. 27 (1886), pag. 425, Formel (4). 

+) Vergl. hiezu ausser den schon citirten Abhandlungen noch: 

Giring, Untersuchungen iiber die Theilwerthe der Jacobi’schen Theta- 
functionen und die im Gauss’schen Nachlasse mitgetheilten Beziehungen derselben. 
Math. Ann. Bd, 7 (1874) pag. 311. 

Krause, Die Transformation der hyperelliptischen Functionen erster Ord- 
nung. Leipzig 1886. 

Miller, Zur Transformation der Thetafunctionen. Inaug,-Diss. Rostock 1887, 
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aller in ihr vorkommenden Thetafunctionen einander gleich, d. h. 
pl a-++ = pl) — gi) —.-- = g = 1 setzt, in die von Herrn 
Prym*) mitgetheilte ,,allgemeine Thetaformel“ iiber, die nun ihrer- 
seits alle zum: Kreise der Additionstheoreme gehdrigen Formeln, ins- 
besondere die Riemann’sche Thetaformel und deren Verallgemeine- 
rungen**) als specielle Fille. enthilt. 


Strassburg i. E., im Januar 1899. 


Krause, Zur Transformation der Thetafunctionen. Leipz. Ber. 1893, pag. 99, 
349, 523 und 805; 1896, pag. 291. 


Krause, Ueber die Transformationstheorie der elliptischen Functionen. 
Jahresb, der d. Math, Ver. Bd. 4 (1894—1895), pag, 121. 


Krause, Theorie der doppeltperiodischen Functionen einer veriinderlichen 
Grisse. Leipzig. Bd. 1 (1895), Bd. 2 (1897). 


*) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. Acta math. Bd. 3 
(1883), pag. 216. 


**) Krazer und Prym, Neue Grundlagen etc. pag. 33 u.f. und pag. 47 u. f. 











Ueber kiirzeste Integralcurven einer Pfaff’schen Gleichung. 
Von 


R. v. Linrenruat in Miinster i. W. 


In einer Besprechung*) meiner Schrift: ,,Grundlagen einer Kriim- 
mungslehre der Curvenscharen“ macht Herr Sommerfeld auf die von 
Hertz**) aufgestellte Unterscheidung von geradesten und _ kiirzesten 
Bahnen aufmerksam, welch’ letztere in jener Schrift nicht betrachtet 
sind. Das veranlasst mich die Frage zu behandeln nach der kiirzesten 
Verbindungslinie zweier Punkte, die zugleich Integralecurve einer ge- 
gebenen Pfaff’schen Gleichung oder mit anderen Worten orthogonale 
Trajectorie einer gegebenen doppeltunendlichen Curvenschar ist. 

Ich leite im Folgenden zuniichst die kennzeichnende Gleichung 
dieser kiirzesten Linien auf zwei verschiedenen Wegen ab, von denen 
der erste der von Hertz angegebene, in der Variationsrechnung iibliche 
ist, der zweite, geometrisch durchsichtigere, sich aber dem Gegenstande 
besser anpasst. 

Sodann wird die Integration der aufgestellten Differentialglei- 
chungen erértert, und schliesslich sind zwei Fille angegeben, in denen 
sich die Integration vereinfacht. 

Auf die oben genannte Schrift werde ich unter dem Buchstaben 
»G@“ hinweisen, doch setzt nur der letzte Paragraph des Folgenden 
die Kenntniss der fraglichen Schrift voraus. 


§ 1. 
Erste Herleitung der Differentialgleichungen der kiirzesten Linien. 
Es sei eine doppelt unendliche Curvenschar durch die Gleichungen 
festgelegt : 
(1) da:dy:de=§&:y:6, 


*) Gittingische gelehrte Anzeigen 1898, Nr. 11. 
**) Die Principien der Mechanik. S. 100 u. 106, 


Mathematische Annalen. LII, 27 














418 R. v. Linrenrnar. 


wo &,,§€ Functionen von 2,y,2 sind, die der Beziehung geniigen 
sollen 


Bt att eal. 

Die rechtwinkligen Durchdringungscurven dieser Curvenschar sind die 
Integraleurven der Pfaff’schen Gleichung 

(2) Eda + ndy + €dz=0. 


Man denke sich nun zwei Punkte P,(%, 4, 2,) und P,(%,, y,, 2) 
durch eine solche Integralcurve verbunden und betrachte die Coordi- 
naten x, y, 2 ihrer Punkte als Functionen ihrer Bogenliinge s, die von 
P, bis P, die Werthe von 0 bis 6 durchlaufen mige. 

Variirt man nun die fragliche Curve unter der Forderung, dass 
einmal die variirte Curve duseh die Punkte P, und P, gehe, und dass 
sie ferner Integraleurve der Gleichung (2) bleibe, so miissen die Varia- 
tionen dz, ay, dz fiir s =O und s=6 verschwinden und ausserdem 
der variirten Gleichung (2) geniigen d. h. der Beziehung: 


Edda + ynddy + Edd2+ dx (2 dx += be 3 99+ 5; a: = dz) 
7) ic 
+ dy(é 1 éa+! any 4 2 dz) 


og og og 
+ de(S git + 5, dy +5 © 32) = 0. 
Wendet man hier die Bezeichnungen an (G. 8. 90): 
nat nat B ta OF ss og 
oy 0% 7 02 Ox ‘ Ox oy 


so gewinnt die fragliche Beziehung die Form: 


Edda + nddy + Eddz + da(dé + 2c,dy — 2e, dz) 
+ dy(dy + 2e,dz2— 2e, dx) 
+ d2(d§ + 2e,dxz — 2e,dy) =0, 
oder kiirzer: 


(3) Edda + nddy+ ddz+A—0, 


Damit die gedachte Curve unter allen die Punkte P, und P, ver- 
bindenden Integraleurven von (2) die kiirzeste sei, muss die Variation 


des Integrals 
0 


fas 


0 


unter der Bedingung (3) verschwinden. 


Dies ergiebt bei Einfiihrung einer einstweilen unbestimmten Func- 
tion » von s die Gleichung: 
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[itesestangesctaades 5 p(Edda + nddy + £dd2+ A)} = Q, 


oder nach Ausfiihrung einer theilweisen Integration: 


Jie — dx(a%* + d(pé)) — dy (a 4" + a@n)) 


— 62(a4* + dipg)} =0. 


Hier sind die Coefficienten von dx, dy, dz unter dem Integral- 
zeichen gleich Null zu setzen. Auf diese Weise folgt, wenn man von 
den Differentialen zu den Ableitungen iibergeht*): 


a +E t+ 20(6 Fe —4 2) —9, 


ds 
dy dg dx dz 
(4) dst +4 ds + 29(e = —e, of) =0, 
az dg 9 dy da\ 
ds + oa, t+ + 20(4 3 — Gs oS. 


Multiplicirt man die vorstehenden Gleichungen der Reihe nach mit 


dx dy dz . : ° . 
qe? oY »q, und addirt sie, so erhilt man die von vornherein gefor- 


derte Bedingung (2). Um die beiden anderen durch das System (4) 
gelieferten Bedingungen in geometrisch durchsichtiger Gestalt zu finden, 
setzen wir 


Qe | = = 1 dx 
eb + P, (11a tat) + Pi ds’ 


(5) 2ey = 2ey +p (8 = - gf) 4 uA i 
teoeet hah) the 
ferner: 
a ” R (1 3 - ta) + i , 
© Sg (i—#h)+ 
a r R, (& 5 a aes h, 
Jetzt gewinnen die fraglichen Bedingungen die Gestalt: 
(7) x + 289 =0, a E+E? 


*) Vergl. A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik. Mathem. 
Annalen Bd. 25. S. 282. 


27* 
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Die Elimination von aus diesen Beziehungen gestaltet sich ver- 
schieden, je nachdem « bestiindig Null ist oder im Allgemeinen nicht 
verschwindet. Da: 


28 =— e(5E — a) + n( 38 = 3a) + (33 ~~ Oy. 


so sind im Falle «0 die durch (1) definirten Curven orthogonale 
Trajectorien einer Flichenschar. Hier erhalten wir einfach: 
1 

indem die zweite Gleichung in (7) nur eine Bedingung fiir die dem 
Problem fremde Function  darstellt. 

Wenn aber « im Allgemeinen von Null verschieden ist, liefert 
die Elimination von g die Beziehung: 

1 


d 
1 d log ¢ 1 2s R, . 
( a — 4: 
(9) hk, ( ds + p.) 7? h, ds 0 ). 


Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der hier auftretenden 
Gréssen R,, h,, P, kennen lernen. 

Sieht man die Coordinaten einer Raumeurve als Functionen 
ihrer Bogenliinge an, so werden die Gleichungen der zum Punkte 
(x, y, 2) gehdrenden Kriimmungsaxe, falls man die Coordinaten ihrer 
Punkte mit w,v, w bezeichnet: 


9 &x dy dz dz d®y 
uate te +ol(s? 





ds? ds ds® 
. » ay dz @a dx dz 
(10) C= 9 + O° aa el(% dst ds aa) 
i ey dz @y dy@«x 
eust+¢ i + ol (% ds? ds ds? 


Hier bedeutet @ den Halbmesser der ersten Kriimmung der Curve, 
also den Werth: 


(11) Fa Wiad 

V G y 35 +(55) 
Die Groésse 1 bedeutet die Abscisse des Punktes (w, v, w) beziiglich 
des Mittelpunktes der ersten Kriimmung. 


Nimmt man hier als Raumcurve eine orthogonale Trajectorie der 
durch (1) gegebenen — so ist: 


5 ‘ic +4 n 3 P+ 6 is = 


*) Hiernach ist meine friihere Behauptung, diese Annalen Bd. 32 8, 555 Z. 8, 9, 
auf den Fall ¢ = 0 einzuschriinken. 
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Da nun auch: 
(u—2) T+ (~—y) SY + w—2) = 0 
ds YW as ( “/ ds ? 
so sind die Gleichungen: 
wsath’, v=ythyn, w=2+hé 
mit einander vertriglich und dienen zur Bestimmung von h und 1, 
d. h. die zum Punkte P einer orthogonalen Trajectorie gehérende 
Kriimmungsaxe derselben schneidet die Tangente der durch P gehenden 
Hinzeleurve der Curvenschar. Die Grésse h ist die Masszahl der 


Entfernung des fraglichen Schnittpunktes vom Punkte P. 

Multiplicirt man die letzten Gleichungen der Reihe nach mit 
Cu dy dz 
ds? ds? ds? 

9 Cx dy az 
(12) “% ds +4 1 ds? +6 ds? ? 
also ist nach (6) 


und addirt sie, so entsteht: 


h=h,. 
Wir nennen ; die Normalkriimmung der betrachteten Trajectorie 
8 
hinsichtlich der Curvenschar. 
Da zugleich 
1 _dadg__ dydn_ de dg 
iy ds ds ds ds ds ds’? 
so sind die in Rede stehenden Normalkriimmungen aller denselben 
Punkt in derselben Richtung durchziehenden Trajectorien der Curven- 
schar einander gleich. 
Zufolge der Beziehung: 


dx d Le 
(u— x) oe +(v—y) oY + (w — 2)‘ i 0. 
sind auch die Gleichungen: 


wat R(y ee 92 : 
ieee de _ i. 
=—:+R(é4 dy 4S 


mit einander vertriiglich, d. h. die betrachtete cideeeeas schneidet 
auch die Tangente der durch P gehenden und zur betrachteten Tra- 
jectorie senkrechten Trajectorie der Curvenschar. 

Multiplicirt man die vorstehenden Gleichungen der Reihe nach 
ws wy ws 
ds*’? ds*? ds* 


mit 


und addirt sie, so entsteht: 
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1 dz dy\ @za 
(13) R -)> (y $ ds/ ds*? 
d. h. nach (6): 
R= R,. 


Wir nennen , die geoditische Kriimmung der betrachteten Tra- 
8 


jectorie hinsichtlich der Curvenschar, 
Aus (6) und (11) ergiebt sich: 


1 


1 i 


@ < 
Hiernach ist klar, dass von allen denselben Punkt P in derselben 
Richtung durchziehenden, orthogonalen Trajectorien der Curvenschar 
diejenige die kleinste erste Kriimmung an der Stelle P besitzt, fiir 
welche an dieser Stelle die geoditische Kriimmung verschwindet. Eine 
Trajectorie, lings derer diese Kriimmung bestiindig verschwindet, habe 
ich eine geoditische Linie der Curvenschar genannt (G. 8. 50). Nach 
dem Vorgange von Hertz (die Principien der Mechanik. 8. 101) wiirde 
eine solche Linie als geradeste zu bezeichnen sein; jedoch ist diese 
Ausdrucksweise vom sprachlichen Standpunkt aus sehr wenig gliicklich 
gewahlt. 

Wir wenden zweitens die Gleichungen (10) auf die den Punkt P 
durchziehende Einzeleurve der Schar an. 

Hier ist: 


dx dy dz 
— 5) ds” "> @s = 
Pu _ o& og 0g 
“ast aa et oy » + oz c, 
oder da: 
og t On rf E oe 
dn © + 9m IT 5g F 9: 
x 


dst = 7(€25 — e399) 
und entsprechend : 


az 


ae 2(e,§ —e, 6), ia 2(e,9 — €&), 
sodass: 
= 4(¢,* + ¢,” + €,* — €). 
Man erhilt so: 
u= a + 29*(¢,€ —e,n) + 2ol(c, —é6), 
v=y + 20°(e,8 — ¢,6) + 2el(e, — en), 
w= @ + 29°(e,9 — ¢,8) + 2el(e, — €f). 








i 


o oO se 


ocl.};, 
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Bildet man nun die a 
1m) dz 
u=ac+P 4 - v=y+P “, w=s+P-, 


so sind sie wegen der iinet 
(u— 2) + (o—y)n + (w—2)E=—0 
mit einander vertriglich, und P bedeutet den Abstand des Punktes P 
vom Schnittpunkt der in Rede stehenden Kriimmungsaxe mit der 
Tangente der betrachteten Trajectorie. 
Multiplicirt man die fraglichen Gleichungen der Reihe nach mit 
2 (e,.§—e,y), 2(e,§—e,§), Bae —e,&) und addirt sie, so entsteht: 


= 2(47 (e,¢ —eyn) + 44 GE —48) + (n—@8)), 


oder an : 


dy = 2((nge—e HY) + (6 GE — 892) + (GY — 0 92)); 
Folglich ist nach (6): 


Die durch (1) gegebene Curvenschar ist ein Strahlensystem, wenn 


lings jeder Curve der Schar die Gréssen #, = ‘ “ verschwinden, 


d. h. wenn: 
€, 20,2 e, = Es: &. 


In diesem Fall ist der Ausdruck > bestiindig Null. 


Sonst verschwindet - nur, wenn die Tangente der betrachteten 
a 


Trajectorie in einem Punkt zugleich Binormale der diesen Punkt durch- 
ziehenden Kinzelcurve der Schar ist. 

Wir haben demnach das Ergebniss: Ist der Ausdruck « bestindig 
gleich Null, so fallen die kiirzesten Linien mit den geodiitischen zu- 
sammen und werden durch die Gleichungen (2) und (8) festgelegt; ist 
é im Allgemeinen von Null verschieden, so kennzeichnen die Glei- 
chungen (2) und (8) die geoditischen, die Gleichungen (2) und (9) 
die kiirzesten Linien. 


§ 2. 
Zweite Herleitung der Differentialgleichungen der kiirzesten Linien. 


Wir verstehen wieder unter x, y, 2 die Coordinaten einer die 
Punkte P, und P, verbindenden orthogonalen Trajectorie der gegebenen 
Curvenschar. Sie werden als Functionen der Bogenlainge s angenommen, 
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die von P, bis P die Werthe von 0 bis 6 durchlaufen mége. Wir 
suchen nun andere die Punkte P, und P, ebenfalls verbindende Tra- 
jectorien zu finden, die in der Nahe der gedachten Trajectorie (x, y, 2) 
liegen. 

Nimmt man zuniichst: 


oa 
; 
v= 2 -+ s(s — 6) > dy, 


v=1 


: ey, + 
y =y+s(s—«) > Uy i) 
v=1 


wo 
: 
‘=s+s(s—s) >'e, © 


v=1 


coy 
| 


und betrachtet die Gréssen a,, b,, c, als Functionen von s, die fiir 
alle Werthe dieser Veranderlichen von 0 bis 6 die Convergenz der 
auftretenden Summen bei hinreichend kleinen Werthen von t ermig- 
lichen, so werden 2’, y’, 2’ fiir ein solches rt die Coordinaten einer 
die Punkte P, und P, verbindenden Curve darstellen. 

Es sind nun die Bedingungen zu finden, unter denen die Curven 
t= const zugleich orthogonale Trajectorien der gegebenen Curven- 
schar werden. 

Zu diesem Zweck setzen wir abkiirzend: 


s(s—o)a,=a,, s(s—o)b,—6,, s(s—o)ce, =. 
Die Werthe der Richtungscosinus &, 7, § an der Stellex = a’, y= y’, 
a=’ sind: 
p= §+r(Za,+% a 
i= ree ato Bt Stn) +: 


gmc r(si a+ fo 6,4 Sy) 4+-. 


Nun miissen die Coefficienten der Potenzen von t in der Entwicklung 
des Ausdrucks 


te dx’ 
oS “ds 


, ay’ , as’ 
+7 +03 -0 


verschwinden. Setzt man den Coefficienten von rt gleich Null, so 
ergiebt sich die Bedingung fiir die Gréssen «,, B,, y, in der Form: 





0g dau on dy 4 Og dz 0§ dx On dy 0g dz 
“1G atts ds t cx a) +B dy de t Oy ds T dy as) 
0& dx 4 an dy of dz a 4. a ak a 
+7 Gi at oz at dz ds ae +o y 0, 











an Gane of — 
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oder: 
d(oéE+Bint+y £) oy = dx 
Heb t At DD 4 26, (o, 48 — 0 8) 420; (0 8 — 4 42) 
u i 
+ 27, (ot ths 1) =. 


Hier empfiehlt es sich, die Gréssen @,, B,, y, auf die drei Richtungen 
zu beziehen, welche durch die Curve der Schar, die betrachtete Tra- 
jectorie und die zu beiden senkrechte Trajectorie gegeben sind und 
zu setzen: :; 

bX 


dz d 
as + n(n ae § “Y) + mk, 


ds 
dy da 

B, — ny ds + No (¢ ds g 3) + UB 
dz 

y= ds + ™ (¢ oY — n 92) + mb. 


Die Gréssen , ”,, ”, sind proportional den Cosinus der Winkel, 
welche die Tangente der den Punkt (x, y, 2) durchziehenden Curve 
== const. mit den genannten drei Richtungen bildet. 
Die fragliche Beziehung nimmt jetzt die Gestalt an: 
(15) — +> ™ — Qen, =O. 


ds 


Die Bogenlinge der ne t = const. zwischen den Punkten P, 
und P, wird gegeben durch das Integral: 


o 
“/(da™ , (dy dV). 
J={] “~) +(S%) +(5 2) ds. 
0 
Dasselbe ist eine Function von tr. Wir fragen nach der Bedingung, 


unter welcher sie an der Stelle tc = 0 ein Minimum wird. 
Man hat: 


> dz\? 9, (dx da, dy dp, dz dy, we 
wdaitarG ds +: ie ae) + ° 
j (2) dx om 
V> a) atin te ds a 
folglich : 
Sad dx day dy By dz dy, 
(2 1=0 - fe ds - ds ds + as z) ds 


ae dn, | ez dy >a dé 
-f a + me D>) Te nase — Sa) +% Das aes 


“(a -~F __ %\ ds 
h, : 
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Da aber m, an den Stellen s = 0 und s =o Null ist, hat man: 


J 2) f(a Mey @) de. 


Dies Integral soll verschwinden, wiihrend die Bedingung (15) besteht. 
Letztere kann, wenn «¢ bestiandig Null ist, nur durch n, —0 befriedigt 
werden. Dann bleibt unter dem Integral die Function », willkiirlich, 
und wir kommen so auf das Ergebniss: 

1 

Rm? 


3 


Ist aber ¢ im Allgemeinen von Null verschieden, so entnuehmen 
wir der Bedingung (15) den Ausdruck von », und finden: 


o 
ay _ (1 dy 1 : 
Gs). a )2eR, ds + % (7, > ZP.K, )}@ 
0 


oder nach partieller Integration, da auch , an den Stellen s = 0 und 
$ = 6 verschwindet: 
a 


e d 1 
oJ 2eR, , 
es oe hee ‘titupe)&. 


u 


Wegen der Willkiirlichkeit der Function »,, muss der Factor von 2, 


unter dem Integralzeichen verschwinden, wodurch man die Gleichung 
(9) $1 erhilt. 


§ 3. 
Ueber die Integration der gefundenen Differentialgleichungen. 


Die Gleichungen (8) und (9) § 1, driicken geometrische Eigen- 
schaften der geodiitischen und kiirzesten Linien aus und bieten das 
Mittel, um zu entscheiden, ob eine gegebene orthogonale Trajectorie 
der Curvenschar eine geodiitische oder eine kiirzeste Linie oder keins 
von beiden ist. Wenn es sich aber um die Aufsuchung von geodiitischen 
oder kiirzesten Linien handelt, werden jene Gleichungen meistens 
unbrauchbar, da die Bogenlinge als unabhiingige Veriinderliche auf- 
tritt. Hier ersetzt man besser die Differentiation nach der Bogenlinge 
durch die Ableitung nach einer der drei Coordinaten 2, y, z. 


Nehmen wir z. B. x zur unabhingigen Veriinderlichen, so besteht 
zunachst die Beziehung: 


B+ qi 4m. 


dx 








id 


by 


or 
ig 


if- 
ze 


ht 
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Fiir die Richtungscosinus der Tangente einer orthogonalen Trajectorie 
der zu Grunde gelegten Curvenschar folgt dann unter Beibehaltung 


von “¥, wenn: 
dx? 

1 #2 Lb Of oF £9) (dye 

N= Y1— w+ 26098 + 1—-€) (73 
gesetzt wird: 


dy dy 
dz & dy > dex ds _ —*—"au 
ds” N’ ds N’ ds  N 


Geometrisch gesprochen sind hier die fraglichen Richtungscosinus 
ausgedriickt durch den Winkel, den die Tangente der Projection der 
Trajectorie auf die X Y-Ebene mit der X-Axe bildet. 

Ist nun ¥§ eine Function von 2, y, 2 und den ersten v Ableitungen 
von y, naimlich von 

2, v 
naib at, 


. dx 
so wird: 


dX at ey dy OS fe dy 
ds wipe e+ ¢ — a2(8+% 


dx 


aedy , ae@y,  — , a et) ‘ 
+ = da? +3 C Po das t Top, dat } 





2 
Der Ausdruck E enthalt demnach die Unbekannten g, y, z, of, -«d 


und die geodiitischen Linien werden durch ein System von der Form: 
zs 
E+ ts +ta= 
a 

F(z, Y,4@ -. 2 ay = 0) 

festgelegt. Eliminirt man z, so ergiebt sich eine gewdhnliche Dif- 
ferentialgleichung dritter Orduung zwischen y und w d. h. y und damit 
auch g sind Functionen von 2 mit drei Parametern. Kine doppelt 
unendliche Curvenschar besitzt also dreifach unendlich viele geodiitische 
Linien. Die von ein und demselben Punkt ausgehenden bilden eine 
Fiche. 

Die kiirzesten Linien werden durch ein System von der Form: 


E44 oF 4 ot ct, 


"a P) dx 


dy dy dy 
G(x, 9, 92s Tar ae) =O 


festgelegt. Die Elimination von ¢ fiihrt auf eine gewodhnliche Dif- 
ferentialgleichung vierter Ordn'ung zwischen y und x. In einer doppelt 
unendlichen Curvenschar, die keine Normalschar ist, (é Z 0) giebt es 


(15) 


(16) 
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also vierfach unendlich viele kiirzeste Linien. Je zwei Punkte werden 
durch eine kiirzeste Trajectorie mit einander verbunden. Die von dem- 
selben Punkt in derselben Richtung ausgehenden kiirzesten Linien 
bilden eine Flache. 

Die wirkliche Berechnung der Ausdriicke F' und G wiirde sehr 
umstaindlich sein und kaum die Méglichkeiten iibersehen lassen, unter 
denen eine Vereinfachung des Integrationsverfahrens zu erzielen wire. 

Wir schlagen daher einen anderen Weg ein und ersetzen die 
Systeme (15) und (16) durch Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung unter Anwendung gekriimmter Coordinatenlinien. 

Man kann leicht drei Functionen u,, u,,u, von 2, y,2 finden, 
die den beiden Beziehungen geniigen: 


Eu, + yu, + Fu, 

2 2 42 

wt wet ue 

Hierzu hat man unter Annahme dreier beliebiger Functionen f,, /., /; 
von x, ¥, 2 nur zu setzen: 


Uy t Uy? ts = nfs — fo Sf, — Efs: Ef — nh. 
Ausserdem nehmen wir: 


I 


v0, 
l. 


Uz = NU, — Sty, Vy = Fue, —Eu,, v; = Fu, — guy. 
Die Differentialgleichungen : 


dy uy, dz % 





7 ’ — 
dx U, dx u, 
einerseits und: 
dy Vy dz v, 
a 
dx v, dx Vx 


andererseits bestimmen zwei doppelt unendliche, zu einander sowohl 
wie zur gegebenen Curvenschar senkrechte Curvenscharen. Diese drei 
Scharen betrachten wir als ein System von Coordinatenlinien. 

Die Richtungscosinus der Tangente einer orthogonalen Trajectorie 
der gegebenen Schar lassen sich mit Hiilfe des Winkels ausdriicken, 
den sie mit der Tangente derjenigen Coordinatenlinie bildet, deren 
Richtungscosinus wir durch u,, uy, uw, bezeichnet haben. 

Wir nehmen: 


dx : : 

ds — Ue COS + vz, sin @, 
d , 

Se = ty cos a + v, sin @, 
dz 


dg — ts COS a + 0, sin @, 


sodass fiir eine beliebige Function § von 2, y, 2 und a@ sich ergiebt: 
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d ow 0 os 
oo = COS &@ (ss Ux +3 8 y YY oh “- u,) 
++ sin « (2% Ur + i vy +5 As v.) + os _- 


a ds 
Hier sind die Coefficienten von cosa und sine die Ableitungen 


von * nach der Bogenliinge der betreffenden Coordinatenlinie. Wir 
setzen desshalb abkiirzend: 


dy ex os ox 
7 yt u, 
ds, 02 Me oy tty +b oe 
dy Ovi ORs ox 
= )) - 
ds, an "= + jy YT og 


° ° * 1 1 1 . se 
Es sind nun die Gréssen Rh p mit Hiilfe von @ zu berechnen, 
& 8 s 
dabei gelten diese Gréssen, insofern sie fiir die Coordinatenlinien ge- 
bildet werden, als bekannt. Thre Bezeichnungen fiir diesen Fall erhellen 
aus den Gleichungen: 


ae du, Be é aa dv, 1 é 
ua €. vs + A? ds? da, &B, te h,? 
1 


i 
p* 2(€, Vr C4 Vy + C3 Uz), = 2 (€; Ue $- Cy Uy ey Us). 
v 


u“ 


Unter Hinzunahme zweier weiterer Ausdriicke |, und J,, deren geo- 
metrische Bedeutung in G. 8. 47 auseinandergesetzt ist, hat man ferner: 


du, 0, ge dv, U,. é 
x « = & 2 4 


Nun folgt: 


ax 


x du, dv, 
—— = COs —"~ GOS & —— 
is COs a ds, 0) +3 hon a 
du dv : de 
. xr @ es 
sin @ cos a — gin @ Vz COS & — Uz SIN &) — 
+ sin (i + ds, -” ) + (v: . Ze 


da COs @& sin @ 
= (Pe C08 a — te sin «) (7 + Re _ x) 


4+¢ Cz ee «(7+ i) + os “) ‘ 


Da aber: 
dz d 


y ° 
a3 Te Mm Ve C08 E — Hy BIN G, 


so zeigt der Vergleich mit den Formeln (6) § 1, dass: 
1 da cos @ sin 
RR,” ds + a =< 


ov 


2 2a 
a .. peda Ltt > 7 _ 
h h, 
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Endlich folgt noch: 








1 =-S tg sin oo 
P. a : al 
& 
Fiir die geodiitischen Linien erhalten wir jetzt das System: 
—_— —_ a | | Oe dz ; 
u, cose +, sine — u, cosa -+ v, sin & ve U, COB a + v, sin @ 
_ ss dw 
~ ging cose 
R, R, 


Die Gleichungen der kiirzesten Linien gestalten sich umstiindlicher. 


Man hat hier noch die Veriinderliche B = = einzufiihren und erhiilt, 
wenn: 


_— d log « 1 sin @ cos a we : R, ; , 
M—6} ds + Pp TET 3 “+7 — cosa -_ + sin a —=— 
COS sin « d log 
+ (Ck, - >= =} + r- 


ds 
genommen wird, das System: 


dx ans dy dz dea dé 


——_—_— . - = - = — —_e 
wv, COS a + v, sin a u, cos a + v, sna = &, , C08 & + v, Bin @ B M 





y 


§ 4. 
Besondere Fille. 


1. Die Gleichungen der geodiitischen Linien besitzen das Integral 


« = const., wenn es gelingt, die Coordinatenlinien so zu wiihlen, dass 
1 1 , , ee : 
Rp. wnd = verschwinden. In diesem Falle sind jene Curven isogonale 


u 0 
Trajectorien der Coordinatenlinien, die ihrerseits ebenfalls geodiitische 
Linien sind. Die Bedingung fiir dieses Vorkommniss ist G. 8. 70 in 
der Weise ausgesprochen, dass die Differentialform 
Sy 
R, «2 a Ge 20102 & + ») T, 
ein Differential sein muss. 


Stellt man nach G. (9) S. 56 die hierzu néthigen Bedingungen auf 


und beriicksichtigt die siebente und achte Gleichung unter (11) da- 
selbst, so findet sich: 


I ine = iP, - Wisae a ‘), 


Wea cathe? 








af 
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Dies legt die Frage nahe, ob es Strahlensysteme mit der fraglichen 
Kigenschaft giebt, da bei ihnen > und ? und somit auch die rechten 
1 2 
Seiten der vorstehenden Gleichungen verschwinden. Nun ist nach G. 
8. 30 allgemein 
ek SS 

2eree8 f-F ° 

und fiir Strahlensysteme wird nach G, 8. 34 die Differenz f — f’ gleich 
— fy, sodass der fragliche Ausdruck nur von p und g abhiingt. Die 
vorstehenden beiden Bedingungen verdichten sich also hier zu der 
Forderung, dass der Ausdruck 
VH¥ — o 
fo — fo 

constant sei. Um die Méglichkeit zu entscheiden, dieser Forderung zu 
geniigen, nehmen wir als Ausgangsfliiche der Strahlen des Systems die 
X Y-Ebene, indem wir setzen: 
: =P, WW & = 0. 
Dadureh wird: 

. 1 @ 7] 

fi—-h = 7 e. 


Op oq 
Ferner ist: 
/ = 0§ On _ 0& On 
yu¥—o + dp dq aq op) 


somit muss der Ausdruck 


0& dn 08 on 
ye op oy Og ép 
Yaa. (On _ 8k 


constant sein. Die Aufgabe, siimmtliche Strahlensysteme mit der in 
Rede stehenden Kigenschaft zu finden, hingt also von der Integration 
der beiden partiellen Differentialgleichungen 

a4 _y 24 _ 

op oq 
mit den beiden unbekannten Functionen § und 9 ab. 

2. Nimmt man die Kriimmungslinien erster Art zu Coordinaten- 

linien, so folgt aus den beiden ersten Gleichungen in (11) G. 8. 56, 


indem man die erste mit — cosa, die zweite mit sin @ multiplicirt 
und sie dann addirt: 


«= 0, 


2e 


: ioe ( ) 608 « +4 n(; x) sin @ +2 ae =z a zB )G, — 


In einer isotropen Curvenschar (G. 8. 24, 96) ist die Grosse ; von @ 


unabhingig, und jede orthogonale Trajectorie der Curvenschar kann 


ia)” 
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als eine Kriimmungslinie erster Art betrachtet werden. Bezeichnen wir 


hier den gemeinsamen Werth von und i mit + so wird: 
1 


1 1 
2s ds q a5 


h : h 
7“ COs @ as, + sin « as, 


Die bekannte isotrope Curvenschar, deren Normalen einen nicht 


speciellen linearen Complex bilden, hat die Eigenschaft, dass + be- 
stindig Null ist. (G. 8. 24, 25). Hier wird: 
1 1 dlogs 


P, S @e ? 


und die Gleichung (9) § 1 vereinfacht sich zu: 





d log a 
3 dloge _ * 6 
2 ds ds es 
sie besitzt also das Integral: 
3 
—_— ” 4" 
_ 


Die weitere Integration hat sich dann noch auf ein System von drei 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu erstrecken. 


Miinster i./W., 15. Januar 1899. 


*) Vergl. H. Liebmann, Kiirzeste und geradeste Linien im Mdbius’schen 
Nullsystem. Mathem. Annalen Bd. 52. 8. 120. 





ir 


ei 


en 








Zur Transformation der Querschnitte Riemann’scher Flachen. 
Von 


J. WeLusTem in Strassburg i. E. 


1. Wenn man von einem kanonischen Querschnittsystem . 
Q =([a, ba, al], A = 1, 2, 3,..., p 


einer Riemann’schen Fliche Z des Geschlechts p zu einem anderen 
kanonischen Schnittsystem 


Q’=[a1,b2,¢,], A=1,2,3,...,p 


iibergeht, so driicken sich bekanntlich die Periodicitiitsmoduln %,, 8, 
jedes Integrals erster oder zweiter Gattung an den neuen Schnitten 
a,, by linear und homogen aus durch seine Periodicitétsmoduln %,, B, 
an den alten Querschnitten a,,b,, also etwa in der Form 


=1 | 


A=p | A=p 
Ws = >) (qua Ua + Gua Br), | Bu =D) (Gua Wa + der B2), 
| 4=1 


und zwar sind die Coefficienten a,b,c, ganze Zahlen, welche den 
Gleichungen 


A=p 
> (dan Cay — Yay Can) = 0, (Auabya — Mya Bua) — 0, 


~ 
I 
Ss 


~ » 
ll 

Ss = 
na 
as 


I. | (bau du» — bay Day) ie 0, Il. | (Cua Dyva — Cra Dua) _— 0, 








A=1 te 
a=p mein 
> (uu dav — bay Cau) fans [S]. (Qua Dea — Cra bua) = (*]. 
4=1 Jaxd 


und 


Mathematische Annalen. LII. 28 
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Qu e+e Up On ooo Bay | 


“ee eee a. fiir u,v —1,2,...,p 
——— , : ; 
il. D=' = cae z =1, (e]+* wenn w=» 
1 see lp ll «+e lp v ~ 0 Se 
>” bev 
| tps eee Cpp Dp1 eee Dpp 


geniigen. 

Man erhilt die Gleichungen I. nach Thomae, Crelle’s Journal 
Bd. 75, indem man die transformirten Periodicitaétsmoduln der Integrale 
1. Gattung in die bekannten Riemann’schen Relationen einsetzt und 
die reellen Bestandtheile von den imaginiiren scheidet; die Formeln Il 
sind eine unmittelbare Folge von I und III, und D wird bis auf sein 
Vorzeichen aus I bestimmt, indem man in geeigneter Weise das Quadrat 
dieser Determinante bildet. 

2. Nun sind aber die a,b, c, > ganze Zahlen, welche angebén, wie 
viel mal éfter man beim Integrieren iiber a,, b;, die Querschnitte a,, b, 
vom (+) Rande nach dem (-—) Rande iiberschreiten muss als vom 
(—) Rande nach dem (+) Rande, wie weiter unten noch einmal ge- 
nauer nachgewiesen wird. Foiglich hingen die Zahlen a,$,c¢,> nur 
von der Natur der Schnittsysteme QY, Q’ ab, und die Formeln I, II, III 
haben mit den Integralen 1. und 2, Gattung nichts zu thun. Es 
scheint daher wiinschenswerth und fiir den systematischen Aufbau der 
Functionentheorie auf einer gegebenen Riemann’schen Fiche noth- 
wendig, die Gleichungen I, II, Il] mit rein geometrischen, der ana- 
lysis situs angehérenden Hiilfsmitteln beweisen zu kénnen. In der 
vorliegenden Arbeit méchte ich mir gestatten, einen solchen Beweis 
zu erbringen, der zudem noch den Vorzug haben diirfte, nicht schwerer 
zu sein als der mit transcendenten Mitteln gefiihrte. 

3. Wir legen zu diesem Zwecke jedem Schnitte a,, b, des Sy- 
stems @ diejenige Richtung bei, in welcher die Periodicitiitsmoduln 
durch Integration bestimmt werden, und versehen die Rinder dieser 
Schnitte so mit den Marken (+) und (—), dass man, diese Wege in 
ihrer Richtung durchlaufend , 


den (+) Rand von a, zur Linken 

» (+) » » ba ,, Rechten 
hat, tibereinstimmend mit der yon Riemann getroffenen Festsetzung. 
Falls man die Schnitte c, nicht ganz vermeidet*), was wegen der 
Uniibersichtlichkeit der Zeichnung nicht immer zu erméglichen ist, so 
denken wir uns dieselben von einem Punkte Q der Fliche strahlen- 
formig nach den Kreuzungsstellen der Schnittpaare a,, b, auslaufend, 


*) Vergl. Klein, Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie. Math. 
Ann. Bd. 21, pag. 184. 
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und zwar, um keine Unklarheit zu lassen, jedesmal nach der Keke, 
wo der (—) Rand von a, mit dem von b, zusammenstiésst. An sich 
wiire das unwesentlich. Die Richtung, die wir auf c, festlegen, soll 
von Q nach dieser Ecke fiihren und den (+) Rand von c¢, zur Linken 
haben, so dass also die Schnitte aj, ba, ca in 
ihrer Kreuzungsstelle folgendermassen orientirt sind: 
(Fig. 1.) 

4. Ganz ebenso sei das Schnittsystem Q’ mit a, 
+ Marken and Richtungssinn versehen. Ist dann 
s irgend ein Schnitt aus Q und s’ einer aus Q’, so 


soll das Symbol (5) angeben, wie viel Mal dfter 






man beim Durchlaufen von s’ in seiner Kigen- ae 

richtung den Schnitt s von seinem (—) Rande nach dem (+) Rande 
hin diberschreitet als vom (+) Rande nach dem (—) Rande. Ks ist 
fiir diese Abzihlung wesentlich, dass s wirklich iiberschritten werden 
muss; wenn s’ an einer Stelle an s heranfiihrt, dann etwa eine Strecke 
lang mit s zusammenfiallt und sich darauf auf demselben Rande, also 
ohne Ueberspringung des Schnittspaltes von s wieder entfernt, so 


liefert diese Stelle zu (¢) keinen Beitrag, doch lisst sich das Vor- 


kommen dieses Falles durch erlaubte Deformationen stets vermeiden; 
denn wenn s mit s’ ganz oder auf eine Strecke 1 hin zusammentfiele, 
so kénnte man s durch eine kleine Verschiebung von s’ entfernen, 
was ja auf die Werthe der Periodicitiitsmoduln keiner Einfluss hat. 


Man iiberzeugt sich leicht an einem Beispiele, dass (5) im Allgemei- 


nen nicht gleich (5) ist. Lassen wir vorliufig die Schnitte ¢,, ¢, bei 
Seite, so sind, da 
S=@,,b,; 8s —a,,b,; w,v—1,2,3,...,p 
sein kann, im Wesentlichen vier Combinationen mdglich: 
$=, | bs | au | by, 
sa, | a, |b | b,, 
die durch Fig. 2a | 2b | 2c | 2d veranschaulicht werden: 


a, Me Ce 
! 
“4 Hi hy 
“Ne 
a r ~ ie oe 
> a — } ~~ b aa 
y + { \ 
v y 
Fig. 2a. Fig. 2b Pig. 2c. Fig. 2d 
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In Fig. 2a tberschreitet a, den Schnitt a, vom (—) Rand nach 
dem (++) Rand; dagegen fiihrt a, vom (+) Rand des Schnittes a, nach 
dem (—) Rand. Wiirde a, an einer anderen Stelle den Schnitt a, von 
(+-) nach (—) hin iiberspringen, so wiirde dort a, den Schnitt a, von 
(—) nach (+) kreuzen; also ist (*) = — we . Stellt man in 

” ue 
allen vier Fiillen 2a, 2b, 2c, 2d dieselbe Betrachtung an, so erhiilt 


man die Formeln: 
ay »)) nes (*) 
(<): ( + by?’ 


(%*)—— ay 
(e)—+(e), Ct) -- (7). 


5. Wir denken uns nun das Querschnittsystem @ wirklich aus- 
gefiihrt, dagegen die Schnitte Q’ nur in die Fliche 7' eingezeichnet; 
die Fliiche Z mit dem Schnittsystem @ heisse ausfiihrlicher To. 
Anstatt die Querschnitte a,b, zu durchlaufen und dabei fortgesetzt 
die Schnitte Q zu iiberschreiten, fiihren wir andere, in 7'g ,, zulissige“ 
Bahnen Aj,, B;, ein, welche nirgends in 7g eine Schnittspalte iiber- 
springen, und zwar seien dieselben folgendermassen definirt. 

Man folgt a; (bzw. b,,) in seiner Richtung, bis a, (b,,) an den (+) 
oder (—) Rand eines Schnittes aus @Q stésst, und folgt nun, anfangs in 
der Richtung dieses Schnittes, der Berandung von 7'g so lange, bis man 
zu der Stelle kommt, wo der Weg a’,(bj.) weiter fiihrt; dann ‘folgt 
man a,(b,) so lange, bis man wieder zu einem Rande von 7 
kommt und verfaihrt dann ebenso wie vorher. Des Genaueren liegt - 
die Sache so: 

1) wenn a, (bj;.) einen Schnitt c, trifft, so folgt man c, bis zu dem 

Knotenpunkt von aj, b, (vergl. Fig. 1). Hatte a,(b,) den 


Schnitt c, auf der {+ Seite getroffen, so folgt man von dem 


Schnittpunkt der Linien aj, ba, c, aus dem Rande von CS 
bis man wieder nach dem Punkt (aa, b,, ¢,) kommt, dann dem 


;, +a +b, 
Rande von bs, nach (aj, b,, c,), dann dem Rande von as 
bis (a2, ba, c2), dann dem Rande von _. bis aa, ba, c,, und 


schliesslich dem }, Rande von c, bis gegeniiber der Ausgangs- 
of ses 


stelle. Wie man sieht, ist a,, 6, und der in Betracht kommende 
Theil von c, je einmal im seiner Richtung und entgegen seiner 
Richtung durchlaufen worden; die algebraische Summe der in 
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ch a;,(b,) anlasslich des Schnittes mit c, eingeschalteten Umwege 
ch ist also gleich Null. 
= 2) wenn a, (0,) den Schnitt = trifft, so folgt man ™ in seiner 
on a a 
. Richtung bis zum Kreuzungspunkt (ag, b,), darauf dem Schnitte 
in 
- a wieder bis zum Kreuzungspunkt, und von da dem Wege 
i a 

4 riickwiirts bis gegeniiber der Ausgangsstelle. Hatte man 

oo 
sich anfangs dem Schnitte . von der (—) Seite her geniihert, 
a 
so musste man die Curven e im ihrer Richtung durchlaufen, 
a 

im anderen Falle entgegen ihrer Richtung, und es ist somit, 
“s seiner algebraischen Liinge nach, 
:. Ax = ly + Di) m+ BA be an, 
z 
es (2) 
ay Bu =%+ S(j)a+d i) a: 
) 6. Ist 6 irgend eine geschlossene, mit (-+-) und (—) Rand ver- 
- sehene Curve in 7’, und will man abziihlen, wie viel mal ofter man, 
an 


, A;,(B;) in seiner Richtung durchlaufend, 6 von seiner (-—) Seite nach 
st der (+-) Seite iiberschreitet, als umgekehrt, so kann man A, (B,) 





Iq offenbar in seine in (2) angegebenen Bestandtheile auflésen, indem eine 
e iw ihrer und gegen ihre Richtung durchlaufene Schnittcurve aus QY zu 
2m (3) bezw. ( zs) keinen Beitrag liefert. Nimmt man fiir 6 ins- 
en besondere die Curven a, b,, so folgt aus (2): 
2m oe ’ ’ , 
a \ (&% a ly ba pd 
a ; (T)—(E) +2 ane SEG) +2) a,/’ 
, 
Wa ’ 
: “s = aa [= ba ) ‘ps ) 
: (3) (+B (H)( SGV) 
(3) , 
5) C+ BCD BONE) 
nd (" 1) -( Oy oD Ou +2 i) a, /? 
; + GC) 
- ( zo (i, ) + 2G ale He ag /’ 
de 


, 
° ° o . . a 
= Da a, a, einander nicht iiberschreiten, so ist (4%) =0; ebenso 
i “ue 
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b\ fe (7) , , a 
(7) = 0, und auch > a, verschwinden, wenn v = « ist. 
Fiir » =v dagegen haben beide Symbole den Werth — 1, wie aus 
Fig. 1 zu entnehmen ist. Mit Riicksicht auf (1) folgt daher aus (3): 


(= S(a)(%)- DEV). 


, (@--E2@@)-20@) 
(2)--E-2@)G)+3 > (*)(%), 
= -SY)+ TOO. 

. Bante 


7. Da Te einfach zusammenhiingend ist, so wiirde Tg durch 
den Schnitt a, wenn man denselben wirklich ausfiihrte, in Stiicke 
zerfallen, wobei wir also, was nach Art. 4 erlaubt ist, voraussetzen, 
dass a, nicht mit einem Schunitte a, oder b, des Systems Q ganz oder 
theilweise zusammenfallt. Folglich kann man nur dadurch vom 
(—) Rand von a, zum (+) Rand gelangen, dass man a, irgendwo 
iiberschreitet. So oft also A, den Schnitt a, von (—) nach (+) tiber- 
schreitet, so oft muss A), um aus dem (+-) a,- Gebiete herauszukommen, 
den Schnitt a, von seiner (+) Seite nach der (—) Seite iiberspringen, 


ay 
2) =, und ebenso 


a, b, ) = b, ) " ; ; 
(s:) = (0, (z =(), (> =(Q. Schreibt man nun noch: 


#@)——+.89)-—..6)-—«0)--» 


Gu 


da a, ja eine geschlossene Curve ist; daher ist ( 


so ergiebt sich aus (4), indem die beiden mittleren Gleichungen nach 
Vertauschung von w und vy in einander iibergehen, das Gleichungs- 
system II des Art. 1. 

Betrachtet man umgekehrt das Schnittsystem @Q’ als das zuerst 
gegebene, wahrend @Q neu eingefiihrt und die Wege aj, b, durch ,,zu- 
lissige“’ Wege A,, B, ersetzt werden, so erhilt man statt der Glei- 
chungen (4) ganz entsprechend gebildete, deren linke Seiten wiederum 
Null sind, wahrend die rechten Seiten aus denen von (4) durch Ver- 
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tauschung der a, b mit a’, b’ hervorgehen. Wendet man dann auf die 

Symbole hh na 3 pa! oop die Formeln (1) an, so erhilt 
Ou bu Qu bu 

man nach Kinfiihrung der in (5) angegebenen Bezeichnungsweise das 

Gleichungensystem 1 des Art.1. Bildet man schliesslich in geeigneter 

Weise *) das Quadrat der in Art. 1, II] angeschriebenen Determinante D, 

so findet man D = +1. 

Uebrigens sind ja die Gleichungen II und III eine unmittelbare 
Folge von I, oder I und III eine Folge von II, so dass wir also den 
versprochenen Beweis hiermit erbracht haben. Die Bestimmung des 
Vorzeichens in D = -+-1, das bekanntlich das positive sein muss, ist 
Sache der Determinantentheorie. 


Strassburg i. E., 30. Dezember 1898. 


*) Vergl. Krazer u. Prym, Neue Grundl, einer Theorie der allgemeinen 
Thetafunctionen, Leipzig 1892, Seite 63 u. 64. 











Zur Theorie der Functionenclasse 


$3 == (2—a,) (¢—a,)...(¢@—a). 
Von 


J. WELusTEIN in Strassburg i. E. 


Zur Theorie der wie 
(1) s = /(2—a) ... (2-4) 
verzweigten algebraischen Functionen, betreffs deren ich hier auf die 
Arbeit des Herrn I. W. Osgood*) verweise, welcher dieselbe durch 
Erledigung des Problems der speciellen Periodenzweitheilung geférdert 
hat, erlaube ich mir zwei kleine Beitriige folgenden Inhaltes zu liefern: 

I. Einfiihrung eines nach gruppentheoretischen Gesichtspunkten 
normirten Querschnittsystems. 

II. Darstelllung der Periodicititsmoduln der Integrale 1, Gattung 
durch drei absolute Invarianten, die drei ,,Moduln“ des 
algebraischen Gebildes. 

Den ersten Theil méchte ich etwas ausfiihrlicher darstellen, als un- 
bedingt nothwendig wire, um bei einer spiiteren Arbeit, die alle 


reguliren Flachen umfassen soll, iiber ein instructives Beispiel ver- 
fiigen zu kénnen. 


1, 
1. Wir denken uns s in der Zahlenebene durch sechs von einem 
schlichten Punkte O nach den sechs Punkten @,, a, ..., a ver- 


laufende Sperrschnitte eindeutig gemacht und die so zerschnittene Ebene 
in drei Exemplaren FE, , E,, E, angefertigt. Jedem Punkte von EF, 


22 
denken wir uns den Werth zugeordnet, den dort s, = os, g=e° 
annimmt. Ebenso denken wir uns s, = 9*s, s, = 9's auf EF, bezw. E, 


eindeutig bezogen und versinnlichen dann den Zusammenhang zwischen 
den drei Wurzeln s,, s,, s,, indem wir die drei Blitter E,, L,, FE, 


*) F. W. Osgood: Zur Theorie der zum algebraischen Gebilde y” = R(x) ge- 
hérigen Abel’schen Functionen. Erlangen, 1890. Diss, Wegen weiterer Literatur 
vergl. meine neuerdings in den Nova Acta Leopoldina LXXIV, 2 erschienene 
Abhandlung: Zur Functionen- und Jnvariantentheorie der binomischen Gebilde. 
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lings der Schnitte Oa,, Oa,,..., Oa, so aneinanderheften, dass man 
durch positive Umkreisung des Punktes «; an der Verzweigungslinie 
Oa; vom Blatte EH, nach F,, von EF, nach E,, von EF, nach E, ge- 
langt, fir 1 = 1, 2,..., 6. 

2. Die so entstandene Fliche 7 vom Geschlechte p= 4 geht © 
dann durch die Substitution 
(2) S: gs, s' = @s 
in sich selbst iiber, und S liefert zu jedem Punkte P im cyklisch 
folgenden Blatte genau iiber oder unter P einen Punkt P’, zu diesem 
bei nochmaliger Anwendung von S im folgenden Blatte einen Punkt 
P” und zu diesem schliesslich wieder P. Beschreibt P eine Curve, 
so durchlaufen P’ und P” dazu congruente Curven. Insbesondere ent- 
spricht also jedem Querschnittsysteme Q = a, b,; ay, b,3 ag, 053 ay, dy 
durch einmalige Anwendung von S ein dazu congruentes Querschnitt- 
system @’ = aj’, b,'; a,', bo'3 as), bs’; ay, by, das man sich aus Q durch 
verticale Verschiebung entstanden denken kann. Die cyklische Gruppe 
S, S*, S*=—1 von Transformationen der Fliiche in sich hat demnach 
eine cyklische Gruppe von Verschiebungen des Querschunittsystems @ 
zur Folge, und dieser entspricht eine cyklische Gruppe von linearen 
Substitutionen der Periodicitiitsmoduln der Integrale 1. und 2. Gattung, 
indem die ,neuen“ Periodicitiitsmoduln Aj,, B, sich durch die ,,alten‘ 
A,, By, ausdriicken lassen in der Form: 


« , 7 ™? ru 
(3) Aj > Quads + > bur Br Be > Cua Aa + > Dur Ba, 
a a 4 4 


wo die ganzen Zahlen a, b,c, > bekanntlich den Gleichungen 


> (ua bya — va Dua) = 0 a (Cua Ova — va Dua) — 0, 
a } « 


1, wenn v =u 
pe (aua va — Bua tea) =” > 
- 0 »n Vel 


(4) 


' geniigen *). 
3. Nun kann man bekanntlich jede, einer endlichen Gruppe an- 


gehorige linearen Substitution a= > dy; x; in die Normalform 2 = 0; x; 


transformiren **), Diese Normalform kann jedoch fiir die Substitution 
(3) nicht etwa durch geeignete Anlage des Querschnittsystems 


*) Kine fiir alle Riemann’sche Fliichen giiltige rein geometrische Ableitung 
dieser Gleichungen habe ich in der vorangehenden Abhandlung (Bd. 52, Seite 433) 
verdtfentlicht, 

**) Dieser Satz ist neuerdings wieder von Moore und Maschke, Math. Ann. 
Bd. 50, bewiesen worden. 
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erreicht werden, da die 9; in diesem Falle dritte Einheitswurzeln sein 
wiirden. Wir kommen jedoch dieser Normalform médglichst nahe, 
wenn wir uns das Schnittsystem @ so gewihlt denken, dass bei der 
cyklischen Verschiebung von Q das 2p-dimensionale System der Gréssen 
A,,..-, Ap, B,,..., B, in die grésstmigliche Zah] von Untersystemen 
niedriger Dimension zerfallt, dergestalt, dass die Elemente jedes 
Untersystems unter sich eine lineare Substitution erfahren, In diesem 

‘alle soll das Querschnittsystem ein ,,reducirtes“ heissen. Es ist leicht 
einzusehen, dass jedes dieser Untersysteme, wenn es die Grésse A; ent- 
halt, auch B; enthalten muss und umgekehrt. Der giinstigste Fall 
wird also der sein, dass jedes Untersystem nur aus cinem Paar A;, B; 
besteht. Dieser Fall tritt wirklich ein*), Es giebt iiberaus viele Typen 
von Schnittsystemen, welche diesen Fall realisiren, und zwar ist noch 
eine grosse Zahl derselben dadurch ausgezeichnet, dass die Schnitte 











a,, 0; eines jeden Querschnittpaares zu einander congruent liegen, und 
folglich durch eine der zu (S, S*, S*) isomorphen Verschiebungen 
in einander tibergehen. Diese Schnittsysteme sind sehr bequem zu 
zeichnen, wie ein Vergleich von Figur 1 mit dem von Osgood**) 


*) Jedoch nicht bei allen reguliiren Riemann’schen Flachen; von den Flachen 
mit cyklischer Monodromiegruppe zeigen nur die dreiblittrigen dieses aus- 
gezeichnete Verhalten; sie werden im Art. 2 vollstiindig erledigt, 

**) a. a. O. 
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angegebenen nicht ,,reducirten“ Schnittsysteme ergiebt. In Figur 1 
sind die Querschnitte jedes Paares a;, b; zu einander congruent ge- 
legen, daher nur durch eine Curve mit beigefiigten Ziffern wieder- 
gegeben, von denen sich die erste immer auf a;, die zweite auf b; 
bezieht und die Nummer des Blattes E,, E,, FE, angiebt, in welchem 
an dieser Stelle a;, bezw. b; verliiuft. Die Theilfigur 2 macht dieses 
Verhiltniss fiir das Schnittpaar a,, b, und a,, b, ersichtlich. 


OF 


<> 


Zeichen: 





Auf jedem Querschnitte a;, ); denken wir uns die Richtung an- 
gegeben, in welcher die Periodicitiitsmoduln durch Integration ermittelt 
werden sollen, so zwar, dass der (+) Rand von a; zur Linken, der 
j (+) Rand von 0; zur Rechten dieser Richtung liegt. 

4. Wie aus dem Querschnittsystem der zweiblittrigen Fliche 7’ 
der eiliptischen Functionen dasjenige der hyperelliptischen hervor- 
gegangen ist, ergiebt sich aus Figur 1 sofort das Bildungsgesetz eines 
yreducirten“ Schnittsystems derjenigen Riemann’schen Fliche, welche 
verzweigt ist wie 


(5) s= V | ] (2— G3 41) (@— Gsr42)(@— es y45) « 

v=0 
Thr Geschlecht ist p—=3n-+ 1. Das reducirte, wiederum aus paar- 
weise congruent liegenden Schnitten gebildete Querschnittsystem ist in 
Figur 3 dargestellt. Die ganz unwesentlichen Schnitte c, sind daselbst 
punktirt. In Figur 1 sind sie weggelassen. 








II. 


. Mee . . x . . 
5. Wir fiihren jetzt homogene Variabeln ¢ = ~* ein und schreiben 
2 


(6) s(x, \z,)°—= >) (°) Gy Ly” = My (Hy —€e, Ly) +++ (@y—H%g Hy) —= f(a", | Hp). 
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Als Fundamentalintegrale 1. Gattung benutzen wir: 
Sao (ad 2) _ [ %* (ay |) a 
@) ulte 8(a4| a)’ w= f $(X4| Xe) om, yeh ae 


WO 9, M2, M3 drei linear unabhiingige quadratische Linearformen sind, 
fiir die man passend drei quadratische Covarianten von f (2, |2,) wiihlen 
wird, wihrend schon ohnehin eine Covariante vom Gewichte — 1 
der Form sechster Ordnung /(2,|2,) ist. Die Bezeichnung der Periodici- 
titsmoduln dieser vier Integrale ist aus der folgenden Tabelle zu ersehen: 


[+ -|+ -| 
oes, blttdae iit, 
—~ — vy = 1, 2, 3,4 
8 | | fs 
( ) Gy | lr, C,, | y= 1, 2,3. 
gs 
Beachtet man nun, dass nach Art. 1 die Werthe von s in drei con- 
gruent iibereinander liegenden Punkten der Fliiche 7’ sich verhalten 
wie @ : g@? : 9’, so liest man aus Figur 1 sofort folgende Relationen ab: 
(9) r, =, 0f,, Cry == 80" Cys, 
wo 
=e =—s&o—1, g=+l, 
za denen wir noch andere fiigen werden. 
6. Wir zerlegen @ und seine Periodicitiitsmoduln in die reellen 
und imaginiren Bestandtheile: 
(10) o=E+in, .—p+tig, W=—p+ig. 
Dann ist nach (9): 
’ a 1 . 
Dy + ign = (— ev % , ¥3) (Pv + ty) &, 


also: 
, 1 > , 1 cy 
(11) r= —Za[m+V3o], G=— 7% [%—Y3r]. 


' Integrirt man positiv um die gesammte Berandung, so ist 


fea-> | Boy Ds — 7 >a | Pry Pr + V3) 
(7) y 2\4. % Y 


2 
dvs Ye — Biv V3 
1 ‘> 
= 2BD & (pra); 





also: 
(12) Edy — LV3_>) «, (Mod. F,)?. 
5 ~~ ¥ 
(1) 
Bildet man die einfach zusammenhiingende Fliche 7’ mittels a—=§-+-7y 
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iiber eine (€, 7)-Ebene ab, so stellt das soeben berechnete Integral 
offenbar den Flicheninhalt dieses Bildes dar und ist, da @ als Integral 
1, Gattung nicht oo wird, eine endliche, von Null verschiedene positive 
Zahl; also nach (12): 


+3 >’ « (Mod. F,)? > 0, 


und wegen (12): 

(13) (Mod. ,)? > (Mod. [,)* ++ (Mod. [,)? + (Mod. [,)?. 

Dieselbe Ueberlegung ergiebt, auf w, angewandt, 

(14) (Mod.C, 4)? < (Mod. C, 1)? + (Mod. C,:)?-+- (Mod.C,s3)?, y=1,2,3, 
wovon wir jedoch weiter keinen Gebrauch machen werden. Dagegen 
schliessen wir aus (13), dass die weiter unten zu verwerthende Grosse 


(15) A= >) al? =— (+0 e +t 0) 
von Null verschieden ist, denn aus A = 0 wiirde im Widerspruch zu 
(13) folgen: 

(Mod. [,)? < (Mod. [,)? + (Mod. f,)? + (Mod. [,)*. 


7. Nach einer bekannten Schlussweise ist, wenn man wiederum 
iiber die ganze Berandung von 7’ integrirt, 
a 
w, da 
. . . (1) 
einerseits gleich 


2 


andererseits gleich Null, daher: 


(16) > alr Cy = 0, yl, 2,3. 


, 


ly, Cy» 7’ ” 
Gm Sa Gule— 0 





Da die vier Integrale , w,, w,, w, linear unabhiingig sind, so ist die 
Determinante 
(17) D= | Ci», Cry, Cy, ry | 


ihrer Periodicititsmoduln an den Querschnitten a,, a,, a,, a, von Null 
verschieden. Sie ist aber auch die Auflésungsdeterminante der vier 
Gleichungen (15), (16), namlich: 
Cy, = 840, + ye + 820, + Gis + 03 + Oy 0, = 9, 
(18) Cy » +HOn- » £Og- » £Oys » = 0, 
Cy > » £Op: » +O » +O » =9, 
Ff, - ew thee ew Fhe ew thee » SA, 





r 
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nach ¢,°,, @0,, &0;, ¢,f,, Daher: 


(19) D.afe whi 


—— 
or, 


und nun kénnen wir zur Berechnung der Normalintegrale 1. Gattung 
iibergehen, indem wir das Integral 


‘ anal (u) ) @9 = } («) 

(20) u, =a) w, + a) w, + a w, + aa al) w, + a“) 
Y 

bilden und die Coefficienten a@ so zu bestimmen suchen, dass seine 

Periodicitaitsmoduln 


a —_ 
(21) aN Ay? Uy — Uys a Cy + aT, = S mi 
Y 


sind; wir schreiben: 


-f _ 
an by: ty — Uy = & \e > a ay . »+ oa T, = Oye: 


Y 
Dann ist: 


aur = & fo? |S] ai + (0— ot) a Ff, 


worin wir noch den Coefficient a) zu bestimmen haben. Nach (21) ist: 
ar +2 ay Cy = [8 |= 
daher mit Riicksicht auf on. und (19) 


ee u » OD _D,; ad 
D.a® > [fx ar, ani > a e, 1, 


Geben wir jetzt dem Symbol [*] die Bedeutung 1 fiir # =» und 
den Werth 0 fiir u2r, so ist 


te T 
ai") axe he, 
‘und 
; : nw: Set pte 
Quy = ev e?(9] xi + (o—0°)xi- - ; wan — 2 * (&u+ &)Q? - |xi 


2 
+ (o—¢?)ai wot, . 


indem ¢, [*] wegen der angegebenen Bedeutung von “4 durch deu 


in « und v symmetrischen Ausdruck + (&.-+&) (| ersetzt’ werden 
kann, und somit haben wir das schéne Resultat: 


(22) = = (Et &,) Q” [t ]xi+ (9—o*)xi- *u — 
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worin die Periodicitiitsmoduln der Normalintegrale 1. Gattung als 
homogene Functionen der Dimension Null von [,, [,, [,, F, dar- 
gestellt sind. 


Als absolute Invarianten unseres algebraischen Gebildes kénnen 
somit die drei Quotienten 
o* _. is Tr. — Ts; 
(23) =, =f, A= 7 
dienen, wihrend die [ nach Art. 5 relative Invarianten sind. Dann 
haben wir die versprochene Darstellung der a, durch die drei ,,Moduln“: 


&. +2, . Sth £8, 0, @, 
(24) due = . 0° [S] xi + (@— emi - cate ae to,’ a= 1 


die auch die bekannte Beziehung a,, = a,, erkennen lisst. Nach 
(13) ist: 
(25) |@,?| + |@,?| + |@,?| < 1. 
Aus (24) folgt noch: 
9 . . o,* 

Re a OF aa 
also: 

yy — Ay3 — Ay, — Ay, = 4Q?at + (Q— Q*) i = (04-30%) zi, 
folglich: 
(26) Ay, = Ay, + Ay, + G33 + (e+50")z7. 
Auch findet man leicht: 


- “ 2 2. eit 
(27) fiir w2v: uy [Auu—&uQ? Xi): [dyy— & Q' Xi] 
Mit den a,, wird auch die #-Function von’ den @,, @,, @, abhiingig; 


die quadratische Form im Exponenten des allgemeinen Gliedes der 
#-Reihe ist: 


(28) S . — e?xi(n,?-+n,? + n,?— n,’) 


ul +=1 


+ (e—e? wi (44+ Wy Ny 3% — or 


1 — a,?— a? — a,” 3 


und legt die Frage nahe, ob nicht die @-Function im vorliegenden 
Falle einer Modification bediirftig und faihig ist, welche sie mehr der 
Natur unseres algebraischen Gebildes anpasst. 


Strassburg i. E., 5. December 1898. 
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Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di 
curve razionali. 


Di 


Feperico Enriques a Bologna.*) 


Una serie (algebrica) di curve (algebriche) sopra una superficie 
algebrica 


[(xy2)=90 
dicesi costituire un fascio allorché ogni punto generico della superficie 
appartiene ad wna curva della serie. 

Facendo astrazione dalle eventuali componenti fisse, un fascio di 
curve C sopra la superficie f= 0, pud essere definito mediante due 
funzioni razionali 

X(xyz), Y(xye), 
legate fra loro da una relazione algebrica 
p(X Y)=—0, 
le quali assumono lo stesso valore nei punti di una curva C. 

Il genere p della relazione m=O @ il genere del fascio; se p=0 
il fascio @ razionale o lineare, e le due funzioni X, Y possono venir 
sostituite da una sola. 

Si abbia sopra la superficie f= 0 un fascio di curve C, irriducibili, 


_razionali; vale a dire, rappresentato il fascio nel modo anzidetto, 


supponiamo che la curva generica C data dalle equazioni 

(1) f=0, X=—X(eyz), Y= Y(eys), 

sia irriducibile, razionale. Allora le coordinate dei punti di essa si 
possono esprimere razionalmente per un parametro Z, colle formule 
(2) t= (Z), y= ,(Z), 2 = 9%(Z); 

€ cosi ogni curva C del fascio (corrispondente ad una coppia generica 
XY) si pud pensare riferita punto per punto ad una retta, generatrice 


*) Questo articolo @ un rifacimento, con alcune semplificazioni, di due 
note pubblicate nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei; Novembre, 
Decembre 1898. 
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del cilindro p(X Y) =O. Dopo cid sembra, a prima vista, che la 
superficie f= 0 risulti trasformata birazionalmente nel cilindro nominato, 
Ma questa deduzione non é affatto legittima, perché la rappresentazione 
di una curva C= (XY) sopra la retta omologa, dipendera in generale 
da aleune irrazionalita aritmetiche, che entreranno nei coefficienti delle 
funzioni ®, e queste irrazionalita’ potranno variare colla C, dipendendo 
algebricamente da X, Y. 

Si presentano pertanto due questioni che il sig’ Noether ha 
studiate nella memoria ,,Ueber Fliichen, welche Schaaren rationaler 
Curven besitzen“‘*): 

1) Assegnare le irrazionalita aritmetiche da cui pud farsi dipendere 
la rappresentazione parametrica di una curva razionale C, con funzioni 
razionali di un parametro. 

Il sig' Noether ha risposto completamente a tale questione, 
facendo vedere che ogni curva razionale pud sempre essere trasformata, 
con una sostituzione razionale a coefficienti razionali, in una conica; 
e quindi Virrazionalita di cui si tratta @, tutt? al pid, un radicale 
quadratico. Da cid segue, in particolare, che una superficie contenente 
un fascio di curve razionali pud essere trasformata birazionalmente in 
una superficie contenente un fascio di coniche. 

2) Vedere se, e come, le irrazionalita aritmetiche che entrano 
nella rappresentazione razionale di una curva C, possono scegliersi in 
guisa che risultino indipendenti dalla curva (o conica) C, considerata 
nel fascio, ossia da X, Y. 

ll sig’ Noetber ha dimostrato che a tal fine occorre determinare 
una curva unisecante le C; ed ha determinato effettivamente una tale 
unisecante pel caso (p=—0) in cui il fascio delle C sia lineare, 
dimostrando pertanto che, in questo caso, la superficie f= 0 @ razionale. 
La determinazione di una curva unisecante le (coniche) C, nel caso 
p >O, curva di cui lesistenza restava dubbia**), viene stabilita in 
questo lavoro. Cosi rimane dimostrato in generale il teorema: 

Ogni superficie algebrica f (xyz) = 0 contenente un fascio di curve 





*) Cfr. questi Annalen, Bd. III. 

**) Posteriormente al lavoro citato del sig‘ Noether, la questione non ha 
ricevuto alcun contributo notevole, all’ infuori di quello portato dal sig™ Painlevé 
nelle sue belle ,,Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles“, 
relativo al caso in cui le curve (razionali) C sieno le traiettorie di un gruppo 
semplicemente infinito di trasformazioni birazionali della superficie f= 0, in sé 
stessa. Ma la dimostrazione del sig’ Painlevé si appoggia in sostanza sul 
fatto, che sopra ogni curva C si hanno allora due punti wniti, i quali descrivono 
due curve separate, unisecanti le C. E, viceversa, per costruire il gruppo nominato, 
occorre conoscere le due curve (unisecanti) di punti uniti. Cosi, per quanto 
riguarda la questione generale qui trattata, non si poteva trarre aiuto dal 
resultato del sig' Painlevé. 
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vazionali, si pud trasformare birazionalmente in una rigata (p. e in 
un cilindro p(X Y) = 0), avente il genere p del fascio. 

1. Sia F una superficie contenente un fascio di coniche C, avente 
un certo genere p. 

Questa superficie si pud rappresentare sopra una rigata doppia g, 
giacché ogni conica C del fascio pud essere riferita ad una retta doppia 
per proiezione da un punto esterno, e tale operazione si pud compiere 
in modo razionale dati i coefficienti dell’ equazione della conica, ossia 
razionalmente per tutte le coniche del fascio. 

La rigata doppia @ possederi una curva di diramazione costituita 
da una curva K bisecante le generatrici, e da un certo numero di 
generatrici @,@,...d . Si pud supporre che la XK sia irriducibile, 
giacché se essa fosse spezzata in due curve, unisecanti le generatrici 
di m, a ciascuna di esse corrisponderebbe sopra F' una curva unisecante 
le C, la quale permetterebbe di rappresentare la F' sopra una rigata 
(semplice). 

Supposto che la curva K possieda dei punti singolari, ci si pud 
sempre ridurre al caso in cui siffatte singolarita non esistono, Infatti 
si trasformi la K in una curva XK’ priva di singolarité, in uno spazio 
S,; unendo le coppie di punti di K’ che corrispondono alle coppie di 
K poste sulle generatrici di g, si pud costruire una nuova rigata g’ 
in corrispondenza birazionale con g*), sopra cui la F’ risulta rap- 
presentata doppiamente; e la curva K’ insitme a qualche generatrice 
di g’ costituira la curva di diramazione della nuova rigata doppia gq’. 

Supporremo dunque addirittura che la curva K (curva di diramazione 
di g) sia priva di punti singolari. La curva K, il cui genere 
denoteremo con 2, apparterri ad un certo spazio S,, ed avra, in esso, 
un certo ordine ». Essa pud sempre trasformarsi in un’ altra curva 
(normale) K’ avente un certo ordine ’, arbitrariamente grande, ed 
appartenente ad uno spazio S, la cui dimensione 7 = — a. Allora, 
come @ stato indicato, si trasforma anche la rigata m in una nuova 


rigata doppia g’ (normale in S,). Le generatrici di g’ che vengono 


a far parte delle nuova curva di diramazione sono in generale quelle 
che corrispondono ad a, ... 4 , pid quelle che corrispondono a punti 
(fondamentali) della curva K; si pud dunque evitare Vesistenza di 
queste ultime generatrici di diramazione, operando opportunamente la 
trasformazione di K in K’, p. e. scegliendo come sistema trasformante 
(da riferirsi proiettivamente al sistema degli iperpiani di S,-) il sistema 
di tutte le varieta V7", dello S,, aventi un certo ordine m abbastanza alto. 

La possibilita della indicata trasformazione ci permette di attribuire 


*) Per tale costruzione cfr. Segre .,Courbes et surfaces réglées algébriques“ 
Il, pag. 4. Questi Annalen, Bd. XXXIV. 
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senz’ altro alla curva di diramazione della rigata doppia m la proprieta 
di essere composta 

a) di un certo numero @ di generatrici a, ... a} 

b) di una curva K di genere 2, irriducibile, senza singolarita, bi- 
secante le generatrici di g, avente un ordine » arbitrariamente grande, 
in confronto ai valori indipendentemente fissati di x e @, ed apparte- 
nente ad uno spazio S, di dimensione r = n — z. 

Siccome »-++ @ @ lordine della totale curva di diramazione per 
la rigata doppia gm, i numeri ” e @ avranno la stessa parita. 

2. Si considerino ora gli oo”-¢ iperpiani di S, che passano per @ 
punti scelti fra le intersezioni di K colle generatrici a,...a ), una 
sopra ciascuna generatrice. Gli iperpiani nominati segheranno sopra K 
una serie lineare a Fra i detti iperpiani ve ne saranno alcuni 


tangenti in “—® punti alla K (fuori dei punti fissati sopra a, ... Me); 


~ 


purché si abbia 
r—e@>-- 


Questa disuguaglianza supposta soddisfatta (come pud farsi prendendo 
n > 2x -+ @), la effettiva determinazione degli iperpiani voluti dipende, 
come @ noto, da un problema di bisezione, delle funzioni abeliane 
inerenti alla curva K. 

Ora alla sezione di g con uno degli iperpiani costruiti (tangente, 
ovunque la incontra, alla curva di diramazione della rigata doppia q), 
corrisponde sopra F una curva ©, bisecante le coniche C del fascio 
(di genere p) dato su J’, ed avente il genere (minimo per le bisecanti) 

P=2p—1; 
cid risulta dalla nota formula di corrispondenza del sig' Zeuthen, 
poiché la curva stessa possiede una involuzione di genere p di coppie 
di punti, priva di elementi di coincidenza. 

La curva © pud spezzarsi in due curve di genere p, unisecanti le 
coniche C; anzi cid accade sempre se p = 0; in questo caso si ottiene 
subito la rappresentazione della superficie F, punto per punto, sopra 
una rigata. 

3. La curva © incontra una conica C generica in due punti A, B; 
le tangenti in A, B s'incontrano in un certo punto 0; da 0 la conica 
stessa pud essere proiettata sopra una retta doppia. Siccome tale 
Operazione si compie razionalmente per ogni C, essa conduce a rap- 
presentare la superficie F sopra una rigata doppia ®, in modo che la 
curva di diramazione di ® sia composta mediante una curva ©’ corri- 
spondente alla ©, pid qualche generatrice. 

Allora applicando alla , in relazione alla 0’, i ragionamenti 
svolti innanzi per la gm, si pud costruire sopra F’ una nuova curva 
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bisecante 4, di genere minimo P — 2p — 1, corrispondente ad una 
curva unisecante le generatrici di ©. Questa curva 4 @ con © in una 
semplice relazione: le coppie di punti segate da © e da A sopra una 
conica C (del fascio dato su F’) si separano armonicamente. Tale 
relazione pud essere espressa dicendo che le curve O e A sono due 
bisecanti armoniche del fascio di coniche C. 

Concludiamo pertanto che ,,sopra una superficie J’ possedente un 
fascio, di genere p, di coniche, si possono costruire due bisecanti 
armoniche aventi il genere minimo 


P = 2p — 1%, 


Se una di queste @ spezzata in due unisecanti, la F pud riferirsi ad 
una rigata. Supporremo dunque che ambedue le curve sieno irriduci- 
bili (p > 0). 

4. Le due curve si possono rappresentare doppiamente sopra uno 
stesso ente algebrico co! y, di genere p, privo di elementi di dira- 
mazione; basta infatti considerare come ente y il fascio delle coniche 
C, e far corrispondere ad ogni C (che @ un elemento di y) la coppia 
dei punti, della © o della 4, che si trovano su di essa. 

Ad ogni serie lineare g,, presa su y, corrisponde su © (e su A) 
una serie lineare g:, composta colle coppie che corrispondono agli 
elementi di y (coppie formanti un’ involuzione che denoteremo collo 
stesso nome ,,y“). In particolare pud darsi che la detta g, sia com- 
posta mediante una g;, autoconiugata rispetto all’ involuzione y, ossia 
pud darsi che ogni gruppo della gs, sia composto di due gruppi G,, 
appartenenti ad una medesima g, , coniugati nell’ involuzione nominata. 

Come dimostreremo pit tardi, @ sempre possibile di scegliere 
sul!’ ente y una g, cui corrisponda tanto sulla curva © come sulla 4 
una gz, composta mediante una g, autoconiugata. Poniamo di avere 
scelto una g, Siffatta. Alla gi, di y corrisponde sulla superficie / un 
fascio lineare |L| di curve riducibili Z, ogni curva del fascio essendo 
composta di m coniche C; indichiamo con C,C,...C, le coniche 
.costituenti insiéme una curva generica L del detto fascio lineare. 

Ci proponiamo di costruire sopra la superficie /’ una involuzione 
I,, di gruppi di » punti, alla quale il nominato fascio || appartenga, 
vale a dire una involuzione JI, siffatta che il gruppo G, individuato 
da un punto di C,, abbia un punto sopra (,, uno sopra C,... uno 
sopra C,. 

La costruzione di una tale J, esige che le curve C, C,...C, 
vengano riferite l’una all’ altra in un riferimento proiettivo, che sia 
razionalmente determinato allorché é dato il gruppo di coniche C;, C,...C,. 
Si pud stabilire un riferimento siffatto per mezzo delle curve 0 e 4, 
Consideriamo infatti ad es. le due coniche C, e C,. Indichiamo con 
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® A, B le intersezioni di C, con 0, e con EF, F le intersezioni della stessa 
C, con 4. Per ipotesi le coppie di punti segate da O su C,C,...C, 
si distribuiscono in due gruppi G,, di una g',, coniugati rispetto alla 
involuzione y; il punto A apparterra ad wno di questi gruppi, il punto B 
all’ altro. Allora si possono distinguere razionalmente le due intersezioni 
di C, con ©, e chiamare A’ il punto appartenente al gruppo G, che 
contiene A, e B’ il punto appartenente al G, che contiene B. Simil- 
mente si possono distinguere le due intersezioni di C, con A, coordi- 
nandole, in modo razionale, ai punti E, F, e chiamandole risp E’, F’. 

Ora esiste fra le due coniche C,, C, un riferimento proiettivo 
determinato dalla corrispondenza delle coppie AA’, BB, ELE’, FF’, 
e cid stante l’armonicita delle quaterne ABE F, A’ BE’ F’. 

In modo del tutto analogo vengono riferite proiettivamente, |’una 
all’ altra, le » coniche del gruppo C,C, ...C,, sicché un punto, preso 
ad. es. sulla C,, appartiene ad wn gruppo G, costituito dai punti 
omologhi ad esso su C,...C,. E al variare del gruppo C,...C,, 
ossia al variare della curva composta L = C, +----+ C, entro il fascio 
lineare | Z|, i nominati gruppi G, formeramo una involuzione J, , cui 
|| appartiene nel senso detto innanzi. 

5. Cid posto costruiamo una nuova superficie F’, i punti della 
quale sieno in corrispondenza birazionale coi gruppi G, dell’ involuzione 
I, definita sopra F. Ad ogni curva LZ =C,+---+C, di F, corri- 
spondera su ¥” una curva razionale L’, irriducibile, in corrispondenza 
biunivoca con ciascuna delle coniche C,...C,; e le Z’ formeranno 
sopra F’ un fascio lineare, come le L sopra F. 

Ora, poiché appunto le curve razionali Z’ formano su F’’ un fascio 
lineare, si pud costruire, nel modo indicato dal sigt Noether o come 
al n° 2, una curva y’ unisecante le ZL’. A questa curva corrispondera 
sopra F’ una curva x secante in » punti ciascuna L; ma la Z essendo 
composta di  coniche C,...C,, le m intersezioni cadranno una su 
ciascuna conica, per modo che la x sara una curva unisecante per le 
coniche C del fascio, dato sopra F. 

Per mezzo della x la J’ pud essere riferita punto per punto ad 
una rigata, di cui le generatrici corrispondono alle coniche C. 

Pertanto la dimostrazione del teorema emenciato & compiuta. 

6. Resta per altro da giustificare il lemma di cui abbiamo fatto uso: 

Date due curve 0 e 4, di genere P = 2p — 1, contenenti wna 
stessa involuzione y di genere p(> 0), cioe riferite ad una medesima 
curva doppia o ente doppio y, senza elementi di diramazione; si pud 
determinare su y una g;, cui corrisponda, su ciascuna delle due curve 
0 e A, una ge, ciascun gruppo della quale sia composto con due 
gruppi (coniugati) di una g,, autoconiugata rispetto ail’ involuzione y. 

Questo enunciato sarebbe press’ a poco evidente se le curve Oe A 
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potessero supporsi birazionalmente identiche; ma cid non accadra in 
generale, poiché esistono, secondo il sigt Hurwitz*), 2?” — 1 curve 
di genere P = 2p — 1, birazionalmente distinte, rappresentate da una 
stessa curva doppia y di genere p, senza elementi di diramazione. 

Tuttavia la dimostrazione dell’ enunciato si compie assai semplice- 
mente, prendendo n = 2P = 4p — 2, nel modo seguente. 

Si assuma sopra y un arbitrario gruppo Geyp1, di 2p — 1 punti; 
esso-appartiene ad una serie lineare completa g?—1, (la cui dimensione 
é nulla nel caso p= 1); indichiamo la detta serie con s. Ad essa 
corrisponde su © una serie s,=g?rt,, di cui ciascun gruppo é com- 
posto con 2p — 1 coppie dell’ involuzione y; la serie stessa & contenuta 


in una serie completa gi?—t. Ora mediante la serie gi2—} Si trasformi 


la curva © in una curva 0’ d’ ordine 4p — 2 di un S2p_4, riferendo 
proiettivamente gli elementi, gruppi, della serie agli iperpiani di questo 
spazio (per p = 1 la ©’ si riduce ad una retta doppia). Avremo una 
curva (9’) trasformata in se stessa da un’ involuzione proiettiva, la y; 
per questa involuzione si avr’ un primo spazio S,_, di punti uniti 
(non secante la curva), base pel sistema co?—' degli iperpiani che 
segano sulla ©’ la serie s,; esister’ dunque un secondo spazio S,_, di 
punti uniti, e gli iperpiani per esso determineranno su 0’, e quindi 


su ©, una seconda serie s,’, contenuta nella gi?—} completa, di cui 


ciascun gruppo sara composto con 2p —1 coppie dell’ involuzione r 

Ora alla serie s,’ corrisponde su y una serie completa s = gp, 
diversa dalla s, e quindi non avente con essa aleun gruppo comune. 
Alla serie ‘g{?-} di © corrisponde invece su y una serie non lineare 
di gruppi di 4p — 2 punti, la quale comprende entro di sé i gruppi 
della s e della s’ contati due volte; questa serie non lineare @ perd 
contenuta in una serie lineare (completa) gi?—3, contenente le serie 
doppie della s e della s’. 

Un gruppo Gg, di s, ed un gruppo Gep_, di s’, contati due 
volte, appartengono dunque ad una serie lineare gip-». A questa 


. Jsp-2 i y, corrisponde sopra © una gg,-4 ciascun gruppo della quale 


@ composto con due gruppi coniugati (in y) di una gjp-2, precisamente 
della gip—2 individuata dai gruppi G4p—2 e Gip—2 corrispondenti a G2,_1 
e Gzp-1; infatti questi gruppi Gip-2 e Gyp—-2, appartenendo risp alle 
serie s, ed s,°, sono equivalenti; e poiche sono composti ciascuno di 
2p — 1 coppie di y, determinano, su ©, una g4p~2 trasformata in sé 
stessa dall’ involuzione y, cui corrisponde sull’ ente (doppio) y la gip-2 
innanzi nominata. 


*) , Ueber Riemaun’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten“. Questi 
Annalen Bd. XXXIX, 
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Ripetendo gli stessi ragionamenti in relazione alla curva 4, otterremo 


ancora sull’ ente doppio y un’ altra serie completa s” = gp~',, diversa 


da s, tale che un qualsiasi gruppo G di s ed un qualsiasi gruppo G” 
di s’, contati due volte, determineranno su y una gip-2, cui corri- 
spondera su 4 una gg»-4, ciascun gruppo della quale sara’ composto con 
due gruppi (coniugati) di una gj,-2 autoconiugata rispetto all’ invo- 
luzione y. 

Ora le serie complete s’ ed s”, di y, non hanno gruppi comuni 
oppure coincidono. Nel secondo caso (che si presenta se © e A sono 
curve birazionalmente identiche), la gi,-2 di y cui corrisponde tanto 
su © come su 4 una ggp-« composta con una gi». autoconiugata, @ 
determinata senz’ altro da due gruppi G, G’, presi risp in s, s’, contati 
due volte. Nel caso generale avremo invece su y, tre serie complete 
92,71? 8, 8, 8’, senza gruppi comuni, che contate due volte saranno 
contenute in una stessa Gi2—5 (serie completa doppia di s). E pel 
nostro scopo bastera costruire, entro la detta gj?>> di y, una Vey—s la 
quale contenga tre gruppi di 2p — 1 punti ciascuno, contati due volte, 
ed appartenenti risp alle serie s, s,s’; infatti ad una tale gy,_» corri- 
spondera tanto sopra © come sopra A, una gjp-2, composta colle coppie 
di gruppi di una gi»-2 autoconiugata. 

Ora si riferiscano proiettivamente gli elementi (gruppi) della g?-3 
di y, ai punti di un Ssp_2; entro questo spazio si avranno tre varieta 
V,-1, di dimensione p — 1, i cui punti corrispondono ai gruppi delle 
serie s, Ss, s’, contati due volte; e le tre V,; non avranno punti 
comuni. Una retta di Ssp-»2 la quale si appoggi in 3 punti (necessaria- 
mente distinti) alle tre varieta V,_,, dara entro la gi?—3, la serie 
Gsp—2 Aomandata; e di rette siffatte, incidenti alle tre V,_,, ve ne sara 
certo un numero finito, anzi un numero uguale al prodotto degli ordini 
delle tre varieta. 

Nel caso p= 1 il ragionamento svolto @ ancora applicabile con 
lievi modificazioni di parole. Ma, poiché in questo caso © e A sono 
curve ellitiche, come l’involuzione (o l’ente doppio) y, il ragionamento 
si pud presentare pid semplicemente nella forma seguente: Ad ogni 
g, presa sull’ ente y, corrisponde tanto su © come su A una g,,, la 
quale (in due modi) si pud riguardare come composta colle coppie 
(coniugate in y) di una g,'; e cid stante la ben nota permutabilita di 


un’ involuzione ellittica (y) e di un’ involuzione razionale (g,’) sopra 
una curva ellittica. 


Bologna, Gennaio 1899. 














Un nuovo teorema sopra le quartiche piane generali, 
di 


G. Scorza a Pisa. 


Data una quartica piana generale, vi sono infiniti punti che hanno 
per cubica polare rispetto ad essa una cubica equianarmonica, ed é 
ben noto che il loro luogo costituisce una nuova quartica detta 
covariante S della primitiva*), Ora qui si vuol dimostrare che: 

Ogni quartica piana generale pud pensarsi come covariante S di 
altre 36 (soltanto), corrispondentemente ai suoi 36 sistemi di cubiche 
seitangenti (di 2° specie) i cui punti di contatto non giacciono mai 
sopra una medesima conica. 


1. Si riferiscano proiettivamente i punti di un piano alle quadriche 
di una rete alla maniera di Hesse**): i punti del piano cui corrispon- 
dono coni della rete costituiranno una quartica generale C*, mentre i 
vertici dei coni medesimi saranno situati sopra una curva gobba del 
sesto ordine, T°; quindi fra le due curve C* e [* verra per tal modo 
stabilita spontaneamente una corrispondenza biunivoca. A proposito 
della quale, ricordiamo che ai sei punti ove [° @ tagliata da un piano 
qualunque dello spazio corrispondono i sei punti di contatto di C* con 
una sua cubica seitangente di 2* specie appartenente a un determinato 
sistema £ (che @ poi uno qualunque dei 36 sistemi di cubiche sei- 
tangenti di 2° specie). 
2. Allora sia A’ un punto qualunque di [* ed A il punto corri- 
spondente di C‘. I piani polari di A’ rispetto alle quadriche della rete 
costituiscono un fascio, e l’asse di questo fascio @ una trisecante di 
Pe**t); quindi se A’,, A’,, A’, sono i punti ove questa trisecante 
taglia [° ed A,, A,, A, sono i punti corrispondenti di C‘, ad ogni 
punto A di C* si viene a far corrispondere un triangolo A, A, A; 
inscritto nella curva medesima. Diciamo A,A,<A, il triangolo relativo 


*) Cfr. Clebsch, Ueber Curven vierter Ordnung. Crelle’s Journal Bd..59. 


*t) Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung. Crelle’s 
Journal Bd. 49. 


***) Cfr. Reye, Die Geometrie der Lage. III. Abtheilung, pag. 138. 
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al punto A: poiché ogni piano per la detta trisecante @ polare di A’ 
rispetto a un fascio di quadriche della rete e quindi insieme a certi 
altri tre piani passanti per A’ da un tetraedro autopolare per quel 
fascio,  chiaro che i punti A,A,A, insieme ad altri tre punti qua- 
lunque della quartica C‘ allineati con A danno i sei punti di contatto 
di una cubica seitangente del sistema £. Ond’ @ che la relazione fra 
un punto A e il triangolo relativo A,A,A, pud anche esprimersi di- 
cendo che A,A,A, sono i tre ulteriori punti ove una cubica del 
sistema £ che tocca C* in tre punti qualunque allineati con A tocca 
ulteriormente la quartica medesima*). 

Orbene, dico che esiste una quartica ed una sola, tale che Cte 
il suo covariante S e che ogni punto A di C* ha per trilatero polo- 
hessiano rispetto ad essa il trilatero relativo A, A, A,. 

3. Consideriamo dapprima un caso particolare e supponiamo che 
la quartica C* sia una quartica di Liiroth**): allora pud supporsi, 
avendo riguardo a un sistema di cubiche seitangenti di 2* specie ben 
determinato, che la sestica gobba [*, cui C* vien riferita biunivoca- 
mente, sia circoscritta a co' pentaedri completi, polari per le quadriche 
della rete di cui F® @ la Jacobiana***). 

Sia @,@,a,e,@, uno di questi pentaedri completi e consideriamo 
il tetraedro a, a,a,a,. Rispetto al cono della rete, che ha il vertice 
in @,@,@,, il punto @,@,a, ha per piano polare un piano che deve 
passare per il punto a@,a,«, e per la retta aa, (poiché il pentaedro 
&, 0, 0,0@,0, @ polare per un tal cono), e che quindi coincide col 
piano «,. Cosi, rispetto al cono medesimo, i punti @,a@,a@,, a, 5c, 
hanno per piani polari i piani a ed a@,. Segue che il triedro «, a, a, 
& autoconiugato rispetto a quel cono: e ripetendo il ragionamento per 
i coni della rete che hanno i vertici in @,@,@,, @,@,@,, @,a@,0@, Si 
conclude che il tetraedro a,a,a,a, @ autopolare per i quattro coni 
della rete che hanno i vertici nei vertici del tetraedro medesimo. 


*) Cfr. ad es., Pascal, Sulla teoria delle funzioni o abeliane pari a tre 
argomenti, Mem. IV, § 5 (Annali di Matematica, serie 11, Tomo XVIII) [secondo 
Lezioni di F. Klein). 

**) Per brevité di discorso chiamo quartica di Liiroth una quartica nella 
quale sia inscritto un pentalatero completo, dopo di che ve ne sono inscritti in- 
finiti altri, e quartica di Clebsch una quartica dotata di pentalateri polari. — 
Ogni quartica di Clebsch ha per covariante S una quartica di Liiroth, ed inversa- 
mente (Liiroth, Einige Eigenschaften einer gewissen Gattung von Curven vierter 
Ordnung. Math. Ann, Bd.1; e, Neuer Beweis des Satzes, dass nicht jeder Curve 
vierter Ordnung ein Fiinfseit eingeschrieben werden kann. Ibid. Bd. 13). 

***) Cfr. Frahm, Bemerkung iiber das Fliichennetz zweiter Ordnung. Math. 
Aun. Bd.7. Donde risulta l'inesattezza di una asserzione del Reye contenuta 
nel n° 23 della sua Memoria intitolata: Ueber Polfiinfecke und Polsechsecke rium- 
licher Polarsysteme, e inserita nel vol. 77 del giornale di Crelle. 
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D’altra parte il tetraedro «,a,a,a@, non pud essere autopolare per 
tutte le quadriche della rete (altrimenti questa conterrebbe quattro 
fasci di coni coi vertici nei quattro vertici del tetraedro e quindi C4 
si spezzerebbe in quattro rette), dunque quei quattro coni formano 
un fascio, e i dieci punti di C*, che corrispondono ai dieci punti di 
T° vertici di un pentaedro completo, costituiscono i vertici di un 
pentalatero completo inscritto in C*. Allora, poiché C* @ covariante S 
di una quartica di Clebsch C,‘, e rispetto a C,4 ogni punto di C* ha 
per trilatero polohessiano il trilatero costituito dai tre lati rimanenti 
del pentalatero completo inscritto in C* di cui due lati passano pel 
punto considerato, segue immediatamente in questo caso particolare la 
veriti: della nostra asserzione, quando si osservi che in tal caso la 
trisecante, asse de] fascio di piani polari di un punto di [*, @ precisa- 
mente lo spigolo opposto a quel punto nel (solo) pentaedro completo 
inscritto in [* che abbia un vertice in esso. 

Cid posto, se A e B sono due punti qualunque di C+, dicansi 
rispettivamente A,A,A, e B,B,B, i loro triangoli relativi o i loro 
trilateri polohessiani rispetto a C,‘: per una osservazione precedente, 
se C e D sono i due punti ove la retta AB taglia ulteriormente C', 
vi sono due cubiche seitangenti di C* appartenente allo stesso sistema 
che la toccano rispettivamente nei punti A, A, A,BCDe B, B,B, ACD; 
e quindi per il noto teorema che i 12 punti di contatto di due cubiche 
seitangenti di uno stesso sistema di 2* specie sono la completa inter- 
sezione della quartica con una terza cubica, segue senz’ altro che i 
sei punti A, A, A, B,B,B, sono sopra una conica passante per Ce D. 
Abbiamo adunque il teorema: 

I due trilateri polohessiani di due punti qualunque A e B del 
covariante S di una quartica di Clebsch sono inscritti in una conica 
che passa anche pei due punti ove la retta AB taglia ulteriormente quel 
covariante*), 

Esso pud estendersi, come ora vedremo, al covariante S di una 
quartica qualunque. 

Infatti se A, B, C, D sono i quattro punti ove una retta r taglia 
il covariante S di una quartica qualsivoglia, rispetto alle quartiche 
(costituenti un fascio), che hanno quattro contatti quadripunti colla 
quartica data sulla retta r, i quattro punti A, B, C, D hanno gli 
stessi trilateri polohessiani che rispetto a C‘, onde i covarianti S di 
quelle quartiche costituiscono ancora un fascio avente per punti-base i 
punti A, B, C, D e i dodici vertici dei loro quattro trilateri polohes- 
siani. Di pid il fascio di quartiche e il fascio dei loro covarianti S 


ne *) Questo teorema, coi suoi casi particolari, é stato dimostrato direttamente 
dal Liiroth (1. cit), La dimostrazione che qui ne abbiano data ci pare che ponga 
il teorema medesimo nella sua vera luce. 
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sono proiettivi, e a quello appartiene una (sola) quartica di Clebsch, 
mentre a questo una (sola) quartica di Liiroth*), dunque applicando 
il teorema or ora dimostrato si ha che: 

I trilateri polohessiani di due punti qualunque A e B del covariante 
S di una quartica qualunque sono inscritti in una conica che passa 
anche pei due punti ove la retta AB taglia ulteriormente quel covariante. 

Facendo avvicinare infinitamente il punto B al punto A, si ha il 
teorema: 

Se A,A,<A, é il trilatero polohessiano di wn punto A del covariante 
S di una quartica qualunque, vi é una conica che tocca quel covariante 
net punti A,, A,, A, e che passa pei due punti ove esso é tagliato 
ulteriormente dalla sua tangente in A; 

ed osservando che la conica di cui qui si parla insieme alla tan- 
gente al covariante S in A da una cubica ad esso seitangente di 
2" specie, si ottiene facilmente il risultato di cui ci serviremo nel 
seguito: 

I tre vertici del trilatero polohessiano di un punto A del covariante 
S di una quartica qualunque e tre punti del covariante medesimo allineati 
con A, danno i 6 punti di contatto di wna sua cubica seitangente. 

Infine se in un teorema precedente si prendono per A e B due 
vertici di un trilatero polohessiano qualunque si ha il notevole enunciato: 

I sei punti ove il covariante S di una quartica qualunque é tagliato 
dai tre lati di un trilatero polohessiano fuori dei suoi vertici sono sopra 
una conica che tocca il covariante suddetto nel polo del trilatero con- 
siderato. 

4. Adesso riprendiamo il caso generale e le notazioni del n° 2, 
e detti A, B,C, D i quattro punti ove una retta qualunque taglia la 
quartica considerata C‘, siano A,A,A,, B, B,B,, C,C,C,, D,D,D, 
i triangoli ad essi relativi nel senso pid sopra stabilito. Poiché i punti 
A, A,A,;BCD e B,B,B,ACD sono punti di contatto di C* con due 
cubiche di 2* specie appartenenti ad uno stesso sistema, i sei punti 
A, A,A,B,B,B, apparterranno ad una conica passante per C e D e 
quindi i due triangoli A,A,A, e B,B,B, saranno circoscritti a un’ 
altra conica K?, 

Allora se si considerano i due pentalateri completi costituiti dai 
trilateri A,A,A,, B,B,B, e dalle tangenti condotte a K? dai due 
punti A e B rispettivamente, essi sono polari per una quartica di 
Clebsch**) C,‘, quindi sono inscritti in una quartica di Liiroth C,", 


*) Ho stabilito questo teorema in un mio lavoro dal titolo: Sopra la teoria 
delle figure polari delle curve ‘piane del 4° ordine, pubblicato nel vol. 2° della 
3" serie degli Annali di Matematica. 

**) Infatti fra le quarte potenze di 10 forme lineari che uguagliate a/zero 
rappresentino dieci tangenti di una conica passa una relazione lineare omogenea 
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covariante S di C,‘; di pid i due punti A e B hanno per trilateri 
polohessiani rispetto a C,* appunto i trilateri A,A,A, e B,B,B,. 

Cid significa per un teorema precedente che la quartica C,‘ passa 
anche pei due punti C e D; poi siccome il trilatero polohessiano di 
C (o D) rispetto a C,3 deve trovarsi con A,A,A, sopra una conica 
passante per Be D (o Be C) e con B,B,B, sopra una conica 
passante per A e D (o Ae C), segue che tale trilatero @ appunto 
C,C,C, (o D,D,D,), perch? esso per una ragione gid detta soddisfa 
appunto a questa condizione. 

Dopo cid é chiaro che la quartica considerata C'‘ & covariante S 
di una determinata quartica C,* avente quattro contatti quadripunti 
con C;* sulla retta ABCD, e che rispetto a C,* ogni punto di C‘ ha 
per trilatero polohessiano il triangolo relativo. 

Quest’ ultima proprieta @ evidente pei quattro punti A, B, C, D 
e risulta subito per un quinto punto qualunque EF di C* osservando 
che se F' e G sono i due punti ove la retta AF taglia ulteriormente 
C‘, tanto il triangolo relativo ad E quanto il suo trilatero polohessiano 
debbono trovarsi sulla conica determinata dai cinque punti A, A, A, /'G. 

5. Tenendo conto del penultimo teorema dimostrato al n® 3, e 
ricordando che il metodo di Hesse pud applicarsi ad una quartica in 
36 modi distinti corrispondentemente ai suoi 36 sistemi di cubiche 
seitangenti si ha senz’ altro il teorema oggetto di questa Nota. 


Pisa, li 17 gennaio 1899. 


a coefficienti costanti. Cfr. Rosanes, Ueber ein Princip der Zuordnung alge- 
braischer Formen, Crelle’s Journal Bd. 76. 














Note tiber analytische Functionen mehrerer Veriinderlichen. 
Von 


W. F. Oscoop in Cambridge (Mass.). 


Satz: Es midge F(x,y) eine Function der unabhiingigen Ver- 
dinderlichen x, y sein, die fiir jedes Werthepaar (x, y) des Bereiches (T): 
|a| << R, |y| < S eindeutig erklirt und, wie folgt, beschaffen ist: 

a) fiir jeden festen im Kreise |x| = R (resp. |y| = S) gelegenen 
Werth von x (resp. y) soll F(a, y) eine im Kreise |y| = S (resp. |x| = R) 
analytische Function von y (resp. x) sein; 

b) F(a, y) soll im Bereich (T) endlich bleiben; d. h. es soll 


\F(z,y)|<G@ 


bleiben, wobei G eine von x, y unabhiingige positive Grisse bedeutet und 
das Werthepaar (x, y) im Bereich (T) beliebig angenommen wird. Dann 
ist F(a, y) eine analytische Function der unabhdngigen Verinderlichen 
xz, y*). 

Der Beweis stiitzt sich auf einen allgemeinen Satz, den man fiir 
den vorliegenden Zweck in folgender Weise aussprechen kann: Ist 
S(a, a) fiir jeden Werth a, welcher einer (reellen oder complexen) Werthe- 
menge mit Héufungsstelle « angeiirt, eine im Innern des Kreises |x| = R 
analytische Function von x, und convergirt s(a, a) gleichmiissig gegen 
einen Grenzwerth, p(x), wenn « dem Werth & zustrebt, so ist p(x) 
eine in diesem Kreise analytische Function von x. 


*) Die Frage, ob die Bedingung b) nicht von selbst erfiillt ist, ist noch nicht 
entschieden. 
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In der That lisst sich F(a, y) zuniichst in eine Potenzreihe nach 
y entwickeln: 


(1) F(a, y)=f(%) +A@y+h@y+-:--, 


wobei /,(x) = F(x, 0) eine im Kreise |x| == R analytische Function 
von x ist und 


Ifa(z)|< GS", O<8,<S). 


Aber auch alle weiteren Coefficienten f,() sind in demselben Kreise 
analytische Functionen von #. Man nehme an, dies giilte fiir die 
ersten m Coefficienten und setze dann (0 < |y| < S) 


F (x,y) —fo(x) — fi(a)y —--- —f,,_4 (ay! 

( eo let ful) + fags (ay eee. 
Die linke Seite dieser Gleichung ist fiir jeden solchen Werth von y 
eine im Kreise |z| == R analytische Function von 2, wiihrend die 
rechte Seite, ~(a, y), gleichmiissig gegen den Werth /,,(”) convergirt, 
wenn y dem Werth Null zustrebt. Beschriinkt man niimlich y, y’ auf 
das Innere des Kreises |y| =s, (0<s <8,), so erhilt man die 
Relation : 


v(a, y’) tats w(a, y) 


= (y’— y) {feta + > fuer s(@) (yt yy doe v-}, 
l\¥(a,¥)—¥@, yl < ly — | > i /es(a)| 94 


<ly¥— 9 gen'(1— 3) 

_ Daraus ergiebt sich die gleichmiissige Convergenz und der Grenz- 

werth, f(x), erweist sich somit als eine analytische Function von z. 
Endlich convergirt die Reihe (1), deren Glieder analytische 

Functionen der unabhiingigen Veriinderlichen xz, y sind, im Bereich 

|ja| << R, |y| <s gleichmissig, denn 


\fa(a)y"l < @ (5) 


Daraus schliesst man, dass F(a, y) im Bereich (T) eine analytische 
Function der unabhiingigen Verinderlichen x, y ist. Denn zur 
Cauchy’schen Definition geniigt, ausser den Voraussetzungen des Satzes, 
die nun vorhandene Stetigkeit der Function F'(z,y) im Bereich (T), 
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wihrend andererseits die zur Weierstrass’schen Definition nothwendige 
Reihenentwicklung durch einen bekannten Weierstrass’schen Satz direct 
constatirt wird. 

Der Verallgemeinerung des Satzes nebst Beweise auf den Fall, 


dass die Function F(x,,...,%) von k > 2 Argumenten abhingt, 
stehen keine Schwierigkeiten im Wege. 


Cambridge (Mass., U.S. A.), November 1898. 


— ewer 











The Elastic Curve, under uniform normal pressure. 
By 
A. G. Greennitt of Woolwich (England). 


The mathematical discussion of this problem, due originally to 
Maurice Lévy (Comptes Rendus, XCVII), is given by Halphen in his 
Fonctions elliptiques ('. E.) t. Il, Chap. V, as affording an interesting 
application of Elliptic Functions to a mechanical problem. 

The subject is of practical importance to the engineer, in the 
consideration of the stability of boiler tubes and flues, with the high 
pressure and temperature now employed, and also in its bearing on 
the buckling tendency of the steel plates of a ship, when required to 
be very thin, as in a torpedo boat. 

In the present article the mathematical treatment of Halphen is 
resumed, as an exercise on the theory of the Elliptic Integral of the 
Third Kind; and some cases are worked out in which this integral 
is of the simplest pseudo-elliptic character, so that the form of this 
Elastic Curve can be calculated numerically by means of existing 
mathematical tables, including those given by Legendre of the Elliptic 
Integrals. 

The reader is referred to articles in the Proceedings of the London 
Mathematical Society vol. XXV and XXVII (designated in the sequel 
by the abbreviations L. M. S. XXV, XXVII) for the development of the 
_ analysis of the results quoted in this article, which is intended to 
provide an additional mechanical application, in which the results 
are reduced to a shape in which numbers can be substituted imme- 
diately, as illustrated by the diagrams. 

1. We start with Halphen’s notation and formulas for Lévy’s 
Elastic Curve (F. E. If, Chap. V) 


(1) = = 4Ar* + 2B, 


connecting @ the radius of curvature, and r the central distance; and 
denoting the length of the perpendicular from the origin on the 
tangent by p, 
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(2) + GP = 4 Ar? + 2B, 
so that, integrating, 
(3) p= Ar'+ Brite, 
Then 
1 (dr? 
(4) rG)or—2 


—(Ari+ Br+Cy=R, 
suppose; so that 
“dr? 


(5) —_ VR ’ 
an elliptic integral, of the first kind. 
Again 
(6) SF ee Fe ST, 
so that 
(7) O=>  iooo Car, 


introducing Elliptic Integrals of the Third Kind. 

2. But now, in the inversion of these elliptic integrals, we shall 
follow a different procedure from Halphen, and employ as our Standard 
Elliptic Integral of the Third Kind the form (circular) 


1 P(s— 6) — V— z= ds 

(1) fos f “$—6 Vs’ 
where s is a new variable (which must, not be confounded with the s 
employed above to denote the arc of the curve, distinguished in the 
sequel by an accent). 

Also 
(2) S = 4s(s + «2 —{(1+ y)s + zy}?, 

= 4(s — s,) (s — s,) (8 — 83), 

where « and y are the quantities defined by Halphen (F. E. 1, p. 103); 
= is the value of S when s is replaced by 6; and P is a certain 
constant at our disposal, so chosen as to cancel the secular term de- 
pending on the elliptic integral of the first kind, when (1) is made 
pseudo - elliptic by selecting as a parameter a fraction fa of the ima- 
giuary period a’. 

The elliptic argument u is given by 


(3) eae Sie Vs’ 


so that s is a one-valued elliptic function of w. 





ti 


(4 
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This may be distinguished as s(w), and then 6 = s(v), v deno- 
ting the parameter of J the elliptic integral of the third kind in (1); 
and now, in Weierstrass’ notation, 

(4) V—Z—-+ igv, when v—fa. 

Replacing I and P in (1) by I(v) and Pir), 


= ¥ 7 a. 
(5) iI(v) = log V Sets di P( +e] 


2410) — CM—) piPio)+2te)u 
(6) - Sutyo 


: D 
a Siu— v) 21 ow 


S (w+ v) ‘ 
(Halphen, F. E. I, p. 224), on taking 
= » n 
(7) > tP(ve) == » — be. . 
3. Changing Halphen’s w into w —v, and his v into 2v (F. E. 
Il, p. 197), 


(1) = = [g(u+v) — g2v]|[p(u— v) — p2v], 
(2) P — 9(u-+0) + 9(u—v) — 2920, 
(3) = = a g{u-—v) — + g(u + v) 


1 vu y'v 
2 (pu— gv)? ? 


(4) @ i 1 eu) —p'(u+) | 


or) y2v g(u—v)——eiut+v) 

This shows that r = oc for u=v, and r = 0 for w= 3v, thus 

suggesting the new substitution 
ro Gu— esv . 

6) a “Gu po 

In the notation of L. M.S. XXV, we write 
(6)gu—gv =M(s+2x), ig'v =—=M x; 
(7) pu — g2v = M's, ig 2v = M xy; 
(8) pu —p3u—Ms+e—y), ip'8v—M(—x+y—y’); 


we 2 — — 2 —y)? 
(9) gu — p4v—M(s+2° ~¥tY), 19 4y = M3727 iyi’ y : 





Now to reduce the integrals in (7) § 1 to the standard form (1) 
§ 2, substitute 


30* 
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2 wane 
(10) Go". 
and 
15 
(11) . 


ila isa)? 
and writing ¢ for s-+- a, and 7 for the corresponding value of S, 


= T= Ai(¢ — 2) — {(1+y)t—2)?, 
this makes 








Se 
p r®—R  t—y 4 
) atin: sain ei a 
an (28% —U+9)t+e)? 
4t 
1- 
As 
1 1 r? 
(19) t” y (i— 5) 
therefore 
p Tr 4 > r 2 Cc 
(16) > = Aa’ (*)' + Ba(*) 4% 
1+y r2 2 
mates ay) " =) +> (1 
so that 
; 2a — e C = 2 
(17) Ad= =, Ba=—- faye, £ _ so9te, 
and 
0 a te ow MES a—yt¥ 
(18) _ zy? a‘ & a + ‘), 
R a? 2 — Qty ay? rt 
me~B0-ais- =F" 5 


(@—y—y)(3a—y—y*) * _ (w@—y+y"}* 
4 @—9—s92— 9-99 ¢ — Cnet?) 


ax* a? 


_ (1) on 5 Be “ — ==) a (5 re e—str}’). 
Thus p=0, when 


22—y—yttyV{ii+y)?—82} 
22 


_ 


(20) 
and then R =”. 
At a point of inflexion, 9 =o, and 


9. % 





i Ba 22—y—y® 
(1) e——iae—- a2 
(22) t=—=s+2=— : 
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Now, from (10), 


9s dr* _ yds — 
(23) “a “(G+ap +a)? 


so that dr? and ds are of the same sign if y is positive; 





24 

(24) VE ome 7 
~ 3’ i. . 

iii oe 2@—(i+yi+a yds 

(26) ’ if t(¢— y) VS 








- {( _ 1 @& ~— 1 —#+y—y") ds 
oa y 2 s+a 2 s+a-—y / Vg’ 
and now @ has been resolved into three elliptic integrals, one of the 


first kind proportional to the arc s’, and two of the third kind, with 
parameters v and 3v. 


4. Written in the standard form (1) § 2, 








P — 
() Te) = 4 f Boepame ae, 
(2) I(2v) = 4 J =ee— ee 

P Sevan *) d 
(3) Ia) =4 f sores x+y —y*) is" 


so that, in (26) § 3, 


(4) 0 = T(r) + 1(3e) + [y— | PO) — } PB) ]u 
= I(v) + 1(3v) — uP(2v), 
in consequence of the formula 
(5) P(v) — 2P(2v) + P(3v) 
= 21(fv — 262v + £3v) 


2ig2v _ xy = 2y 


g20—9v & 





The formula for the addition of the parameters of two elliptic 
integrals of the third kind may now be employed for the simplifica- 
tion of I(v) + I(3v) in the expression for @ in (4). 

5. In the first place it is easily verified by a differentiation that 
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(1) 1(8v) — 81(v) = sin-2 —__ V8 
2(s+ 2)? (s+a2— y)? 
= cos-1 28+ 2%? —A+y) 6+2)+2 
2(s+ a)? (s+ x y)? 


= cos—! P = A, 


in Halphen’s notation (F. E. II, p. 196); so that 


(2) a=§— A= 4I](v) — uP(2v) 
= 42) — 202 £. 
y @ 


This is otherwise evident from the intrinsic equation of the curve 
in (1) § 1, which gives 


dw 1 ‘ 
(3) dg 9 — 4A + 2B, 
(4) do = (2Ar? + B) va 
22 ds 

so that 
(5) a= 4I(v) —uP(2v), 
because 
(6) P(2v) — 2 P(v) = 2i(£2v — 2v) 

a ee 

gv —tx 


6. By another method of addition of the parameters, we find 


(1) I(v) + I(3v) = I(4v) + o, 
where | 
(2) tae Vs 


/ eee WA 2) 
2) \ista)(s+2—y)(s+2 vty)| 
Se ESE (s-+2)—2 
an eee"? 
—_ 2 
2/1 (s+ (+a—y)(s+2" vty) 
which can be verified by a differentiation. 


In fact, the general formula for the addition of parameters can 
be written 


(3) I(mv) + I(nv) = I(m+ n)v + 0 


where 





4 
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(4) ® = sin! Vs 
plains iene 
V—z,, —* +: V— =n earn 
= cos—! —____* : 
2V{s—s,,. a8 —8nral 


to be verified by differentiation. 

7. But it is difficult to combine J(4v) and ® into a single term; 
so that, for practical purposes, it is preferable to calculate I(v) and 
I(3v) separately, and then to combine them into a single term, which 
we shall denote by 6’, with 
(1) 0 = 6 — uP(2v). 


In general, with a parameter 


, aa 
(2) v= — , nodd, 
pbin- 3) f=) 
$ if 1 rem +4 ea >. oe ; 
(3) I(v) = = sin 1 4 - ; y T 
am 1 ogy-1 BP WIAE-P +. 
n oth nn >? 
: i 
(4) (30) = ~ sin ‘ +o yy 
n 2(¢¢—y 3" 
: nP (svt 4... 
= — cos~! "— 1°"! = 
° 2(t — y)t" 
so that 
1 . n(Pv re | 84 pet-84.. +P, : 
(3) o = = sin—! — ee 


ote. A yet ; 
1 = 2¢" +9,t"~ te ‘+Q, | 


cod y 78 





2 — yeh" 
With a parameter 
(6) v=, nodd, 
>(p) et OF. 
(7) I(v) = ~ sin~! ee —y(t—t,.t—1,) 
t 
4@-Y4 
= > cos~! ae V(t — ts), 


with a corresponding expression for J(3v), so that 6’ assumes the same 
form as in (5). 
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With a parameter 
(8) v=, n odd, 


n—1 
(9) I(v) = +. cos + = V(t —t,.t —t) 





i 2 saiie TEe 
og; or Et fe—-8. 


= " 


with a corresponding expression for [(3v); but 6° again assumes the 
same form as in (5). 


8. Writing @ for (again a different use of the letter @ to that 
a 


employed in (1) § 1, which must now be distinguished in the sequel 
by an accent when used to denote the radius of curvature), and repla- 


cing ¢ by = then (5) §7 will assume the form 





o*- 2 H H 
(1) Go4 gee 2 i it an VP 
n Qo $n 
(2) = cos e+ Lie +: +L, 
=; ae 7. . 
Qe 
where 
am = of —_ 
(3) P= — (o?— 29-9 4 FUE aL o. 
From (7) § 1, 
1 
g~ —2-F 2.4 8—2tF 
(4) wi parce tminissiine 
e eVP 


so that, from (1) § 7, 


P (2) A are 
(5) —O+ Say | Va 


=—o+4 ron fie 





~ 2 “ae ” 
in which 
(6) 2% P(Qvy— “2=9—¥ — ¥ Play). 


The comparison of the differentiations of 6’ in (1) and (2) will 
lead to sufficient equations, and even superfluous equations to serve 
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as verifications, for the determination of the coefficients H and L, 
when n, x, y, and P(2v) are assigned. 

Omitting the algebraical details, it will be found in this way that 
the leading coefficients are given by 





(7) A, = *2—9—# _yY Pen), 


x 
(8) L= —n% P(2v), 
22—y—y - ell — 
(9) H,=[*#=#—* _ n 4 Pen) |[2*#—9-# _ in ® Peer] 
a £=93F 

xv ? 

(10) Lp =— tn” Pv) [2#-9-¥ _ an 4% Pan] 

2 2° 2 Py x 
— 5 [, H,, 


ma ka— s—st# . 


9. It will also be found that, if P is split up into the two 
factors P, and P,, where 


— — ‘ii 2 
Q) Re Fy Wo ope et _ suey 
r\ (7 r? z—y—yr xw«—y+y 
-(-5G+§- "5-0, 
9 _ 22—-y—-y gy r , c—-yty* 
(2) i eel ee —_ - ~gttcst x 
r\ (rs r? x—y—y r x—~yty® 
ot+ 0G -5 - "4" 


we can generally, when m is odd, replace the expressions for @’ in 


(1) and (2), § 8 by (writing r for *) 








2 site n—s n—4 eee 
(3) = rs sin— r + yr + + VP, 
qr 
: oie alts ign 
(4) = =. cos—! r —hyr +e VP, 
qr 


leading to the differential relation 


y 24 2-yty 
(65) aw OG PR + 
dr "VP : 
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and now we find 
(6) h,=0, H,=—2h,, H,=—h,?+ 2h,,... 
and the number of coefficients h required is now only half that required 
in the previous method. 
10. The curve becomes an algebraical curve by making 


(1) P(2v) =0, 

and now 

‘ 22—y—y? 2a—y—yV me 2 

(2) H,==—2-", L,=0, H, =(=—**) — *—stF, 
L, = 0; 


and further 
2a2—y—y*\3 9 2a#—y—y «-— e n-—6 y! 
(3) H,=(? —s—¥") = est , onst? _' =< £, 
1 4 
L,=—in¥,. 


But, in the general case, a secular term uP(2v) is associated 
with 6, and this is expressed in terms of Legendre’s F'p by 


P(2v) 
4 Pd 
( ) V (8 — 83) ¥ 
where 
/ atin? on _. 81 — % 9 &—8 rg 8 — Se, 
ll —— ay? " = 8? ae 8" 
or y 
(6)  .» 
° ae 

V (8: — 82-8; — 8) . 
where 

1 . 
82 — = (8:1- 83) 

% wicca ,-t-’, of eae t Pe oat a | 
( : V (8; — 8». 83 — 8)’ =e 2 Vip—a.a-a 


according as the discriminant of S in (2) § 2 is positive or negative. 
11, As a first application of the preceding analysis, take the 
parameter 


(1) vo= 3 0’, 


and the associated integral (L. M.S. XXV, p. 210) 


@o 


1 
(2) or ta ds 
2 sVs 


1 Sm 1 VS 


1 
= -— sin == — cos! —~ 
° 2st . ast ‘ 
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where 
(3) S = 455 — (s + m)?. 
We now substitute 
r 1 
(4) @- 3s? 
1 
—S 
R 4 
(6) aor 
so that 
(6) 2 re. sts 
and 
(7) Aa = =m, Ba=~—, C=0, 
Now 
(8) sia 5 ve *) ye 
v0 
and 


9 1 ymrts ag 
( ) 6 = 2? — VR = = Yr 


=I+ zu 

= + sin [4 = (m 5 +1)|+2< 
or 
(10) © (m * +1) =2 sin (30 —*), 


where m is an arbitrary number. 
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The discriminant of S is — m*(1-+ 27m), which is positive in 


the region 0 >m>—=- 


To obtain a closed curve, the real period @ of the elliptic integral 
u must be made an aliquot part of 2, by an appropriate choice of m. 


12. The next case of a parameter 


a 
v= 5, 


is obtained by putting y= 0 (L. M.S. XXV, p. 211); but this makes 
r? == q?, so that the curve is circular, and the case is devoid of 


interest. 
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13. With a parameter 


(1) v=> a’, 
(2) ¥e= 0, or tc=y—y’® (L. M.S, XXV, p. 216); 
and now 
1—y _ 1—3y — 
(3) Ad = wy? em Sa, C=—0; 
2 
(4) e=a=l- st" 
(5) t=stamy i", 
2 
(6) s—y=y¥ aa 
(7) p=r (Ar + B) 
4 1 2 2 
(8) Pa5 5 [d-—n S-1434] 
2(s-+2)—1i+y 
(9) t+ Se se 
10 —1 fAP+B ay 
- wn VR ” 


aa * oy(¢-+2) —a ds 

‘jas & 
=(y _ + Pv)u + I(v), 

where 

(11) P(e) =F, 


22 
= (sty—y)—y(i—y) 
a ron; fe 


V3 #— 2 (1—y) (1—5y)s-+ > yX(t—y)*f 
et+y—yt 


2 -» 
= — sin—! 





s— 5 (1— y) (1— 2y) 


cos! V(s—y) 
s+y—yt 





oc] 


so that 
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1 
(13) 0+ (> —y)u 
1. _, Vilat—r*) {4y%at — (1—y) (1— 5y)a?e® + (1 — yr} ] 
= — sin 
3 2ya 
1 1 (t—y)r— (1—3y)ar 
= 3 cos 2ya 
5 ant 2. + 
=> cr = ; A. 


By putting y = Le we obtain the algebraical curve 





3 
(14) =a cos30, with 2 =(“Y. 
a a 
As y diminishes from = points of inflexion come into existence, 

where 

2 1—3 
(15) _ —_ 2— zi 
also p= 0, when 

* 1—8 
(16) ioe = 


The discriminant of S is negative in this region of 








(17) l>y>5, 
and 
Fq@ 1 s—y 1 2 
(18) tas yt’ cot? 77=- - = Vy a@—r? 
(19) ian, (1- yt) (14 sy?) ee (ityt)(- 1 +3y) : 
1oyl 16 y? 

and the apsidal angle 

1 

= = 
' <z 38 
(20) O= > — 3 K. 

y 
In Fig. 1 the apsidal angle 0 = — + a, corresponding, by 


trial, to y = 0. 156, nearly. 
We can write (13) in the form 








. »_ 2 . _ Vi(a—r){2ya? — (1—y) ar — (1— y)r*}] 
= Sead —_—— 
(21) 0 3 sin 2Viya’) 
mm cog Mari {2ya*+ (1 ~ yar —(1—y)r*}] | 
3 


2Viya') 
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In the region where the discriminant of S is positive we can 


put (L. M. 8. XXV, p. 217) 


(22) ¥— sie ae 
and now write (21) in the form 
ga) 6 = Zain VF (1— S-Di +a—9 FH] 
=F 7/[$ (1+ D+ 32 Dh-a—o 4], 
Arranged in descending order 
24) 4G =a ie eas iw pra) & = (5 =e 


with c negative, c< —1. 
In the outer branch (1 >— — > =<) 




















(25) 6=0 — ob VE 20 c') Fo, 

with 

° ‘ e @—r 1 — 2e 
26) in? 9 — Tae Seagal 


and the apsidal angle 








‘ s .. 3.2-e9¢ 
(27) <) 6 3 Vi-— 20 + ct) 
Inflexions come into existence when —1>c > — V2 — 1, 
and then 
Ss i—e+ ec. 
(28) @  2(1—c}*’ 





WwW 


fe 


Yr 
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while p = 0, when 
(29) Sn ee. 


a §6=—(i—e)* 


In the inner branch (+. > = > 0). 


- ft to2e8 
30) ome +2 1—et+e wy 
(0) ome ps tnete 
with 

‘ “7 s ‘ 2 
(31) sin? p = (c? — 2c) —* a 


—r’ 
and an apsidal angle 
‘ wt} 2 Jess. 
(32) sina 6 7 3 V(— 23+ c') 


In Fig. 2 the apsidal angles are 
made — 60° and 120°, by taking 
c= — 1.5, about. 


We can also make use of a quadric substitution 





Fig. 2. 


- s* — : (1—y)(L—5y)s+ + y*?(1—y)* 
(33) £= —— <3 


=s—7,0—6y+¥)+ 3 
een 4 y ¥y s—y? 





for the reduction of the secular term u; this will lead to the same 
modulus as before for a negative discriminant of S, changing to its 
reciprocal for a positive discriminant. 


In the separating case, when y = + 


2 “2 \ 
(34) 2— 745-3), 
: R r 72 2. 
-) wa a(lI—S)(-—44); 


— ais oe 
and the curve has an asymptotic circle, of radius =a; the outer and 
inner branches being given by 


(36) @ = sin-! Va— ©) “ + V3 sh~ V5 


win a - Y =. 
cos—! — 3 V3 ch ~ 
and 


(37) @ = sin“ = + 


le 


2 ” 3r 
3 V3 sb~" Yoo 
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14. With a parameter 





(1) v= ia, 
(2) ¥; =0, when a=y (L.M.S. XXV, p. 213); 
1 i—<z C 1 
(3) Ad =~, Bem — -—, ao) 
and 
(4) 6° = = sin— we 
Q 
= 1 gos Ct Lae! +t Ts 
Qet 
where 
(5) P=— {e — (l—2) e+ 2}? + 427%9; 
also 
(6) P(2v) = 288, P(4v) —=— ats, 
so that 
“ 3+ 
(7) os ee 
de . eVP 
and we find, as in equations (7)...(11), § 8, 
(8) H, = 2z, H, = 2, H, = a x", 


L,=—1+32, L,=—2+32*, L,=—227?+325, Ly=—2?— 


L,=2x; also Q—2z. 
Written in the form of (3), (4) § 9, 


rs 
P aw 
(9) (mS cet 2S yp, 
2Va (=) 
rs r 
9 —=+*#——«& 
(10) == cos! * - y VP» 
Y= (5) 
and 
(11) ee ees ~* 


=(1—2)(5 + Ete: —z), 
(12) al IG— ste! +9) 


9 »3 
223, 
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The algebraical case is obtained by putting 


(13) t=, 


and * now oscillates between 1 and <V 10 — 1), the real root of 
3 2 1 1 
wy S+8+it-ta0, 
Now in this algebraical curve, 
Rak = 


ey ¢ 1 
(0) Gt raat 


so that p never vanishes; and at the 
inflexions 


(16) ~—173, 2ot. 


The curve is shown in the an- 
nexed figure 3. 


15. With a parameter Fig. 3. 
(1) 0 = + a’, 
(2) y;=0, when x—2(1—z)?, y=e2(1—z) (L. M.S. XXV, p. 222), 
‘ 1 1—32+2 C Zz 
Mog eo~ae 2°" 


Writing r for =, the differential relations 


r .. (=e a. 2 























de —z — 
(5) ~=- at 
{ 1— 82+ 32 —_ 2 
(6) ae’ is) "is 
dr —, rVP ’ 
are satisfied by 
1 
,_ 3— 92-4 52 (de 
© ie Vp 
@ 
— 9 — 3— 92+ 52 *ds 
a Vs’ 
where 
(8) Ge 2 sin- PEAT thy p 
qr 
(9) ee 
qr 
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(10) Pae—rip tte, 24 Qer + © 





= (lar) (84 7 + wae y 8) 
and now we find 


(11) h,=0, ha = —1-+ 22, h, = 2, h, = 2, a 


—— a 
a7 
Putting 


(12) P(2v)=0, z= 9+V21 





we obtain two algebraical cases re- 
presented in figure 4. 


16. With a parameter 


(1) Siac 2 a’, 
(2) Yo = 0 




















Fig. 4. when 
z=c?(l—c)(l—c+c’?), y=ct(l—c) (L.M.S8. XXV, p. 232), 
@) — a .- —we % 
(4) P(2v) = se £4763 Pie) w —Ee—we tee, 
and, writing r for =, 
(6) 9° = 2 sin cthrthet thy p,, 
(6) = 2 ess~? ean seal —hyp,, 
OD hoe + SR + 8 lage + aa 
=(1=r) [Ppt Sart SI, 
8) hy 0, hy — On ee 
ym elsteht, ja ctcelate, 4, ete 
hy a S08, 





1—ce+¢ 
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In the algebraical case 
(9) P2v) = 0, 1— 3c? + 7° =0, c= — 4-4, f= 5 (Y5+1) 
hati f nr 


and the curve is shown in fig. 5. 


Fig. 5. 
17. With a parameter 
R + 
(1) o= B @, 


we must employ the Transformation of the Tenth Order, and put 
(L. M. 8. XXV, p. 235) 




















wn  _. (+1) (¢—1) — — +) —1) 
(2) ae c(e? —4¢--1)*’ y c(c*—4¢ — 1)’ 
= e(e—1) eter, Cc e+1 
(3) Ad=.-.- se i = =~=-— > 
3e—1 ¢ ” Aad 
(4) Pv) =» Pe) = saa ae=t)” 
3 2 
P(4v) = — "tre bett 
and now we find 
oat ott 
(5) @ = = sin-? ——°_S0—) yp,, 
qr 
+1, 
: ae 
6 mf eort “Fs t20=5 yp, 
qt 
where 
- e+1 1 \ ec+e—1 
(7) i= (1—r) (r+ DIe-)- |) 
; e+ 1 y | e+oe— 
(8) P, = (14r)(r— St) (r+ 5) ele—1)® ea) 
2 (e+1)8 
(9) q nies -—-—_? 


31* 
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In the algebraical case 
(10) P(2v) = 0, &®—e& + Te—3—0, cmt (V10—1)? = 0.3526, 


so that g* is positive, and _ oscillates between 1 and cris 3.836, 





giving a curve of the same character as fig. 3. 
18. To construct the curve for a parameter 








(1) laa >. 

in the form 

(2) 0 = * sin—! cthrs — VP, 
qr 

(3) = got en 
qr 


we must take (L. M. 8. X¥XV, p 242) 











(4) e—=—telte(i42e4/0), yo — et etre tle, 
where 
(5) C=1+ 4c+ 8c? + 4c, 
9,\ _. 6+ 27¢+ 4c? + 18c3 + (8-+130)VC 
(6) P(20) = 22 (1-Fe) , 
__ 12-4 43¢-+4 44c? + 14c8 — (64+9¢)VC 
(7) P(4v) = a(1e) . 


With y,, = 0, (L. M.S. XXV, § 50) 


20° 
(8) pieik i 


(9) Bm ry {It 2c—2et + 28+ Geter 042c7 +o8 
+(1—2c—e+c—ct—¢)/C}, 
(10) Y= aq pop (1+3e+0+4042ct40+4 (1—c—e) VC}, 





(11) C= 1+ 4c+ 6c? + 28+ c14 2+ 

(12) 13 P(2v) 

__ +12 ¢—9e*— 33 c+ det Bed— 18¢°—11¢7+ (44 0— 152+ 7e'+ 116) VC 
2(i-c)® _— © 

(13) 13 P(4v) 


__ — 14— 54e— 83c*— 79e8 — 70c!— 62c>— 36e° — 9c? (8—26c — 69c*—25c"9c'V'C 





2(i+e? ’ 
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(14) 6 = > sin! ott tet yp, 
qr? 
(15) _— os cos! tte oon ie — Sy V P,. 
qr? 
With y,, = 0, (L. M.S. XXV, § 56) 
. 20’ 
(16) v= 5? 
(17) «= Se La { (c? + 2c8 — 2c? — 8e5 —3c5+-6e'+- 6c5+- 2c?+0—1) 
(?+3c-+3) 
+ (°9+4c§+4c'—6c8— 150§—8e!+- 463+ 6? 
+4c+1)YC}, 
1 
(18) y=— ste {ct-+0—2c? —e+1) (c?+3e+43) 
+ (ct 2e?+0—3e—1)/C}, 
(19) C = (ce?—ce—1) (ce? +3c+3), 
(20) 15 P(2v) 
__ (13 e849 c®— 30 c*— 35 8+ 12+ 9¢-+ 6) (c?4- 304-3) -+(13¢'+- 35c'-+ 1408— 51 c?#— 48c—9)cVC 
“ 8 3e+3) ? 
(21) 15 P(4v) 
__ (L1e%4-33e%-+-30 ct—25 c°—66 c? —-57c—18) nl a a ne ne oa 
“i 2(c?-+38e+83) 
, fe 2 gigs Mt har + yr th 
(22) Q = = sin-! “Ts 3 YP,, 
qr? 
) _, 78 + her! — Agr +-.--—h 
(23) = 7, cos? a "/P,. 


This is as far as we can go at present with these Elliptic Functions 
of the First Stage, and their Division-Values (Theilwerthe); the next 
cases of y,, = 0, and y,, = 0 have proved intractable by this method. 

19. With a parameter 





(1) v= z a’, 
(2) ot sin tH yp, 
Qo? 
(3) oe cos— 1 o° + Lye? + Lye +1, 
. Qe! 


and, turning to the Transformation of the Twelfth Order (L. M.S. 
XXV, p. 248) 

=H FeFe(I+e) = —aoet8. 
(4) saibiaiad (i—e)? - i-e¢ 
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i+¢ 
(5) Aa’ = — sata fee’ 
Af 2eF 4+ 28+ ct 
©) — 2e(i-e)(i--e+e%) ’ 
— c(1-+-e) 
© a” = 2(i-fe+e) 
and we shall find 
(8) H, = — (1+¢)?, 
2(1 2)2 
L, =— — Oe ’ 
Lex  Ukrohite+e)? 
_ i+e@ ’ 
e(1+c) 
L,=— “37 
2c(i+c), 
Q - i+e } 


\(" 2 1+c)* 
(9) P= (1 — V5 — e)[ {4 — +f \" — (1+c) S|, 
leading on differentiation to 

. eet 1+ 2c-+ 2c? +c! c*(1-+-¢)* 





de a BC+) tet 1+ 
(10) -s 3 oVP ’ 
2 14+2ce+4+4c?-+ 2c>+ ¢! e?(1+e)? 
(11) a | ite 8 ise 
de 2 oVP ’ 
so that 
1 
2 (itc+c)?? (*de, 
(12) o— Gas 8 14+¢ — VP’ 
@ 


and the secular term cannot be cancelled, so as to obtain an alge- 
braical curve. 
Equations (2) and (3) can also be written in the form 


(F414 9 0-DG-M5 040 TF 
eV t5Q) 
’ G--9/[0+9€ +'c) lattes ; Beil 


(14) = : cos— pin 


eV £52) 





(13) 0 = < sin~! 


? 











they 7 OO da “~~ 


i> 
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20. With the parameter 


(1) v= 2, 


where » is an integer, we must proceed to transformations of the 
order 8; and it is convenient to employ the Elliptic Functions of the 
Second Stage, explained in the Transformation and Division of Elliptic 
Functions Proc. L, M. 8. XXVII, p. 449, where we put 

3 18 
@) , on — Sip o~ See 


so that S has the factor 








22 

(3) $ — & = Gap 
r? 1— m3 © 
oma aot m ) 
“e—m r ’ 


on putting, as in (10) §3, 











(4) stan, 
r2 | (1—2m) a — m(i—m)* 

5 oma at ms 

(5) $= CaF 7 


——1 
a® 
The other factors of S being denoted by s — se and s — sg, 

(L. M.S. XXVII, p. 452) we find, after reduction, 

(6) 4(s—sa)(s—sg) = 4s? + = $8 — Sue — 1 ap, += ’t: — Sao? 


(a—m) (am) 











m‘ i+ ae m? s+ {2 (12m) «—m-+m*t" 











(a—m)$ (i—s _ 
It is convenient in the sequel to put 
(7) Seton ane 
(8) (2m —1)? = = tii 
and to change the scale of the figure by putting 
2 b? _— 
(9) # =o, where [= —*; 
1—m 
10 ma Mm 
= — 


1—m 
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(11) Aas = — ee — ae ae 

(a) Bam — wtitneaptteate Wt 
(13) 2 = (1 —m) 2A ome 1m 
(14) 2 — Tey a[nt 2(6— 2y+1)=™ a 


— 26-0) 
a e * + 2(B—2y — 1) — 26+ 1{ 
or 
om » eral 
4pVy 


When m — m? in negative, we put 




















(16) r=, where 5a 2}, 
and now y is negative, and 
17 Pe +2(B—2y—1)9e— 2841. 
se ° 4pV(— y) 
Also 
} 24.9(2B—2y—1 2B—1i)? 
(18) 4(s—sz) (s—ss) = Gap ° + "7 Y “¥ B 4 
i_—m ° 
* m(1—2m)e 1 
(19) s+2=m— faite a 
i=” = 
1 
+S 
R m 4 
(20) Fe fee 
_ P,P, “ 
ery" —e) 
where 


(21) P, =("47 e) ( 
=— + 2(27+1e—1 

(22) P, = 9? + 2(28 —2y—1)e@ + (26—1), 

(23) P =P,P, 
= — {e? + 2(8B—2y—1)e — 28 + 1}? + 166" 79; 





and 





(2 
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m 














i—m 
— 1 (e&+2(b—2y—l)e—26+1 
(24) = :f oVP de, 
@ 
a — O+ 5 Pun —ge— 4 
(25) c-=-— oVP Q, 
= 
‘oY pis m_ (de, 
(26) ¢—O— 2 P(te) 7-5 | 7 
@ 


21. As the effective parameter in the expression of the curve is 
4v, and now 


(1) 4v = n? 


we find that 6’ can be reduced to either of the equivalent forms 








e-l i 7 e* 1... 4+ 
3. 
Qe? 
a oO ae Tere A 
(3) = + cos en + Lie it + “YP, 
Qe” 


This implies the identical relation 
(4) Qo" = ("1+ Ho"? +--+ An-1)? { — 9? +2 (27+ 1) e—1)} 
+ (or + L, "2 +++ Ln)’ {@?+ 2(28 —27—1)@ 


| . +(26—1)'} 
leading to the relations 
(5) H, — L, = 28, 

HR, ed (2B a 1y cs ’ 


useful for the determination or verification of the coefficients H and L. 

The comparison of the differentiations of (2) and (3) will serve 
better for the determination of these coefficients; and in this manner 
we find 





(6) H, = 2y+1—n¥% P(2v);*., 
ime 6 y m 
L, =—26+2y+1—n 2 Pv) 
H, = 
lL, = 


Lun C~ha. 
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The curve is algebraical when P(2v) = 0, and then 
(7) A, =2y+1, L,=—26+27+1, 
(8) H,= >@y+l—t, L,=2f—6p7+3y? —46 + 6y 41; 


the roots of P,—0O are now imaginary, and @ oscillates between 
m 


and —", or [V(y+1) + Vr. 


22. In the simplest of these cases, when 














n=1, 4v=—@, v= 70, 
we shall find that 6 = 1, in consequence of the relation 
(1) sy — s(4v) = 0, 
in (329) L. M. 8. XXVII, p. 450; and now 
, . V{— e+ 2(1+2y)e— 
(2) ae sin? io et 7 ves 4) | 
(3) -_ «a Pe pens ivet 
(4) = ; sin—! rr = ; cos—! mn fret! 
Also 
P(4v) = 0, 
and 
eae Ee 
(5) de 2 eVP 
SS em eee 
(6) x -_—. = 
= 
, de 
—ea te § SS. 
(7) e — 8 a 
@ 


Making use of the quadric substitution 
(3) Gan 2) on ESS Tee 1 


=P, e+ 2(1—2y)e+1 ’ 
then @ = + 1 give the turring points of ¢, where ¢ assumes the values 


y i+y 
(9) i-y and om — ° 


We must distinguish between the two cases of y< 1, and y > 1. 


1. O< y <1; the roots of P, = 0 are imaginary and g oscillates 
between 


(10) %, % =(WA+r”y+Vr), 
the roots of P, = 0; also 
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ta fo—1¥ 
(1) pang , (1—y) Pe’ 
1 1) 
(12) t+ ty = : 
& wo 
45 de _}/_¥ dt 
(13) ee [yeh z. 
VP iy i+y 
; V (t-e4 Ee. oh _t) 
an elliptic integral of the first kind, with modulus x = y; and putting 
1 —1 
(14) aad +3 —E*)e—, 
(15) —*f35 =F 9 
so that 
(16) §6=—0 —xFQq, 
6, 6’, and @ starting from zero, where 
(17) @ = % = [Vil+ 2) + V2. 


When 9p=1, p= mn, Fo = K, and the are of a loop is 
bisected ; and 


(18) 6’ = sin~!//x — cos-!//(1—x). 
When 


e=e=(V(1+%) —Vx]', p=x, Fo= 2K, 1 =0; 
and the apsidal angle 
(19) 0 = — 2x«K. 
At the inflexions, a=2x, which 
makes 
(20) P, = 4x? + 4x —1=— (2x-+1)*—2 
which is positive if 


x > + (V2—1)> sin 10°57’; 


and p=0, when 9?—- 4x9 —1=—0, 
which makes P,=2(9—1), which is 
positive, so that the curve is looped. 

Fig. 6 has been drawn for a 
small modular angle, about 4°45, 
so as to show the running pattern, in the penultimate form of the 
case discussed by Halphen (Ff. E. II, p. 219). 


Il 1<y< oo, the roots of P,=—0 are real, and denoting 
them by @, and @,, 


Fig. 6. 
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(21) O15 O = (Vr EV (v—1)) 
and 
td . 
" 6 do 1/ y dt 
(22) vr | ey) GE) f = Eo, 
VP _ detine eT: es 
J a )/ (s0-t + at 


with a modulus x = > and 


— (i+) Ps, - e—1\). 
cos? @ = alot iy? A?g = (1+ «(25 





~~. 
(23) sin? g = x-fi? 


Thus at the bisection of the are of a loop, 


(24) Ag =Y(1—x), and o= Via+»+Va—w, 
Vit —Va—x) 


At the inflexions, 9 = =, which makes P, = 2 — (= _ 1), 


so that x > 2(//2 — 1) > sin 56°. 
The outer branch (9, > @> @,) has the apsidal angle 


(25) O— [«—K, 


and is of the same character as the curves in Case for a negative 
discriminant; and the curve is now 
completed by the inner branch 


(2 >e@> 0), 
with the apsidal angle 


(26) O= i a+K, 


forming a running pattern, without 
points where p =), and without in- 
flexions. 

An example is given in fig. 7 for 
apsidal angles of — 45° and 225°, 
when the modular angle is about 
66°21’; this may be compared with 
figures given by Halphen. 

In the separating case between I and II, « = 1 and an asymptotic 
circle, @ = 1, makes its appearance; we find 


Fig. 7. 





’ 1 Vi—e?+60 —1) V(i—@+6e—1) 
a =) _ ohms 76 _ atte 
(27) ) sin Ve sh V2e—) 
an eect 2—* — ee . 2 


2Ve V2(e—1)' 








rh 
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in the outer branch; and 





. _, Vi—1+60—¢?) _1 Vi—1+60—¢°) 
28 6= a h-! ——_*+—*+ *— 
(28) sin Ve + sh ha—e 
nnn oe h-1 ite 
cos Ve +e Fea—e’ 


in the inner branch. 
23. Proceeding to the next case of ~=2 and a. parameter 


40 = 5 c’, and considering only the algebraical case with P(2v) 0, 
then, from (2), (3), (7) $21, the equations can be written 





(1) @=-<sin-? (o-+2y-+1) V{— +2 (27+1)e—1} 
2 ’ 








Ye 

@) = Seog 10—26-F 29 FUT (ot 9(26—2y— Ne-ep— 0") ' 
and we shall find from the differentiations that 
@) pa— Bt, »- Ht, @oeysiys+iy, 
so that we must put @ = — s and now 

vr V3+1 5 

- (F- a )+ + 55 (V3 +1) 
(4) § =< 
V/s (V3+ 1) 


so that p never vanishes; but there are points of inflexion where 


eo Le V3+1 





b2 = 2V3 ’ 
— Vs yy341); 
as shown in fig. 8. Fig. 8 


24. It will not be difficult to work out the corresponding algebraical 
cases of the parameters 


1 1 ' 1 , 
(1) 4u=— a, ZT @: B Ores 


when the equation of the curve takes one of the forms 





(2) ot sin CE Ert Vet M yp,, 
Qe 
(3) = < cos? 2B —27— Net 1s VP; 


Qet 
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or 
(4) 0= t sin-1 o + Ore Hye + Hy yp 
(5) = + cos~! e oars Ceo Ly 0 + L, VP, : 


Writing d for 2y + 1, and ¢ for 28 —1, we shall find in this 
way that the equations (2), (3) lead to 


(6) s——2 te? 

and 

(7) 5d° + 364+ 863— 9624 1 —0, 

(8) > & + 62+ 2let+ 3484 212+ 6e4+1—0, 
a reciproced sextic, which can be written 

(9) (e+1) 4 284 6e%(e41)? =0, 

as that 

(10) (e+1) + (V4—j/2) «=0, 


(1) e=—1—F5 744+ 572-(1-fp2)V W440) 
= — 1. 758994. 


Similarly the equation for d may be written 


(12) a+ 1+ V4(d?+8) + 2/20=0, 
giving 

13 ee a Sle 
sine Ve VaV Vat) 


and fig. 9 has been drawn in accordance 
with these numerical results. 

25. Having rectified the curve, 
by means of equation (5) $1, and 
found its perimeter Z, we may suppose 
the tube, of which the curve is the 
cross section, to spring out to a 
circular form of the same perimeter L 
and radius c= L/2z suppose, on 
releasing the pressure p given by 
p=8ETIA (Halphen, F. E. II, p. 194); 
while according to the formula (F. E. II, p. 235) the external pressure P 
at which the circular form becomes unstable, and tends to buckle into 


m waves is given by P = (n?—1) A where I = 5 (thickness)*, and 
E is the modulus of elasticity of the material. 


Fig. 9. 











The Elastic Curve, under uniform normal pressure. 


The length / of half a wave is given by (5) § 1 


1 far 
(1) bom — ie’ 


so that, with 
(2) ¢e m—1 








o—— Be ena” 

(3) so vif = 2B (—7) 

—_— Vai 
where 
(4) 0 = Oy” + 2(2B—2y — 1) e + (26B—1) 
(5) P, = 48(e,+6—1), 
(6) P, P; = 16 6?(6?-+4By—4y), 
and 
q eo SOS Set! 
© ee = aT SV Gt4By—4n) 
(8) 2 ee’? ae HENCE —87 —1) | 


6? (B+ 4B y—4y) 
The arc is bisected where 


(9) e= (P,P) —Bb +1, 
(10) re = B— 1+ 4B y (B°+48y—4y). 


Now on releasing the pressure from a tube collapsed into m waves, 
the tube springs out to a circular form of radius ¢, such that the half 
wave becomes an arc of a circle subtending an angle a/n; and thus 


(11) = — l, 
P ¢ nViby) = _K 
(12) a —- 
: V@+487—4) 2 
Then 
p _ 8Ac' 
(13) P »n—1 





2 (bt K) 
7 Rate int lin 


Thus, in fig. 8, in which m = 2, we find that x= +, and 
9 3 
(14) £=% eS" 1.285, 
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so that an increase in pressure of 284 °/, will collapse the tube from 
the circular form to that shown in fig. 8. 
In fig. 9, where » = 3, we shall find that 


(15) ~ =2—Y4, 
(16) 5 = 1.319 


an increase of nearly 32 °/, over the pressure at which the tube 
begins to collapse into three waves; .to preserve the stability of this 
form the tube may be hold at the points of inflexion. 

It will be noticed that the moduli of the elliptic functions which 
occur are the same as those required in the motion of a top having 
four or three cusps: this is consequent on the relation P(2v) = 0; 
and we may utilise this analogy in proceeding to the next case of 
equations (4) (5) § 24. 

26. For the next case, in which the cross section of the collapsed 
tube is the algebraical curve, of four waves, 








(1) @ = + sin-1 kate hs oh +H, VP,, 
. Qe 
(2) = 4 cos—! ee eae +L, VP, 
with 
(3) H,=8, L.=é—«—-1, H,= ie—H, 


L, = + (@—e—1)? — > %, H, = ¢L,, 


iad 3d? —1— 6e(0d — e—1) + 28 
ia 2(3d02e+40— 2e— 2) ' 





we are led to a reciprocal equation for ¢, of the 18 degree, which, 


on putting ¢ + a = a, reduces to 


(4) (w@-+-2) (a? — 2) (B25 + 8x5 — 98.24 — 688.23 — 19002? 
— 2624.2 — 1528) = 0. 


Putting 7 = ; — 2, the sextic equation becomes 


(5) y® + 20 y° + 22y4 + 64y° — 4y? + 112y — 24 = 0, 


an equation of the same structure as (288) L. M.S. XXVII, p. 597, 
having two real roots, 0.21 and — 19.02176; of which the second 
gives a value ¢ = — 1.3810617, and thence 6 = — 1.135, which 
gives Fig. 10. 








( 








The Elastic Curve, under uniform normal pressure. 497 


27. When the cross section has five waves, the form is given by 





(1) Qa tb gin-t Ot He’ + He’ + Hee + He VP, 
5 Oe! 
(2) @ = = cos-! oti? + Lae + Ine +1, VP,, 


Qet 
with the same expressions for H,, Z,, H,, L, as above; aud an in- 


vestigation is in progress on the elimination of H,, Z,, H, for the 
formation of the equations for e and 0; the equation for « will be 


Fig. 10. Fig. 11. 


reciprocal, by analogy with the preceding cases, and will have the 
same structure as equation (314) (L.M.S. XXVII, p. 604) which is 
required for the determination of the motion of a top, complete in 
five cusps. 

It is now found, on examination of equations (326) — (329), 
L. M.8. XXVII, that we can determine the algebraical curve with n 


waves by putting ; 

K’ 
. cD on 
(3) ——— aes 

a — 
2n 
1 

(4) <— = tan + — > Vi tan > + Po) 
5) Fo, =(2n—3) = sa Fo. = (2n— oz ca? 


the modulus being determined from the condition that 


xr * Fa da i | ies x & = 
(6) Z on = ae » or Z — = ° 
cn =~ 1-+- cn — 


Mathematische Annalen. LIT, 82 
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These formulas have been tested on the preceding algebraical 
curves, with two, three, and four waves; and they enable us to draw 
fig. 11, an algebraical curve with five waves, by putting » = 5, em- 
ploying the co-modular angle 66° 9 corresponding to the root ce =7.4 
in equation (314), L. M. S. XXVII, p. 604, for cusps at intervals 
; in azimuth, in the corresponding case of algebraical motion 
of the Top. 

28. Looking back over these and similar calculations required in 
mechanical problems which introduce the Elliptic Integral of the 
Third Kind, it will be remarked that a desideratum is the formation 
of the series of functions, analogous to the sn, en and dn functions 
of Abel and Jacobi, as defined in Halphen’s F. E.1., Chap. VII, p. 222. 

By means of these functions it is possible to express 





S(u — 
(1) (u,v) = SR=9) ow, 
when 

26 , 27 
(2) ye TS y= a, 


by the n root of an integral function of gu and g’u; the logarithm 
of this function being an Elliptic Integral of the Third Kind; and 
Abel’s pseudo-elliptic integral is reduced to 

1 O(u,v) 1 S(u—v) 
(3) 2 Sea — 2 8 Sato) 
being the integral iZ(v) of equation (1) § 2, its differential coefficient 
with respect to u being 





. e2vu 





1 . P(v)(s—s6) -V—Z 
(4) 7" aoe , 
with 
(5) ‘ s—o=—gu—gv, VS= — gu, V—LZ—ig”'v. 


The requisite materials of the analysis will be found in L, M.S. 
XXV, by means of which it is possible to make 





6) Suse | =A +IBYS, 
@ See on = 4 —iBrs, 
(8) (s—o)* = A? + BS, 


where A and B are rational integral functions of s, of the order 


s (» — 1) and > (n —3) if m is odd, and of the order +» and 
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$ (m — 4) if m is even; and, from L. M.S. XXV, XXVII, the values 
of A and B can be written down for the numbers 
(9) mn=—3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 20, 22. 


When » is even, the relation can be written in the form 





S(u—v in , 
(10) iS ert = PY (s— sz) + iQY(s — 53.8 — sy). 


Also, when m is odd, it will be noticed that S, on putting 
s —o=F, can be resolved into two factors 7; and T,, cubics in ¢, 
and that we can write 


“ in , 
(11) Suey OY LY, +iM/T,, 
with 
(12) = LT, + M’T,, 


in which Z and M are integral functions of ¢, of the order + (n — 3). 


Thus for instance, for » = 11, we are able to infer from § 18 
of the present article, and from L. M. 8. XXV, p. 241, that 
ll 
= 
-e 








o(u— 2 (vet 420!) 
é 








(13) . ” 
Sug ite 
ae i ——__ {3 t VT. 
= = ( a, + a, a,t + ay) 2 
+ : i(# + a8 + a,f + a,t+a,)/VT,, 
in which 
(14) f=s—c=pu—p i, 
(15) . F=204+ (1+ y9)P + 22t+ 2, 
(16) T, = 28 — (14+ y)? + 2xt— cy, 
(17) tex — > e(l+¢)(1+2¢+/0), 
1+4c+2e+VC 
(18) gue 2(1+ c) ? 
(19) Cm1+4c+ 8c + 403, 
; 4ra@’ 6 + 27¢ + 44c% + 18c3 + (8+ 13c)VC 
(20) = ° ee ’ 


32° 
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(21) a= — Per {24-7410 + 409+ (2+ 3c) /C}, 


1 


22) a= — sae 


{14 10c-+ 40c?+ 8203 + 86c! + 40 
+6e%+ (14+2¢)2(1+ 4e+2e)/C}, 
(23) ay—= 5 {14 8e+ 28c + 52c? + Oct + We + 2c! 
+ (1+ 2c) (14+ 4¢+4 6c? + 2) /C}, 
(24) a,= urd {1+ 1le+ 54e?+ 1513 + 255e! + 254 
+ 135¢® + 32¢7 +- 28 
+ (14+ 9e+ 34e? + 673 + 69e! + 325+ 5¢%)/C}. 


‘The ,,multiplicative elliptic functions“ «, B, y, 0 introduced by 
Professor Klein into the Theory of the Top are of the same nature 
as this function ®(u,v), qualified by factors which are exponential 
functions of the time [Princeton Lectures, p. 31; Klein-Sommerfeld, 
Theorie des Kreisels, p. 420] and the time is expressible by Legendre’s 
elliptic integral #’», the only transcendental function now required to 
be tabulated. 

A sufficient number of these functions will enable us to explore 
the analytical field of a mechanical problem by a series of the para- 
meter v which are the simplest aliquot parts of a period, between 
two of which any actual numerical case may be taken to lie. 

We are thereby relieved of the necessity of tables of the 0 func- 
tions, and even these would be useless when the parameter v was a 
fraction of the imaginary period, as is generally the case, as seen 
above. 

We can however change v immediately to a fraction of the real 
period, merely by changing the sign of s and S in our expressions, 
and thereby tabulate an algebraical series of the ,,7heilwerthe of the 
© and Z functions of Jacobi. 


Artillery College, Woolwich (England), November 1898. 
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Symmetrische Functionen. 
Von 


P. GorpAN in Erlangen. 


Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Gleichung sind 
ganze Functionen ihrer Coefficienten. 

Von diesem Fundamentalsatze macht man in allen Gebieten der 
Algebra Gebrauch, besonders bei der Bildung der Resolventen und der 
Resultanten. 

Bei der Durchfiihrung der betreffenden Aufgaben sind oft ver- 
wickelte Rechnungen nothwendig; in einfacheren Fillen kann man sich 
auch der Tafeln bedienen. 

Zur Erleichterung der hiebei auftretenden Operationen haben viele 
bedeutende Mathematiker u, A. Cayley und Betti Relationen zwischen 
symmetrischen Functionen entwickelt. In der letzten Zeit hat Herr 
Mac-Mahon im Amerikanischen Journal Volume 11, 12, 14 eive Reihe 
ausgedehnter Arbeiten verdffentlicht. Besonders hat er sich mit der 
Waring’schen Formel beschiiftigt, welche die Summen der Potenzen der 
Wurzeln durch die Coefficienten ausdriickt. 

Diese Arbeiten habe ich nun in der nachstehenden Untersuchung 
fortzufiihren gestrebt, indem ich nicht nur die Potenzsummen s als 
Functionen s(a) der Coefficienten a darstellte, sondern umgekehrt die 
Coefticienten a als Functionen #(s) der Potenzsummen untersuchte. 

Will man fiir irgend welche Functionen 


& &..-% 
der Wurzeln einer oder mehrerer Gleichungen die Resolvente 
= = (w~—&;,) (wv—&,)... 
aufstellen, so kann man diesen Process in 2 Theile auflésen: 
1. Man bestimme die Potenzsumme 


g g 9 
Si = 6 + § i ee. 
2. Man rechne die Functionen #(S) aus, es sind die Coefficienten 


der gesuchten Gleichung. 
Der Prozess die S zu finden entspricht der Bildung der Logarithmen 
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gegebener Reihen und die Aufsuchung der Punstiones wv der Bildung 
ihrer Exponentialfunctionen. 
Durch dieses Verfahren habe ich zweierlei Resultate gewonnen: 
1. Ich habe die Resultanten zweier Gleichungen die Discriminante 


einer Gleichung und verschiedene Resolventen in expliciter 
Form dargestellt. 


2. Ich habe die numerischen Coefficienten, welche in diesen 
Bildungen auftreten, explicite dargestellt. 

Die erste Aufgabe ist nun schon lingst mittelst Determinanten geléstt. 

Aber diese Art Lésung ist nur von formaler Bedeutung, da die Be- 

rechnung von Determinanten bei einer grésseren Anzahl von Reihen 
fiir die Praxis nicht durchgefiihrt werden kann. 


1. Capitel. 
Die Functionen s und y. 
§ 1. 
Definition der Functionen s und y. 


Die einfachsten symmetrischen Functionen von Variabeln 


EE)... 


sind ihre Elementarfunctionen @ und ihre Potenzsummen s, sie sind 
durch die Formeln definirt: 


fe.a)— Soe -[T0-W 
g e 
Sy => bog 
@ 


Man kann die a aus den s und die s durch die a berechnen; dieser 
Vorgang mége durch die Formeln angedeutet werden: 


S$, = 8,(a); a, = ¥,(s) 


Sy (y (s)) =; Y, (s(a)) == fly. 


aus ihnen folgt: 


Beispiele. 


1) f(z, a) = (l—2z)"; 5 =n; ag=—(— 1p (7) : 
2) f(«, a) = 1 — 2"; s, =m oder 0 je nachdem g den Factor n 
hat oder nicht. a, = 1, — 1, 0 je nachdem g = 0, n oder 20, n ist. 
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§ 2. 
Die Producte p. 
Die Producte der a bezeichne ich durch 
Pp, (@) = atay... 
und ordne sie nach ihrem Gewichte 


g=*,+2x,... 
der Art, dass Producte p von kleinerem Gewichte voranstehen. Bei 
p von gleichem Gewichte stehen die voran, bei denen 


h = %, + %,°:> 

einen grésseren Werth hat. 

Vorstehende p gelten fiir einfacher, spiitere fiir verwickelter. Das 
einfachste p vom Gewichte g ist a,2 das verwickelste a,. ' 

Den Process ap ao durch ag} zu ersetzen, nenne ich Faltung, und 
den umgekehrten ap;, durch agaq zu ersetzen, Spaltung; beide andern 
das Gewicht nicht. Spaltung erzeugt einfachere p, Faltung verwickeltere. 

Durch fortgesetzte Faltung erhilt man aus a,’ alle p vom Ge- 
wichte g und ebenso durch fortgesetzte Spaltung von ay. 

Eine besondere Art von Faltung und Spaltung ist das Ersetzen 
VON G41 und a,a, durch einander. Spaltet man so in py, alle Factoren 
ausser den a, also h — x, Factoren, so erhilt man: 


P= abthanvam... 


und P erzeugt durch Faltungen, bei denen a}' betheiligt ist, ausser 
px solche p, welche durch specielle Spaltungen aus p, entstehen. 


Beispiel. 
m— ‘ m—e-1 m— 
av-¢.a, erzeugt durch Faltung aj-e-'a,,, und a” ea, 
und 
’ niin - . 
aye a durch Spaltung ay-¢ a, ; 
a”! a, erzeugt durch Faltung a7-*a, und at 
und 


a”~2q, durch Spaltung a”. 


§ 3. 


Zusammengesetzte &. 


Die Variabeln § kénnen auch aus anderen zusammengesetzt sein; 
wir wollen fiinf Beispiele anfihren. 
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1. Beispiel. 
Die — seien Quotienten von Variabeln 
1 q,-5+ Om; By, By,.-. Bm; 


_ 8 
we 


e 
Ba\? 
a ee ag Fo 
eo = «e 
e=m =n 


Tle a9 == TT IT: — 2 x) . 
g=1 


e=1 o=1 @ 


ure 


Es wird dann: 


Sind af die Wurzeln von Gleichungen 


o=n 





o=m 
f(z, a)—J J Q—a@2); fw, o) =] J a—6o2) 
e=1 


o=1 


so ist: 


Sy == S_g(a) 8,(b). 


2. Beispiel. 
Die & sind die Quotienten der Wurzeln 


Gy Bg. oe On 
der Gleichung: 


=m 


{(@, a) = (1 — Mex), 


e=1 
ay 
Eo,0 oy Q 
’ @ 
Es wird: 
Sy = S,(a) s_,(a) — m, 
g=m(m—1) 
as 
> ¥,(s)a7 = | | (1-5 z). 

g=0 0,0 @ 


3. Beispiel. 
Die & sind Producte aus v Reihen von Variabeln 
@,&,.. 
den Wurzeln von: 


+> ByBye--y Myr %o--> 


f(a, a) =] [a —ay2), 
@ 


t(a, b) =] J — 6,2), 
@ 
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f(#, c) =| ] (1 = Vex), 
@ 
ee = Go, Bo, 7*** 


8, -»> 57 = 8, (a) 8,(b) s,(c) +++. 


Die Gleichung deren Wurzeln die & sind, sei 


1 (a, a, b, ¢-+-) = f(a, A) =] [—& «), 
e 


Wir erhalten: 


so dass: 
A, = ¥,(S); 8y(A) = S;, 
f(a, a, b,c +++) =] [rox b, e+++) 
wird. ' 


In dem speciellen Falle: 
f(a, a) =1—z# 


f(a, a, b, c++ +) = f(z, b,c---). 


Den log f(a, a, b, c) bezeichne ich durch #(x, a, b, c), seine Reihen- 
entwicklung lautet: 


#(2, a, b, c) = -> 7 S, a. 
g 


wird: 


4. Beispiel. 
f(a, a) =] [1—a_2); f(@,b) = (2). 
@ 


Die & sind die Producte der: 
@,@,++-a@, und m Zahlen 6, = B,--+ 8, —1, 
also » Mal die Variabeln «. Somit ist 
f(a, a, b) = /"(a, a), 
Sy = N+S, (a). 
Die Coefficienten von (1—z)" sind die y (s(b)) 
n! 
W, (s(®)) = (— ly jtim—g)! 
und die Coefficienten von f* die w (ns(a)) 


Hy (ns(a)) = Da =) m4! sat Pe (@): 
¥, (ns(a) s(b)) = >) Cary = ~ ra Bx (# (8(@) 8(0))). 
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5. Beispiel. 
f(x, a) =] Ja —e_2); fw, b)=1—a". 
@ 


Die &— sind die Producte der: 


@,@_.-.@m und | € g?... 
wo 


2x se 
€ = cos — + isin —- 
. S n + n 
Wir erhalten 
Eo,0 = Eas, 


f(a, a,b) = J J tex, a) =f J — ar), 
0 e 


0 fiir g==0, mod.n, 
” koa. oe, , @ 


Die Coefficienten von f(a, a,b) sind die y,(S); sie verschwinden 
wenn g nicht durch » theilbar ist, fiir die w,,(S) haben wir die Formel: 


Wyn(S) = VUgn (ns(a)) ‘ 
§ 4. 
Die Waring’sche Formel. 


Aus den Formeln: 


f(x, a) =] [1 —r 2); 
@ 


f(x, A) =[ [0 — §o2) =] [a — Go, Bo, Ye. * * £) 
folgt , 


log f(x, a) = (2, a) = ->- 8, (a) x, 


log f(x, a, b, c - +) = #(z, a, be : >) = -> > S, 29, 
wo g 
S, = 8 (a) 89(b) 89(¢) + - 
Die Entwicklung des Logarithmus liefert: 


log f(x, a) — ~ (a, 240,27. “* = >(- 1)- »£— oh ~ Dx (a) 2, 
o 


My Vitgl > 





log f(x, a, b= Be yp OO pe( A). 


%,! xg! .. 
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Vergleicht man die Coefficienten von 27, so erhalt man die Formeln: 


h— 
8, (a) ie y , we aM Px (a), 


8-2-0 star pe(A). 


Die p, haben das Gewicht von g. 








Beispiel. 


[To-«2= a=! 


P 


1 1 
Wurzeln a: aia? liz eee 


1 ae 3 
ay = —T13 S25 = ot A Seg41 = ’ 
(g+1)! Zz 929—1,,29 


Pere te Qe-1 gts >! (—1) a (=) (5) : 
@ x 








§ 5. 
Entwicklung der y. 
Aus der Formel: 
f=e 
folgen diese: 
A 
f= ri 
h 
(— 1)" 
fe 8) — 2s rar cata Be (C0) 
_ c 1)" g 
fle A) = fle 04 by...) — 2D) rg a(S) 


und, wenn man die Coefficienten von a? vergleicht: 
_ ao 
My = Uy (s(a)) a? Fn: ml wgh,.. 2%. - (5(@)) 


=" 
A, = ¥4(8) Sore! ag): 


.... a 








Fiir die Resultante R der Gleichungen: 
f(v,a), f(%, b) 
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nnd fir die Discriminante A einer Gleichung f(z, a) folgen hieraus 
die Formeln: 


Bm Sgn 1 (6-10) 8,00)" (260) 8 (0))" 


%! H!. 


6— 25 = ae -_o (ss(@) s,(a) —m)" (s_2(a) 8,(a) —m)* 


4! He! 


Die 1. Summe erstreckt sich iiber die Producte, deren Gewicht 
< mn ist, und die 2. iiber die, deren Gewicht < m-m — 1 ist. 


8 6. 
Die Newton’schen Formeln. 


Vergleicht man in der Formel: 


—f¢ —— am 
die Coefficienten der Potenzen von x, so wird: 
O = ayS, + a, S,-1° ++ Gay 
oder ausfiihrlicher geschrieben: 
O = ayS,(a) + a, Sy—1(@) « . « G18 (a) + 9 ay. 
0= Wo (8) Sy + Y (s) Sg—1++>+ Yy—1(S) 8 + 9%p(@); 
0 = A,S, + A,S,-1 -.. Ag_1S,-1 + 9g Ay. 


Sie dienen zur schrittweisen Berechnung der a, A aus den s, S, also 
der Resultante und Discriminante 


A, + A,:--. 


a 


2. Capitel. 
Relationen zwischen den s(a) und 7(s). 
$ 1. 
Die w (s(a) + s (b)) ‘ 
Die Coefficienten des Productes 


f(x, a) f(x, b) 


sind nach der Formel: 


— log (f(a, a) f(a, b)) = 3S) = (so(a) + 8,(0)) 


e e g 
die Functionen: 


wy (s (a) + s(b)) ‘ 
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Es ist: 
Wy (s(a) a. s(b)) -> Agbs, 


Oo 


¥,(s(a) (s(b) + s(c))) -»> We (s(a) 8(b)) vo (s(a) s(c)) . 
0,0 


Die Summen erstrecken sich tiber alle g, 6, bei denen 


O+o=—g 
ist, also a, durch Faltung aus a,a, entsteht. 


1, Beispiel. 
f(z, b)=1—2z. 


S(b6) = 1; wv (s(a) + 1) = dy — Ag-1, 
Us ((8(@) +1) 8(6)) = >) ve (s(@) s(b)) bv. 


0,6 


2. Beispiel. 


f(a, b) = 1— xy. 
S,(b)= 9"; % (se\(a) + y) mm Gy — 9%-1, 
Ws ((se(@) + 9) s0(0)) = >) v& (s(@)s@)) 9%be- 


0,6 


3. Beispiel. 
(l—z)". 


s,(b) =n; (s(a) + n) “a race otim—e)i (—@ 
Wy ((s(a) + n) s(b)) a Ve ( (s(a)s(b ))¥ Vo (ns(b)) . 
Q 
D>) GW salt Pe(®) Ye (8(@) 8(0)) 
Q,% 


§ 2. 
Differentiation nach den s. 


Differentiirt man die Formel: 





f =e? 
nach s, und nach s¥:s%..,, so wird: 
af af a,f (—1)* 
ds, or ae f; % 4 7] o#a — *, o%s : wf. 
8p @ dsj'ds3’... Pere 6s 
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Vergleicht man hier die Coefficienten der Potenzen von x, so folgt. 














d,s) ce da, 7” a is 
ds, ds, (u) hee i 
eg Es 
dst ds... d(s,(@))"a(s,(@)"... 1a"... 9? 
da, a ey 
ds, (a) @ §(a) @ 
d,A (— 1)" s 
_ t =—— == - — — Aig Px (. -») 
d(s,(a))"'d(s,(a))*... er... (4) 
§ 3. 


Differentiation nach den a. 


Differentiirt man die Formel: 


> 7 1a = — log f 
t 


nach a, und den Factoren von ava... 80 wird: 


qa ™\ 
Sa + § 2° = — a? f (2, ¥(—s)) , 


t 
d, 1 
jek ace THE (Dh (2, (8) 


und vergleicht man die Coefficienten von z', so hat man 


ds, 
da, = — lw—»(—8), 


oA (1 —1) 1. (—9). 


, x 
daydaz... 





Ferner ist: 


dA, dA, ds,(a) S, 
da, dad ds,(a) da, ~-_ aia) Ar-1¥1-e (—s(a)) 
U 


und im Besonderen: 
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* § 4, 
Die Producte der s. 


Die p,(s) sind ganze Functionen der s vom Gewichte g, ich be- 
zeichne in ihnen die Coefficienten der p,(a) durch: 


Is ... 
(ra 94.71) 


1% Dx, 


Po(60) = (a gu) mo 
a 
Dx (S) = > (i: me) patA). 
- yas 


Die Summen erstrecken sich tiber alle p,, welche durch fortgesetzte 
Spaltung aus p, entstehen. Die Zahl 


im... 
(1 a0.) 
st der Coefficient von pa(a) in px (s(a)) oder verschwindet, je nach- 
dem px durch fortgesetzte Spaltung p, erzeugt oder nicht. 


setze also: 


Beispiele. 


g oat , = 
( ee po ae 


(2)=- 0 (aw CH mere 


pam... 
(ov 


wenn @ Zz 6 


- °) an@, 
A,u 


wenn 9,6, A, w verschieden sind. 
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8 5. 
Die Producte der w (s(a) + s(b)). 
Die Producte 


»=0 
Px (w (s(a) +s (»))) = Py (Ss a, b, .) 


y=0 


sind ganze Functionen der a,b; ich bezeichne in ihnen die Coef- 
ficienten der p,(a) p,(b) durch: 


1% 2%... 
(wn... jmn...) 
setze also: 


rx (¥ (0) + 8O))— S (sony amc gme,,, PO PH): 


Die p, entstehen durch Faltung aus den p,p,; bei diesem Processe 
werden die Factoren von p, mit denen von p, zu Factoren von p, 
gefaltet; das p, besitzt ausser von p, und p, tibernommenen Factoren 
nur solche, die durch Faltung entstehen. 


Die Symbole: 
( 1% 9%... 
14 Qe... | a 


bedeuten die Coefficienten der p,(a) pu(b) in px (¥ (s(a) + s(b))) oder 


verschwinden, je nachdem p, durch obige Faltungen aus pzp, entsteht 
oder nicht; sie geniigen der Relation 


1% Qe... 1% Qe... 
Lan... | nt een 


Beispiele. 


“ m! 
( 14 2%... | 1D ., ) = (m—h)! xy! xy!” 


hoa, +A4,...; Bn—» = A,, 
e @ 
mee)? fiir bm-» = A,, 


wo: 


1™-e @ ; 
(mete) 2 fir oe >1, 
I™e-! 9 +1 
{oe | @ )=1, 
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3. Capitel. 
Die V. 
§ i. 
Definition der V. 
In der Summe 


f(x, a, b) = Ye a — — a Te (s(a) s(b)) xe 


(— 1) 1% 2"... 
— ~@i x! Tg! ... PO ie ha (s (a)) ( [419m |, ) Pu(b) 29 
bezeichne ich ne Coefficienten von ie (b) durch: 
View Po tld (a) = (a). 








Vu) 


Er hat den Werth: 
ial _ (-1 of 2... ’ 
aii “Sa. 1% 3%,. Camas. )P* (s(@) 


-> — (-1F of 1H 2m, 1% 2%, ie. 
a eee Oe eS ”) 14 24%, om 

Die 1. Summe erstreckt sich tiber alle x, bei denen p, durch Faltung 
aus p, entsteht und die 2. Summe iiber alle x, 4, bei denen p, aus p, 


und p, durch Faltung erzeugt wird. 
Vergleicht man in der Formel: 


{ (a, a, b) =] ] (Qy2, b) = > P (b) Vin) (a) 
@ (u) 
auf beiden Seiten die Coefficienten von: 


DPu(b) == dy, by, « - 


Vou) (a) -> a;' ay’ eee 


die Summe erstreckt sich tiber alle Combinationen der a, bei denen 
die Producte a‘'a?. .. verschieden sind. 


so wird: 


Beispiele. 
Qi, Ag, Ag+ Ge} Mg: ao fir ozo 
erzeugen durch Faltung: 
Px(a); ag} ao G20; Tyo, UW+o 
denen diese V entsprechen: 


Mathematische Annalen. LII. 
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Vu) — Samm (|) Pe) 





19 
= (-1y FE — » (6(@)) = (19, 


x! He! 


V,(a) = — ; (7) 5,(@) = s,(a), 


* 1 2 1 /s 
Ve(a) = se(¢:) $9 (a) ~ & (9) S29 (a) 
1 , 1 
ae $2 (a) sent S29 (a), 


Vee(a) = = <M g) se(a) S0(a) — 54, ey *) se+5(a) 


= S9(@) S4(a) — Sp40(a). 


§ 2. 
Die Differentialquotienten der V. 
Vergleicht man in der Formel (vgl. § 2, 2. Cap.): 


Of (ax, a,b a? 
Hee) = — Fae, 00 


die Coefficienten von 27 p,(b) so wird 


dV 4) (a) (— - 7 ‘(h— »! 
P89(4) “- iylagh > Yon (a). 
Die Summe erstreckt sich iiber alle i, k, bei denen: 


PiPxu = Pv 
ist. Man kann diese Formel auch durch diese ersetzen: 
OV a (a) (— 1)" (h—1)! 
> a 8-0 =D aa Mel) 


i,x 


und aus ihr diese ableiten: 


é V, v (@) (— 1)* (h— 
= 4,! i,! . Vin (a) Wo-a (—s(a)) . 
@, 8k 








Th 
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§ 3. 
Summen von Coefficienten. 
Die Summen der Coefficienten der V in der Formel: 


f(x, a, b) = >) vy (s(a) (0) 29 = >) pala) Vand) 2 
hat den Werth: ' ’ 


f(a, e) =>) pala) x -> (a,x)* (a,x?) «eli <= Pa 
a a 


1—a,a? 
@ e 
Sein Logarithmus ist: 


(a, e) = —>5 $,(e) a9 = — Za log (1 — dx?) =>)1 aga’ 
g V @,9 


und demnach: 
Sy(e) = —> Qo. 
Q,¢ 


Die Summe erstreckt sich iiber alle @, 6, fiir welche 


; eo=J 
ist. 


§ 4. 
Producte der V. 
Aus den Formeln: 


f (x, a, #(s() + 8(©))) = > px (v (80) + 80) Von (a)2e, 
f (a, a, ¥((b) + s(¢))) = (2, a, b) f(@, a, ¢), 


1% 2... , 
os (v (s(@)+ s(b))) -2( ee ie ) pr(d) Pu ¢) 
folgt diese: [ 


P40) F012) = SF (sa.on page.) PAOD PCC Fe) 


9, #4, 


=> Pad) Pule) Viay(a) Vin) (a) x9 


g4,u 


und wenn man die Coefficienten von 


pa(d) pu(c) a 


12%. 
nae 3 Wb. | Wa Que, _) Monta. 


33* 


vergleicht: 
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Die Summe erstreckt sich tiber alle x, bei denen p, durch Faltung 
aus pz p, entsteht. 
1. Beispiel. 
Vim Vino... WO mM=v,+,.... 
V m(@) = (—1)"an; 
da durch Faltung von — 
ar -araz-::: 
u. A. p,(a) entsteht, so kommt rechter Hand V,,) vor, so dass man hat: 
Vina) = (— 19hem Pann. (0) — >) Seong ) Menta. 


Die Summe erstreckt sich tiber alle x, bei denen p, aus p, durch 
Spaltungen von do4; in @,@» entsteht. 

Die Formel driickt V,,, durch einfachere V desselben Gewichtes 
und das V\,,,»,... von niederem Gewichte aus. 


2. Beispiel. 
Vie low wo g—eo>l. 
Vig = (—lag} Vere = 54-03 
1% Ds 
— 1) ag5,--9(a) = me } Feat), 
(— 457-26) =D (sei gg) M0 
af . @y—¢ erzeugt durch Faltung af aj. und a{~'a,_9+1; die Coefficienten: 
1¢ 7) <a Pern 
(ieig—e ™ ( le | g-e 
haben den Werth 1; es wird mithin: 
a, 55-9 (a) = (— 1)@ Vie,-(4) oo le" Veto (a) , 


und durch Summation: 


e=m 


Vm g-m(@) = (— 1" >a, Sy—g(a). 


e=0 


§ 5. 
Werthe der V fiir specielle f(z, a). 
l. f(@%, a) = 1—2z, 
f(x, a, b) = f(a, b): ag=1; a,=—1; ag=—O fir e>!, 


> pr (b) V(x)(a) x9 — a b,x. 
. g 
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Die V,,)(a) haben den Werth | oder 0, je nachdem p, nur einen 
Factor hat oder mehrere. 


Folgerung. 


Der Factor von a{ verschwindet in Vi,,, wenn p, mehr als einen 
Factor hat und hat den Coefficienten (—1)", wenn p,(a) = ay ist. 


2. f(x, a) =(1l—-2)*. 


_int< + == (— iy g #—H—1---n—g+1 


l-2-+-g ? 





: er 
weg a, b) = f*(a, b), 


Dy Px) Visa) 9 me DPE a) 


Vest = “nm—1- m—h+l 


Hy! Xg!--- 








Fir n = — 1 wird a, = 1 


Vix) (a) = (—1)* ENESE 


Folgerung. 
Die Summen der Coefficienten in Vi»)(a) ist (—1) = ore. also 
“se 
gleich den Coefficienten von p>(a) in f—'(a, a). 
3. O(a, a)— x. ; “ 


f(x, «t) =m 6%; ag= “ 
O(z, a,b) =s,(b)a4 = — dz, 
f(x, a, b) = e-%*, 


Vix(a) hat die Werthe ae oder 0, je nachdem p,(a) = a{ ist oder 
nicht. 
4. O(7,a)—x7+ ay. 
S,(4)= — 1; 8,(a) = — 2y: s(a)=—0 fiir 9 > 2, 


7 y’ 9 
f(a) — ert SN 
xa 


a 
y 
” “2 fh an g—2aral? 
A 
s, (a) s, (b) siands (Db); S_(@) Sg(b) = —2ys,\b); Se(a)Se(b) =0 fiir 9 >2, 
O(a, a, b) = — b,x + (b,?—2b,)a°y, 
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4 
16, 0) = — ersetr— sme mS (— 1,200 — 2 Eh 
9 at 
= 2 (— 1) 2 59-2 bye ({) -. 


Vig- oo) = IES goal pena i= 


Vix)(a) = 0, wenn p, einen Factor hat, dessen Index > 2 ist. 


5. f(t, a)=1—2". 


GM = 1; Gr=—1; Sng(@) =; Sng (@) Sag (b) = NSpy(b). 
Die tibrigen a, s(a), s,(a) s,(b) verschwinden. 
In Vi«)(a) erhalt man durch die Substitution a, — — 1 den Coef- 


ficienten von (—a,)"* also, wenn g nicht durch n theilbar ist, die 
Zahl 0. 


Ist 
p, (a) = @, A+. 
und 
2a - « Be 
& = cos — + 4 sin =~; &o = &, 
so wird 


Vin (a) = >) eft 8 
§ 6. 
; V (w(s(a) + s(0))). 


Durch Vergleichung der Coefficienten von 


“7 und pip) (c) x9 
in den Formeln: 


f (2, v(s(a) + s(0))) = F(@, @) F(@, ), 
f (x, v(s(a) +8@)), c) =F(@, a, ©) f(a, b, ¢) 


erhalt man die Formeln: 
Hy (8(a) +.8(b)) = >) ag by-¢, 
@ 
Vw (v (s(a) + 8(0))) =>) Vana) Vn (0), 
Au 


Die 2. Summe erstreckt sich iiber alle Au, fiir welche: 


Pv = PripPu 


ist, 
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1. Beispiel. 
f(@,b)=1—2. 


bb = 1; b. =—1; V(b) = 5,(b) = 1. 
Die iibrigen b und V(b) verschwinden. 


v (s(a) + 1) = Uy — Ag—1, 
Vie) (a — y-1) = >) Va (a). 
Ayu 


Die Summe erstreckt sich iiber alle 4, w, fiir welche 


Pv (a) = ay pa(a) 
ist, 


2. Beispiel. 
f(a, b) =1— cay. 


bo = 1; b= y, V(b) =8,(b) — y?. 
Die iibrigen 6 und V(b) verschwinden. 


Vy (so(a) + y?) = Ag — YA-1; 
Vix) (@e — ¥4g-1) => y“ Viay(a). 
aye 


Die Summe erstreckt sich iiber alle 4, w, bei denen. 


Pv (a) = au pa(a) 


ist. 


3. Beispiel. 
f(x, b) =(l—ay)". 


m-n—1+--n—et+l 
1-2---@ ? 





be = (— 1)¢ 
5,(b) = ny’, 
Vin) (d) ie m-n—1---n—h+1 y’, 


Hy! gl + 








#4 (69a) + mye) =D) WT ao 


Vin (v # (ola) + ny’) =D)? mat n ht! yo Vay(a). 


iad 


Ayu 
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4. Beispiel. 
f(a, b) = 1— ay. 


bb = 1; ba =— ¥Y3 Sag(b) = ny. 
Die iibrigen 6 und s(b) verschwinden. 
J 2 
V(«)(b) ist der Coefficient von a,” in (—y)” V(x) (a) und verschwindet, 
wenn g nicht durch » theilbar ist. 


Uy (se (a) + S9(b)) = Ag — YAg-n, 
V(x) (dg — Y4g-n) -> Viay(@) Vi) (0) . 
Ayu 


§ 7. 
Via, b). 
In der Formel 


f(x, a, b, ¢) -2) Vin) (v( v (s(a) s(0))) po(o) 29 
bezeichne ich den Coefficienten V durch: 


Vin (# (8(a) s(b')) = Vos(a, 6), 
er hat den Werth 


Vin(a,b) “2 ie ree os ” seo (;. “a a px (s(a) s(b)) 


- —_(-1) §%. Bm... 1% 2h... ; 
2 si “1h aM.. =A on ) (mgm, )P2@Pa()- 





1. Anmerkung. 
Der Coefficient von p,(b) p,(c) in f(x, a, b, c) ist gleichzeitig der 
von p,(b) in Vi) (a, 6) und der von p,(b) in Vi,)(a, d). 
2. Anmerkung. 
Aus jeder Relation zwischen den V kann man weitere ableiten, 


indem man a durch » (s(a) s(b)) ersetzt, da durch diesen Process V (a) 
in V(a, b) iibergeht. 


1. Beispiel. 
f(z, b) = 1—2. 
b, = 1; b, =—1. Die iibrigen b verschwinden. 
S(b) = 1; dv, (s(a) s(b)) = A,, 
Vin (a, b) = Vu(a). 
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2. Beispiel. 
f .(a,b)=(1— az). 
Sy (b) =n; f(z, a, b) =f" (x, a) 
¥p(s(a) s(b)) = ¥, (ns(a)) = Dd)" F—*F" p, (5(a)) 


< al Rg! vee 
Vin) (ab) = Vins (¥ (n8(a))) 
““” oe, me) PC), 
3. Beispiel. 
f(x, b) = 1— a", 
f(x, a,b) = J J fee, a) = [J —«ea) = 4,0 
Sng (b) = 0; ual = 5,(A) 


Ay — Vag S00) = Do mtn el): 








! ! 
Xin? Non: > 


Die iibrigen s(b) und v (s(a) s(b)) verschwinden. Vi)(a, b) entsteht 
aus V\(a) dadurch, dass man die a,, durch A, und die andern a 


durch 0 ersetzt; es hat, wenn das Gewicht von p, durch m theilbar 
ist, den Werth: 


—1)* *n(20)*2",.. 
Vin (a, b) = ps a a “ - ~ = (" z * )p. (sne(a)) 
7 in’ #an' ees , jel > 


und verschwindet, wenn diess nicht der Fall ist. Wenn alle Indices 
von p» durch » theilbar sind: vy,» =, so wird unsere Formel: 


Vi» (a, b) = Viy)(A). 


4, Capitel. 


Die numerischen Coefficienten in f(z,a,b...). 


§ 1. 
Die Symbole af.... 
Die in § 2, 1. Capitel definirten Functionen f(v,a,b...) sind 
ganze Functionen der Variabeln 
2,a,b,¢c. 
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also Aggregate der Producte 
a? x(a) Pu(b) pr(c) .. -- 
Ich will ihre numerischen Coefficienten mit 


pale) pu(B) pr(y) -- - 
bezeichnen also: 


f(a, a,b,c...) = >) a pr(ae) pu(bB) (cr) - 


aymyY 
setzen. 


Da f(x,a,6b,c...) sich nicht fandert, wenn man die a, b,c mit 
einander vertauscht, so iindert sich auch p(a) p(B) p(y)... nicht, wenn 
man die «, 6, y mit einander vertauscht, z. B. hat man: 


pal) Pu(B) = pa(B) Pul@). 


Die p(«) p(B) p(y) ... sind ganze Functionen der Symbole e@, 6, y.... 
Quotienten, bei denen der Nenner nicht Theiler des Ziahlers ist, ver- 
schwinden. 


Die pa() p(B)... bedeuten die numerischen Coefficienten, wenn 
Pay Pu +--+ Gasselbe Gewicht g haben und verschwinden, wenn dies 
nicht der Fall ist. 


§ 2. 
Die p(«). 
Da 
f(vz,a)=1+a,7+ 4,2"... 


in unserer Bezeichnung: 
f(2,a) = >) pe (aa)ao 


ist, so haben die a, den Werth 1 
a, = 1, 
wiahrend die iibrigen p,(«) verschwinden: 
Px(a) = 0, 
wenn p,(@) Z yg ist. 
Wenn f(z) = 1 — & ist, so ist (1. Cap. § 3) 
f(@, a, b) = f(x, b) 


und wenn: 


f(z) =1+a,2 


ist, so ist: 


f(x, a, b) = f(—a,, a, bd). 
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In unserer Bezeichnung wird in diesem Falle: 
f (w, a, b) = 5>? (a,«)? pa( Bb)”, 


mithin ist: 


at pa(B) = (— 1) pa (a), 


also 
at By = (— 1)” 
a pi(B) = 0, 
wenn pa(a) Z ay ist. 
§ 3. 
Die Werthe der p(«) p(B) p(y). 
Trigt man in die Formel (§ 5, 1. Cap.) 


f(z, a,b,c. -+) _ 2 a 2" — Pe (s(a)s(b)s(0) «- .) «9 


%4! He! 


fiir die p, (s(a)), Px (s(b)) ... ihre Werthe (§ 4, 2. Cap.) 
1% 2%... 
px (s(a)) a (aon) B@) 
a 12"... 
(80) = 2 (inom) 2 


(600) = (ron) mo 
ein, so wird 


#; Drs , Dots — 
feeb) Scrat iawn) (mam) Gnas) 
Pa (a) palb) (0 a 

Vergleicht man diese Formel mit 
f (a, a,b, 6...) = >) pi(ae) pu (0B) po(cr) 
so wird: — 


Pa(@) pu(B) p(y) - at = Ce mg se Ma 


Dae] der Que, J 1% 2... 


Die Summe erstreckt sich iiber alle x, bei denen p, durch Fal- 
tung gleichzeitig aus pz, Pu, py... entsteht. 
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Beispiele. 


Aus 
Gg} Ag+ Mg} Me . de 


fiir @ Z 6 entsteht durch Faltung: 


2 
ag} de) a2 ? ae ? (la. eto} 
es wird: 


ty pa(B) Pu?) -+ > = hs ) bie a ig 
‘ 1/ @¢ Q 
te PB) Pal?) °° = 3 ( 20a, ) (ange ee 


= (ae.) (aman...) 


c= { Q,6 0,6 oa 
etta Pa(B) Pu(7) Pag a 


al CO ae 


1 1 
we h=—>e— se, 
tn Bo Br = = 
wenn o2t, 
Wp to By Bo = 96 — (9 + 8) 
wenn eZ 6, 


Qo te Bo, Bo, = — (0+ 9) 


wenn 0,6, @,, 6, verschieden sind. 


§ 4. 
Die Wurzeln der Einheit. 
Die symmetrischen Functionen der Potenzen &, = é von 
22 - » 22 
é = COS = + 7 sin = 


sind im § 5 3, Cap. berechnet worden. In unserer Bezeichnung ist 


das dort gefundene Resultat durch die Formel gegeben: 


g 
at &, v= (— ,)” B,, By, ‘ 





fol 


dic 
PAY 


ee 
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§ 5. 
Die V. 
Aus den Formeln: 


f(z, a,b) = 2 P»(b) Vin(a)ae = 2” (aa) py(b B) 22 


f(x, a,b, ?) = 2 pPr(e) Vi») (a, b)a? = > nm Palace) pu(bB) p,(ey) 


amy 


Vn(a) = p(B) > pa (aa) 
a 


folgt: 


Vin)(a,b) = poly) >) pa(aa@) Pu (D8). 


au 


Die Summen erstrecken sich iiber alle 4,u bei denen p, und p, 
dieselben Faltungsprodukte p, erzeugen wie p,. Den Relationen 
zwischen den V entsprechen solche fiir die p(«) p(B) p(y).. 


Beispiele. 
Nach dem 3. Cap, wird: 
fiir f(v,a) =(l—a2z)": Vo(a) = ™ ~ O—!. olin 


My! ” 


» f(t%,a)= > ~. > Voy(a) = (— 1) 


pee , 


_1y9 
f(x, a) == ¢*: V g(a) = ‘ 


Vi (a) = O fiir p,(a) Z a 
Vn (w (s(a) + s(¥))) = > Vin (a) V(b). 
0,0 


Hieraus ergeben sich diese Relationen zwischen den p(«) p(B) p(y 


a MOLE SAH SCS “a 
0 = pa(B) (Tne dis * “) 
nZa)- Gh 
p-(6) > pa (<e) =0 fiir pe(a) 2 a’, 
a 


12", ., 
(8) au 2 +) ex(@) = D> re) rx(B)- F0'@) Pu'B)- 


hd 
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Die Summen erstrecken sich in der letzten Formel iiber alle x, 0, 
bei denen p, durch Faltung aus yz p, entsteht und 


Po Po = Pr 


6, 


ist. 


§ 6. 
Reduction der p(a) p(f).. 

Der Formel (§ 4, 3. Cap.) 

Vo(a) = (= 1 aaP nn) = (say yw ga...) Ve 
entspricht diese: 
pe(e)pa(B) = va(B) {GO a ap =» — > ( me co le @)\. 

In ihr ist: 

mM=V,+%,.. 

und die Summe erstreckt sich iiber alle x, bei denen p, aus p, durch 
specielle Spaltungen von a+; in a, a, entsteht. 


Da die Glieder rechter Hand einfacher sind, so ist dies eine 
Reductionsformel fiir p,(a) pa(A). 


Ist t der héchste in pg auftretende Index und m > ft, so ist: 
1 
Bn pi(B) = 


Reducirt man die p,(a) weiter, so erhilt man Formeln, in denen das 
Product vor der Summe verschwindet. Schliesslich gelangt man zu 
dem verschwindenden Symbol 


a p(B). 
Hieraus folgt der Satz: 


» Pr(@) pa(B) = 0, wenn die Anzahl der Factoren von p, grodsser 
als die Indices in py ist.“ 


Im Falle 


== € 


verschwinden alle Glieder der pe es wird: 
D»(@) pr(B) = | ra a,’ . + . pa(B). 


Beide Siitze bleiben bestehen, wenn man mit symbolischen Factoren 
p(y) multiplicirt, 
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§ 7. 
Gt Oy —m Pr(B). 
Der Formel (§ 4, 3. Cap.) zwischen den V: 


Vim, _(@) = (— > ag Vy_9(@) 


e=0 


entspricht diese. zwischen den p(«) p(6): 


Ay’ Oy —m Pr(B) = (— 1)” py (6) > . Og—x 


Um sie zu transformiren, setze ich zunichst m = 1; es wird dann: 


0= p(B) >) 5 Og—x » 
x=0 


so dass man unsere Formel so schreiben kann: 


ai ym Br(B) = (— 1)"—" pe(B) DY gp ex 


x=—m-+l1 
, x=t-1 
es 1 
= (— 1)" 1 p(B) a ot 2 Bs ey» e 
Im Besonderen hat man: 
0 fir m-+n> gq, 


a at; — ia Bt Bo—n = (—1)"t*-" , mtn<g. 


§ 8. 
Zusammenstellung von Formeln fiir p(a) p(@). 
Die p(a) p(B) sind durch die Formel: 
ay (th 1 2%...) 18 ,,, 

Pal) pu(B) “Soa? oe Da, , mht ’) 
definirt; ausserdem sind im Obigen noch verschiedene Recursions- 
formeln zu ihrer Berechnung gegeben. Hier sollen noch einmal die 
hierbei tauglichsten Formeln zusammengestellt werden; sie geniigen 
zur tibersichtlichen Berechnung in allen einfachen Fallen. 

pr() Pu(B) = pa(B) Pula), 
ere h ph ..Bit—=0, wenn 4,+4,...>7, 
0, wenn m+nu>g 
m m ( ’ av 
a Oty —m Bi By—n \(— 1)", wenn m+n <g, 
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a, + alte 3 te i 
ata... BB... Pht am (—I)fata® ... pepe... phen, 


wenn Sy gid 
a Be— 50° — +e, 
wo Bo Br =—90, wenn 6 Z T, 
We a Bp Bo = 06 —(Q+6), wenn Qe Z 6 
tg & Bo, Bo, = —(@+6), Wenn Q, 6, Q, 9%, 
verschieden sind. 


«¢ Px(B) = = (ins. >-¢ bon} 


tg a Pu (B) = ( 0,9 }-{ itl ? wenn e2s, 


pa Q% 1% 2%, . 
Q=t—1 

m m—t} 1 

Gy" ym Pr(B) = (— 1) a wrt DF _* ef 
o=m-+1 


a? af 14.9%, 
Pe(©) Po(B) = pe(B) {(— 1)" j 1)" + ae ae. ae 


1™ | 1@22¢s, 


wo m=0,+ @,.... 





p 








/ 
) 
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Sur la théorie des séries. 


Par 


J. Franet & Zurich. 
Lettre adressée & Mr. H. Weber & Strasbourg. 


. J’ai lhonneur de vous soumettre la formule dont je vous 
parlais dans ma derniére lettre et qu’on peut regarder comme une 
généralisation de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin, limitée 
& ses deux premiers termes. Ses applications sont de nature trés-variée. 
Les exemples que j'ai choisis, et qu’on multiplierait facilement, montre- 
ront bien le genre d’utilité qu’on en peut attendre. Soient 


Oy, Hy, Bay -e- 


des quantités non négatives, telles qu’on puisse les ordonner par ordre 
de grandeur croissante: 


l%l%Se... 


Dans cette suite de grandeurs « choissisons celles qui sont différentes 
entre elles et désignons-les par 


By, B,, B,, ae a4 
Soient, d’autre part, 


Bg, Gy) Boy ees 


des grandeurs quelconques, réelles ou imaginaires, et convenons de 


, poser 


(1) I) = > a, 


la somme étant relative & tous les indices 7 tels que a; ne surpasse 
pas la quantité réelle et positive ¢. 

La fonction g(é) ainsi définie conserve la méme valeur quand ¢ 
varie entre B;_, et B;; lorsque ¢ dépasse la valeur ;, elle s’accroit 


brusquement de la quantité 
a 


od la somme s’étend a tous les indices r tels que «, = ;. 
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Envisageons maintenant la série 
ay F(a) + a, F(a.) + a, F(a.) +--- 


ot F(x) désigne une fonction bien déterminée de la variable x ayant 
une dérivée unique F(z). 
Faisons, pour abréger, 


(2) S, = > 4 F(a), 


la somme étant étendue a tous les indices ¢ tels que a; ne surpasse 


pas p et cherchons a exprimer cette somme par le moyen d’une inté- 
grale définie. 


A cet effet posons 


i=r 


P Bj P 
1=[FOgHa => [Poa +frwogwat, 
@, Br 


i=l #1 


6, désignant la plus grande des quantités 6 inférieure a p. 
En vertu de la définition méme de g(é) il viendra 


i=r 


I= > 9 (6: FB) — F (B:-1)] + 9 (8) LF (») — F(6,)] 


‘=r 


— 9(By) FB) — >) F(B)L9(:) — 9(B:-1)] + 9(6) F(p), 


i=1 
od le dernier terme g(B,) /'(q) peut se mettre sous la forme 
9(p) F (py) — [9(p) — 9 Br) F(p). 


La différence g(p) — g(6,) est nulle si p ne fait pas partie de la 
suite des quantités a; si p= 6,41, elle se réduit a 


da, 


la somme étant relative & tous les indices 7 tels que a; = B,4,. 
Nous obtenons donc finalement 


= —S,+9(p)F(p), 
d’ot 


; 
(3) S, = 9(v) F(n) — f Pog wat. 


C’est la formule que nous voulions établir; elle raméne la recherche de 
la convergence ou de la divergence de la série illimitée 


> ai F(a), 
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& étude de Vintégrale 
Pp 
| Festa, 
pour des valeurs infiniment grandes de la limite supérieure. *) 


2. 
Supposons, par-exemple, que les constantes 
Gy, By, Ayy oes 
soient réelles et positives et que la fonction F(x) soit positive et 
diminue constamment et indéfiniment quand 2 varie a a & + oo. 
La dérivée F(x) est négative dans l’intervalle «, ... p, de sorte que 
le second membre de la formule (3) est la somme de deux quantités 
positives. Si donc la série 


>) aF(u), 

i=0 
est convergente et a pour somme S on aura, pour toute valeur posi- 
tive de p 


Pp 
~fFgwat<s, 


dod résulte que lintégrale 
p 


1= f Fg bat, 
tend vers une limite déterminée quand la limite supérieure augmente 
indéfiniment. Réciproquement, les conditions précédentes relatives aux 


constantes a; et & la fonction F(x) étant toujours remplies, supposons 
que l’intégrale 


Jf Fosbat, 


ait un sens. 


Je dis tout d’abord qu’on ne saurait avoir constamment, a partir 
d’une certaine valeur N, 
gH) FO) Ze, 
é étant une quantité positive fixe, car il en résulterait 
a ol 
—{ F’Wg(Qat>—e f FO dt =e log [pal 
N W 


*) Voir M. Lerch, Bemerkungen iiber trigonom, Reihen mit positiven Coef- 
ficienten (Nachtrag) Sitzungsber. der Koénigl. Gesellsch, d. Wissensck. Prag, 1898. 


34* 
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Comme la fonction F'(f) tend vers 0 quand ¢ augmente indéfiniment, 


on pourrait choisir kh assez grand pour que log [paren surpasse 


toute grandeur donnée d’avance et lintégrale J F’(t)g(t)dt, naurait 


pas de sens, contre l’hypothése. 
Done au-dela de la quantité N, il existera certainement des va- 
leurs p, eu nombre infini, telles que 


g(p)F(p) <«. 
Mais on peut choisir N assez grand pour que, p étant > N, 


fFroswat, 


différe ae fF’ Hg bat, d’aussi peu qu’on le veut. 
@& 


Il existe donc, quelque grand que soit N, une infinité de valeurs 
de p > NY, telles que la différence 


= |- frosat|, 


soit, en valeur absolue, plus petite que toute quantité donnée d’avance. 

La somme S,, qui est positive, reste dés lors constamment inférieure 
p> Y Pp , 

i un nombre fixe, de sorte que la série illimitée 


> aF (a), 
est convergente. 


Le produit g(p)/'(p) tend donc nécessairement vers une limite 
lorsque p augmente indéfiniment et cette limite, d’aprés ce qui pré- 
eéde, est égale a 0. 

On peut done énoncer le résultat suivant*): 


«Pour que la série 
a ag F(a;) ’ 


od les constantes a; sont positives et od la fonction J’(f) est positive 
et décroit constamment et indéfiniment quand la variable augmente 


*) Voir, au-sujet, de cette généralisation d’un théoréme de Cauchy, Riemann, 
Convergenz der p-fach unendlichen Theta-Reihe. Hurwitz, Ueber Riemann’s 
Convergenzcriterium, Math. Aun, Bd. 44. Weber, Elliptische Functionen und 
algebraische Zahlen, Seite 455. 
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au-dela de toute limite, soit convergente, il faut et il suffit que 
Vintégrale 


— fF wg wat 
ait un sens.» : 
La valeur de cette derniére intégrale est égale & la somme de la 


série. Une condition nécessaire, mais non suffisante pour la conver- 
gence de la série, cousiste en ce que le produit 


Fit)g(t), 
tende vers 0 avec =" 
En particulier, pour qu'une série & termes positifs 
1 
6; ? 


soit convergente, il faut et il suffit que l'intégrale 


Pp 
dt 
fow ron 


tende vers une limite déterminée lorsque p augmente indéfiniment, 
g(t) désignant le nombre des quantités 6; qui ne surpassent pas ¢. 

Il est & peine besoin d’ajouter que, dans l’énoncé précédent, il 
suffit de supposer que les constantes a; sont positives & partir d’un 
certain rang » et que la fonction F(t) satisfait aux conditions énumé- 
rées & partir de la valeur t = a,. 


3. 

Il arrive assez souvent que la fonction g(¢) admette, pour de 
grandes valeurs de ¢, une expression approchée ou asymptotique et la 
formule (3) permettra, dans ce cas, généralement parlant, d’obtenir 
une valeur approchée correspondante de la somme 


S, = >) a: F(a). 


aj;=p 
Ainsi considérons une forme quadratique positive de variables 
— (t, j= 1, 2,... ) 
f= Y, Gig Xi Xj, 


(ai; = 4;;) 
et envisageons la somme 


: 1 
S- >, 
ae 
t 
étendue a tous les systemes des valeurs entieres des variables x tels que 
P iw 
f =P, 
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le systeme. 2, —27,—=-++- = 4, =—0, excepté; s est une quantité 
imaginaire quelconque 


s=a-+ip, (a et B réels). 


Les grandeurs a; sont toutes égales a l’unité, la fonction F'(¢) a pour 
expression 


Fi) = —,, 
t'? 
et les quantités «; sont les valeurs de la forme f pour des valeurs 


entiéres des variables x, a l’exclusion toujours du systeme particulier 
“= 2, —=-+-+=2,=—0. Or si Pou désigne par V l’intégrale multiple 


Vall. fidear,... dee, 


étendue au systéme des variables x satisfaisant 4 la condition 
fs}, 


on sait que le nombre g(t) des quantités a; qui ne surpassent pas ¢ 
peut se mettre sans la forme 


g(t) =Vt® + (2), 
ou 
n—1 
In(@)|< At? , 
A étant une constante fixe, indépendante de ¢*). 
Nous aurons donc, par l’application de la formule (3) 


P 
S,—= 9 -f tre +aele( 2) 
p 2 t ? 
Pp 


7 (p) V 1 Vs 1 1 
(4) S= “3-1 see T 5—1 ~ f 104/ 4) 
>? p ? > > 


a 


ou 


Si la partie réelle @ de s, est > 1, on voit que S, tend vers une 
limite déterminée, que nous désignerons par p(s), lorsque p augmente 
indéfiniment. Cette limite g(s)a@ pour expression: 


wo 


(5) 9(8) = 55 — aan a wa 3) 
Qo . t 


ao 


vo| 


*) Voir Minkowski, Geometrie der Zahlen, pages 61 et 62. 
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On en conclut que, dans la région du plan définie par l’inégalité, 


a>1— +, 
la différence 
V 


p(s) ne 


est une fonction holomorphe de la variable s; cette différence est donc 
développable en série de la forme 


+ 64(8—1) + @(s— 1? +: 
et cette série convergera certainement tant que |s —1| sera < ~*). 


En retranchant membre 4 membre les équations (4) et (5) il vient: 


“J V F 
(6) Sp — 9(s) = vip) -—S — +f n(t) d ( =) 
‘ ¢* 
P 








yp? p* 


Le module de cette derniére intégrale est inférieur a 


A“\|sj ft * at 


cest-a-dire plus petit que 
An|s| 1 
i—n(i—«) se—@=i) 
p 2 


si Pou suppose a > 1 — t 
Cette condition étant supposée remplie on pourra faire 


= (1-3) 


. a 1 
(7) S, —V t— = p(s) + " =e) 
en désignant généralement par 


p 2 
RF) 

py 
‘toute quantité dont le produit par p”, reste, en valeur absolue, quelque 
soit la valeur de p, inférieur & une quantité fixe assignable. On sait 
dailleurs que V a pour expression 

+ 

Vee ee 
r (1 + =) VD’ 


D étant le déterminant de la forme /. 


*) On peut montrer que cette série converge dans tout le plan, mais nous 
n’aurons pas & utiliser cette propriété. 
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Si dans la formule (6), mise sous la forme, 


= (1—s) 


3 i 
_= 58, —V 2__—* _ a) -f “ :) 
2 oe 
p . t 


on développe les deux membres suivant les puissances de s —1, on 
obtiendra, pour les coefficients ¢,, ¢,,¢,,... les expressions suivantes: 


= >) — ZV log p+ R(), 
f* 


oS NE + a(9 
fe ™ 











(— 1) Bion } log’ f ny log” t+! p R log” p 
“— ~ a" “eat (ne): 
9 u 
R(~ ra désigne une quantité dont le produit par x reste, 
pt log” p 
en valeur absolue et pour toute valeur de p, inférieur 4 une quantité 
assignable. Les sommes 
yes, 


pe 
s’étendent aux systemes des valeurs entiéres des variables x,, 7, ... 2p, 
pour lesquelles la valeur de la forme f ne surpasse pas p, a l’exclusion 
toujours du systéme particulier 7, = 7, =-+- =a, =. 

La premiére des formules précédentes a été établie, mais d’une 
autre maniere, par M. Mertens, dans le cas particulier ot le nombre 
m des variables est égal a deux*). 

Considérons encore l’expression 


Rn we 


“sp 


f(r) désignant le nombre des diviseurs de l’entier positif r. 





*) ,, Ueber einen asympt. Ausdruck“ von F. Mertens, Sitzungsb. der kaiser. 
Acad. der Wissenschaften in Wien, Band CVI, Mai 1897. Voir aussi, a ce sujet, 
les formules données par M. Jensen, pour le calcul des coefficients du développe- 
ment de £(s) suivant les puissances de s —1, Comptes-Rendus, t. CLV, 1887. 
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On sait que la somme 
r= E(t) 


I)= > fr), 
r=1 
peut se mettre sous la forme 
g(t) = t log t + (2c —1)t + 0, 
ou ¢ désigne la constante d’Euler et od |y(é)| est, au plus, de 


lordre ft), On obtient, dans ce cas, par l’application de la formule (3) 


(8) __ ri + 2¢—14 (2+ log p) eS) 


me § 


p'~*—1—(1—s) log p 1 
= ~ —sF — fawoa( 7) 


1 


Admettons que la partie réelle de s soit > 1, puis supposons que p 
augmente indéfiniment; il viendra 


Q) P= 2-14 H+ etm —f 14 (4) 
dot 

2 2 . = 
(102) 88) — Gay — SS HP 


s—1i- 


*—1—(1— 8) log p 
(l—s)* 


~ teed bal 2). 9. A), 
2c + log ») ( ‘ome ) Joa) 


Le second membre de cette équation est développable suivaut les 
puissances cutieres et positives de s — 1 et la série obtenue 


A, + A,(s —1) + A,(s —-1P+--: 
convergera certainement tant que le module de s —1 sera < > » On 


sait dailleurs, par les propriétés de la fonction €(s) que cette série 
converge dans tout le plan. 


En conservant les notations précédemment introduites on obtiendra, 


‘pour le coefficient A,, expression suivante: 


(—1)° f(r) log” r log*t p , oe py 08 tp 
(11) Ay = ree +  tapnasy ~ e+ leg 2) 7 
rsp 
h 
+ R on ’ 
Pp ; 


d’ot lon tire une valeur asymptotique de la somme 


a ne log’ r. 


r=p 


*) Dirichlet’s Werke, zweiter Band, Seite 56. 
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En particulier 


Dr — y boet p+ 2clog p+ dy + R()*)- 


r<p 


4. 


Notre formule se préte tout naturellement a la généralisation d’un 
théoreme df a Dirichlet et dont Villustre géométre a fait de nombreures 
applications **). 

Envisageons la série 


(12) fae 24+44 24>: 
0 1 "3 


OU @, @,, @,... désignent des quantités positives rangées par ordre 


de grandeur croissante, a), @,, @,... des grandeurs quelconques, 
réelles ou imaginaires, 


La fonction discoutinue g(t) ayant toujours la méme signification 
que précédemment, supposons que le rapport 


ou lexposant » est > — 1, tende vers la limite /, lorsque ¢ augmente 
indéfiniment. 


Je dis que la série (12) converge pour toutes les valeurs de s 
supérieures 4 m et que le produit 


(s 7 m)"+* f(s) ’ 


tend vers la limite Im[(m-+-1), quand s — m tend vers 0 par des 
valeurs positives ***), 


En effet, S, ayant la signification connue, nous avons, par la 


formule (3) 
gs, = IP) -f (t (3 
P ? g(t)é ) 


ao 


§, = 1) — fg a(4) foe a(4), 


Go 


ou 


*) Voir notre travail intitulé Sur une formule utile dans la détermination 
de certaines valeurs asymptotiques, Math. Annalen, Band 51, 
**) Recherches sur diverses applications etc. Oeuvres de Dirichlet, tome I 
et Sur un théoréme relatif aux séries, tome II. 
***) On peut supposer m et s imaginaires; dans ce cas, la série proposée 
converge pour les valeurs de s dont la partie réelle surpasse la partie réelle de m. 
On conviendra d’attribuer & ¢” sa valeur principale. 





wciee a oe 
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Maintenant, si l’on fait 


g(t) = t log" t (1+ (@)], 


on pourra, aprés avoir choisi une quantité positive quelconque ¢, en 
déterminer une autre N, telle que 


|n(t)| soit < ¢, 
dés que ¢ surpasse N. 
Nous pouvons écrire S, sous la forme 


1 
og ' L 
log” P + n(v) a? g(t) a (55) 


: log"t dt log" tdt 
+ ot fagest +s f n(¢) psti—m F 


Si l’on suppose s > m, lintégrale 
4 
log"tdt 
yti=m? 
1 


(s—m)*t!? 


tend vers la limite 


lorsque p augmente indéfiniment. 


L’intégrale 
Pp 
log” tdt 
J nt) Sie 


converge également vers une limite déterminée, puisque |y(t)| est, a 
partir de N constamment < ¢. Notre série converge donc bien pour 
s > m et sa somme f(s) a pour expression : 


1 
] n 
fey —f gd) +s oosats fr u(t) ete 


D’ailleurs 





~ N 

4 log" t¢dt ; log” tdt log” tdt 
J n(t pti-m -{| 9 (t) eti-w + EC peti-m ? 
1 1 


cette derniere intégrale est, en valeur absolue, 


na 


N 
* log" tdt T (mn +1) log" tdt 
= J prim —s E . m)*+! os “pitinm , 
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On pourra done choisir, d’abord ¢ et ensuite s — m assez petits, 
pour que la différence 
(s— m+! f(s) — mI[(n +1), 
soit inférieure 4 toute grandeur donnée d’avance, si petite qu’elle soit, 
ec. q. f. d. 


On obtiendrait d’autres propositions, en faisant sur la fonction 
g(t) dautres hypothéses simples. 


5. 
Il existe des théoremes analogues relatifs aux séries de puissances 
Ay X44, 4% + a, e+ --- 
Nous nous bornerons, pour simplifier, 4 la proposition suivante: 
Soit 


f(a)=a, + a,2+a,2?+--- 


une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de la 


variable x; faisons 
I} = Po ai 


ist 
et supposons que le rapport 
g(¢) 
om? 
tende vers une limite déterminée J, lorsque ¢ augmente indéfiniment. 


Je dis que la série précédente converge pour les valeurs de la 
variable x de module < 1 et que le produit 


(1 rm x)" f(x), 


tend vers la limite 1[(m-+-1), quand a tend vers l’unité par des 
valeurs croissantes. L’exposant m est une quantité imaginaire quel- 


conque dont la partie réelle est > — 1; ¢ et (1 — x)” ont leurs valeurs 
principales. 


Soit, en effet, 


S, = > aa. 


isp 
On aura 


P, ? 
S, = g(p)a” — fo _ dt, 
0 
et, si lon fait 


gH =O C+n@), 
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on pourra, apres avoir choisi une quantité positive quelconque «, 
choisir N de maniére que 


In@l<e 
pour toutes les valeurs de ¢ surpassant N. 
En écrivant S, sous la forme 
Pp, 
S, = p™ (i+ 4(p)) uP —f t” (! + 7 (t)) x log x dt, 
v0 
on voit, si lon suppose x réel, positif et <1, que Sp tend vers une 


limite déterminée f(x), lorsque p augmente indéfiniment. Cette limite 
a pour expression: 


f(a) = Log (-) f t" x dt + log(~) [ t” y(t) x'dt 


avg SER + log Ole n(t) a’ dt. 


tog (1) 





D’ailleurs 


~ N eo 
J t” y(t) a'dt = f ty (t) a dt + f t” y(t) a'dt 
0 0 N 


et si on pose m = a + if (a et B réels) le module de cette derniére 
intégrale sera inférieur & 


fe adt=—=s ihe _ fee 


1— 2 cs 
Comme le rapport -—~. a pour limite un quand @ tend vers 
os ( ) 


Punité, on voit que la difference 
(1— a)" f(a) —UT (m+ 1), 
pourra étre rendue aussi petite qu’on le veut en choisinant ¢ et 1 — x 
suffisamment petits, c. q. f. d. 
On obtient le théoreme connu d’Abel en supposant m = 0*), 
Comme application envisageons la série 


/ (a) -> a” 


2=0vU 


*) Voir aussi Frobenius, Ueber die Leibniz’sche Reihe, Journal fiir Mathe- 
matik, tome 89, 
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b 
e 2ni — P es ° 
et faisons =e * , © tant positif, a et b deux nombres entiers 
positifs, premiers entre eux, a> 1. II viendra 


eni- ND exirm . 
tee” =) — de a Qo”. 


a= 
On a, dans ce eas particulier, 


=E 6 
n (t) 2 


_—— > : min 


n=0 


2 


Soient g le quotient, r le reste de la division de E(t) par a: 
E(t) =qa+r, 0<r<a. 
Si lon fait, pour abréger, 


n=a—1 ra=r 
2ai—n 222i — nr? 
P= ’ R = c ’ 
n=0 n=0 


on aura 
d’ot résulte 
2 . 
lim 2@) — F — jim 4 
(=a t @ {=n Vi 
La valeur de P a été, comme on sait, déterminée par Gauss, dans 
son fameux mémoire «Summatio quarumdam serierum singularium>». 
Il suffira, pour notre objet, de savoir que P n’est pas nul*). 
D’aprés ce qui précéde le produit 


c= ot r(ec*s), 


tend donc vers Ja limite 
P 3 P 
@ rG) — 34%) 


quand g tend vers l’unité par des valeurs croissantes. Le point 





du cercle de convergence est un poiut singulier de la fonction /(2); 
celle-ci ne peut done s’étendre analytiquement au dela du cercle de 
rayon un, dont le centre est 4 l’origine. C’est la une propriété bien 
connue dans la théorie des fonctions elliptiques. 


*) P n'est égal & 0 que si le nombre a est pair et de la forme 4m -+ 2 


2 ni — 
dans ce cas re a ) tend vers : » quand g s’approche de lunité. 








oe 
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6. 


Il est facile de former autant de fonctions qu’on le voudra, dé- 
veloppables par la série de Taylor dans un cercle de centre 0 et de 
rayon un et admettant comme points singuliers la totalité ou une 
partie seulement des points 

ani © 


Zene 4%, 


aetb désignant, comme précédemment, des nombres entiers premiers 
entre eux, 


A cet effet, nous remarquerons qu’une fonction g(x) définie par 
l’équation 
9(2) = >) a, 2", 
n=0 
od la série converge tant que |x| est <1, peut se développer aussi 
en série de la forme 


o(2) = =, 
n=1 


ot les coefficients b, sont des constantes liées aux coefficients a, par 


les relations 
a, = 7 7 ba, 


la sommation s’étendant & tous Jes diviseurs d du nombre entier n. 


Cette série 
a" 
o*> 


converge absolument, comme la série donnée 


> Anx", 


tant que le module de la variable 2 reste inférieur 4 un. 
Désignons ce module par e, puis faisons 


22 
Z=oc %, 
a et b étant deux nombres entiers premiers entre eux; on supposera 
de plus que a est positif et > 1. 
Si l’on fait, pour abréger, 


= ra 
S, = > bre ra? 
r=1 : 
——- a+-ra 
Sa= >) barre —*>——., («=1,2,...a—1) 


—2rnia— 
=v 
? e 6 ttre 
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il viendra 
. Pe a>a-—1l1 
7 (96 =) = p. é.. 
a=0 


Nous ferons maintenant, sur les coefficients b,, les hypotheses 
suivantes : 
1. Les séries 


r=@ 
big 
ra’ 
r=1 
r=m@ 
a-+ra i 9 
ov’ (a =1,2,...a—1) 
0 


r- 


sont convergentes. 
Les sommes de ces séries seront désignées respectivement par 
Sy et Sq. 
2. Si Pon fait 
r= E(t) 


beg 
9 (4) — a — So + No (t), 


be ra 
Ja(t) = P 4 = ie = Sa + Ya(t), 


r=0 


nous admettrons que |’on ait 
\ Ay 
Imo (t)| < ( 


at)?’ 


j t)| o A, 
Y | ee “age he 
ite)! < Crane? 
6, désignant un exposant positif, fixe, aussi petit d’ailleurs qu’on le 
voudra, A, et A, des grandeurs positives indépendantes de ¢. 
Nous nous proposons de montrer que, dans ces conditions, le 


produit 
_ 6b 
(l—e)@ (9e'**2) 


tend vers la limite s,, quand @ s’'approche de l’unité par des valeurs 
croissantes, 


Si done s, n’est pas nulle, le point 
ais 
Zee ¢ 

sera un point singulier de la fonction (zx). 


Nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que |’exposant 
6 est <1. 
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En écrivant S, sous la forme 


r=@ 


Ss bra rag’ 
0 2 Fai 1_ 9" 
ee 


r=1 


on aura, tout d’abord, en vertu de la formule (3), 


d’ot, en remplacant g,(é) par sa valeur 
So + No (¢), 
a 
Sy sh “2 . + I ? 
L—e 


en faisant, pour abréger, 


F d| tao’ . d 
I=— Ny (t) di [seer] dt= — fn() du [=] du. 
1 a 


u 
Q 
d u oe” 
~~ du 1—¢ 


étant positive, pour des valeurs positives de w, on aura 


d uo” | du 
od < — 4, f # [85] ue 





La fonction 


c’est-a-dire 


1— a fe u 
ai <a [ttt of £, 


1—@ 1—o” wu? 


inégalité qu’on peut mettre encore sous la forme 


Ay a 1 1 o—1 
In| < 4 fe 3-H | + 4: Gve ) 


e* tog (2) 
1 Pa 
ae Ayo (log ay f [ . ae a] dt + ee 


ef'—1 we J) U1 
1 








a log'— 
@ 


L’exposant 6 étant positif, mais < 1, on reconnait que le produit 
(1 — @) I ? 
peut étre rendu plus petit, en valeur absolue, que toute grandeur 
donnée d’avance, en choisissant 1 — @ suffisamment petit. 
Mathematische Annalen, LIT. 35 
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Nous avons done ce premier résultat: 
lim (1 — 9) S, = s)*). 
e=1 


Nous avons semblablement, a étant maintenant supposé diffé- 


rent de 0, 
< a-+ta 
se — J 00 a = ” 
0 


—22a2ia— 
é 6 _. gt tte 


ao“ 
— % —_“**_ +d, 
— 2nia— 
e ? — 9% 


en faisant, pour abréger, 


. a-+ta 
Jaa fu bs Stee a 
0 


—22#ia— . 
e _ ore 
On vérifie, aisément, que pour g inférieur 4 un, le module de la 
fonction 


af (@+ta)o*t* 
dt! _snia! , 


Lag*t "4 d [tee] 


Cnn ettia -) dt 1— et tia 


est inférieur & 








Partageons lintégrale J en deux autres, la premiére J, allant 
de 0 & mq, la seconde J,, de nm, & | co, me désignant une quantité 
positive quelconque. L’intégrale J, tend vers une limite déterminée ZL, , 
quand g s'approche de plus en plus de l’unité. Dans l’intégrale J,, 
faisons la substitution 

«a+ta=u 
et posons 
at na= Ny. 


On aura évidemment, d’aprés la remarque précédente 


an 
"du fl 20" ad ( uo” )] 
d,| < Aa | u? | 2", "6% 1—¢* 


a 





ou 


*) Ce résultat subsiste si l’ou suppose simplement la convergence de la série 


r=2 
\) Ona 
pay ie 
rai 


sans faire aucune hypothése sur la maniére dont le reste no(t) tend vers 0. 
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N, Ne 
| J,| < Aa Ej sai +e-0f Ae 3| 


inégalité qu’on peut aussi écrire de la maniére suivante: 


A,[ N%%@ 1 A, 1\"-! 
I < 5a] > —- — (2 — 0) (log =) 


1—e* 





’ 1 @ 
1\e-! , 1 dt 1 at 
+4.2—o)(e2) | f [sa -aet+faa 
Nqlog > . 


= oe 
«NE tox(*) 


On pourra done choisir N, assez grand et ensuite 1 — @ assez 
petit pour que le produit 


oa 


(1— 9) | J,| 


soit inférieur & toute grandeur donnée d’avance. Nous obtenons ainsi 
le nouveau résultat: 


lim (1 — e)S, = 0 
e=1 


qui, joint au précédent, nous permet de conclure 


6 
lim (1— 9) plee”'*) = 5, 
e=1 


comme nous voulions |’établir. 
Par-exemple, la fonction p(x) définie par |’équation 


(2) = 


n=1 


1 oo" 


yer ? 
n> 1— 2" 





ou 6 est une quantité positive ou, plus généralement, une quantité 
imaginaire dont la partie réelle est positive, ne peut s’étendre ana- 
lytiquement au-deli du cercle de centre 0 et de rayon un. 

Le produit 


(1 at eggs 


tend vers la limite 


rs) §(6+ 1), 


85* 
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_b 
quand x s’approche du point eva , en suivant le rayon du cercle 
de convergence qui y aboutit; a et 6 désignent, comme plus haut, 
deux nombres entiers premiers entre eux, le premier a étant, en 
outre, positif. 

Considérons encore la fonction 


ro) Sean 


od g(m) est la fonction arithmétique qui indique combien il y a de 
nombres < m et premiers & m. Si l’on définit les coefficients u(n) 
par |’équation 


n—n 


[a u(m) 
§(s) 2 nv ’ 


on aura 
_ Sew at 
F (x) 2 ghee 
dou 
ae n=O 
tim (1—ze*"*) F(a) = DS! HO) = sy, 
ani * n=1 


z=e 


a et b ayant toujours la meme signification. Cette limite s, est nulle 
si a est divisible par un carré autre que l’unité. Si a est un produit 
de facteurs premiers tous différents: 


= PiP2--- Pr) 
Pye, 


ou la somme s’étend maintenant aux seuls nombres entiers positifs 
qui sont premiers 4 a. On aura donc finalement 


on aura 





So = u(@) ree ae selena = 
a? 1 1 
on (\-=) a (1-5) 
Pi p 
ou 
Sp = s. -- wae l y 


m= (p? —1)(p3 —1)---(p2—1) | 


La fonction F(x) ne peut done s’étendre analytiquement au-dela 
du cercle de centre 0 et de rayon un. 





i] 
j 
i 
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On pourrait, dans le cas général, faire d’autres hypotheses simples 
sur les coefficients b,; on pourrait aussi envisager d’autres modes de 
développement des fonctions analytiques. 

Les applications qui précédent suffiront pour montrer le parti 
qu’on peut tirer de cette simple formule (3)*). 


Zurich, décembre 1898. 


*) Consulter, au sujet des nombreux travaux concernant les séries de Taylor 
qui admettent leur cercle de convergence comme coupure, le remarquable article 
de M. Hurwitz: Ueber die Entwickelung der allgemeinen Theorie der analytischen 
Functionen in neuerer Zeit, dans les Verhandlungen des ersten internationalen 
Mathematiker-Kongresses, herausgegeben von F. Rudio (Teubner). 














Die algebraische Lésung des Problems der Substitutionsgruppen. 
Von 


P. Hoyer in Burg b. Magdeburg. 


Einleitung. 


Wir verstehen unter 2, 7,...2, eine Reihe von m unbeschrankt 
veranderlichen Gréssen und wenden auf diese Reihe alle Substitutionen 
irgend einer Gruppe m. Grades an. Die Anzahl der so erhaltenen 
Permutationen oder Groéssenreihen ist gleich v, wenn v die Ordnung 
der Gruppe ist. Aus diesen v Permutationen bilden wir ein System 
von »! = 1.2...n Grésseneinheiten: 


2m af)... xf), 
n 
12) (2) (2) 
a) af)... xf), 
(nt) (nt (nt) 
ZO) git)... alld, 


indem wir jede Permutation = =i mal als Reihe des Systems setzen. 
Verstehen wir dann unter 

ky keg? . Re 

(6 =1,2,...m!) 
nm! Reihen unbestimmter Constanten, so ist der Ausdruck : 


UK, a) —= DS) PAP + Pal + = + RP al? 
f=! 


eine lineare homogene Function der Gréssen 2,” ... %,, und wir 
nennen dieselbe daher eine ,,Linearform“ der betrachteten Gruppe. Die 


Anzahl aller Linearformen einer Gruppe ist somit gleich = ; dieselben 
ev: 


sind mit der Gruppe gegeben, umgekehrt ist jede Gruppe durch eine 
ihrer Linearformen vollig bestimmt. Die Aufgabe: 


walle Gruppen n, Grades zu bestimmen“ 
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ist daher identisch mit der Aufgabe: 


»alle Linearformen 1(k, x) von Gruppen m. Grades zu be- 
stimmen.“ 
Damit ist das Gruppenproblem algebraisch formulirt. 


Bildet man das iiber simmtliche Linearformen 1(k, x) der Gruppen 
n. Grades erstreckte Product 


T(z — Uk, x)), 


wo #2 eine neue Veranderliche bedeutet, und entwickelt dasselbe nach 
Potenzen von z, so erhilt man eine rationale ganze Function (2; k, x) 
von z, deren Coefficienten rationale ganze Functionen der Grdéssen 
Ry... a. a; a... aq sind. Ist diese Function gegeben, 
so liefert die Auflésung der Gleichung 0(2;%, 2) = 0 nach g simmt- 
liche Linearformen 1(k, x). Diese Auflésung, m. a. W. die Zerfillung 
der Function ®(z; k, x) in ihre Linearfactoren, ist aber ohne Schwierig- 
keit auszufiihren. In der That, setzt man g=—0O und simmtliche 
Gréssen k mit Ausnahme von k{” gleich Null, so wird ®(z; k, x) theilbar 
durch das Product simmtlicher Gréssen z, die mit dem Coefficienten 
ki in den Linearformen l(k, x) behaftet sind. Ist 2, eine dieser Gréssen 
a, und setzt man dann ¢ = k\')zq und siimmtliche Gréssen k mit Aus- 
nahme von ki, kf” gleich Null, so wird ®(z;k, ~) theilbar durch die- 
jenigen Gréssen z, welche mit dem Coefficienten kS in den mit Kk! 2, 
beginnenden Linearformen behaftet sind. Ist wieder x, eine dieser 
Gréssen, so liefern jene x, durch die Ok a, + ky was k, x) theilbar 
wird, wenn simmtliche & ausser k{", k{?, KS’ gleich Null gesetzt 
werden, diejenigen Gréssen, welche mit k® in den mit ki a, -t- ky) xe 
beginnenden Linearformen behaftet sind, u. s, f. Mit der Function 
®(z; k, x) kénnen daher auch die Linearformen l(k, x) als gegeben 
betrachtet werden. Die Aufgabe, alle Linearformen 1(k, x) der Gruppen 
mn. Grades zu bestimmen, ist damit auf die Aufgabe zuriickgefiihrt: 
»die Function ®(2; k, x) zu bestimmen“, 

In der vorliegenden Abhandlung soll nun gezeigt werden, dass 
die Function (2; k, x) der griésste gemeinsame Theiler zweier ratio- 
nalen ganzen Functionen von z ist, welche durch eine Reihe rationaler 
Operationen in allgemein — d. h. fiir jedes beliebige n giltiger Form 
darstellbar sind, wobei, was jedenfalls erlaubt ist, nur die symmetrische 
Gruppe als bekannt angesehen wird. Damit ist principiell die Aufgabe 
der Bestimmung aller Linearformen der Gruppen n. Grades gelést. 
Die vollstdndige Lésung der Aufgabe; d. i. nichts anderes als die all- 
gemeine Lésung des Gruppenproblems, wiirde in der expliciten Dar- 
stellung der Function (2; k, 2) zu bestehen haben. 
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Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass diese Untersuchungen in 
meinen Untersuchungen iiber den Zusammenhang in Reihen, bezw. 
iiber die analytische Behandlung der dabei in Betracht kommenden 
Fragen*) ihre Quelle haben, Die folgende Darstellung soll indessen 


so gehalten sein, dass sie auch ohne Kenntniss jener Untersuchungen 
verstindlich ist. 


$ 1. 


Zur Erreichung des in der Einleitung bezeichneten Zieles bedarf 
es einiger vorbereitender Betrachtungen. Denn die substitutionen- 
theoretische Bedingung fiir die Existenz einer Gruppe ist nicht ohne 
Weiteres analytisch durch Gréssenbeziehungen darstellbar, und es bedarf 
daher eines Satzes, der die substitutionentheoretische Aufgabe der 
analytischen Behandlung (in einer der Erreichung des Zieles an- 
gemessenen Weise) zuginglich macht**). Um diesen Satz bequem 
aussprechen zu kénnen, fiihren wir einige abkiirzende Bezeichnungen ein. 

Es sei durch 2,2, ... 2, ein System von » unbeschrinkt verinder- 
lichen Gréssen bezeichnet, die, wie sogleich bemerkt werden soll, den 
Charakter von Hilfsgréssen haben, da sie aus der spiiteren Betrachtung 
herausfallen werden. Alsdann sei zur Abkiirzung das Product 


1 22 iP cm (eo 
sig... = 0(z) 


gesetzt. Ferner seien durch S,, S,...8,; die Substitutionen der sym- 
metrischen Gruppe ». Grades bezeichnet, und 0,(2) («—1,2...mn!) 


stelle das durch Anwendung von S, auf é(2) entstandene Product dar. 
Endlich sei 


> Orba(2) = fle, ©), 
4=! 


wobei unter C,, C,...C,, ein System unbestimmter Constanten ver- 
standen werden soll, und f,(2, C) stelle wieder die durch Anwendung 
von S, auf f(z,C) entstandene Function dar. Nennen wir nun ein 
System von vy Substitutionen (S.,So,...Se,) ein Gruppenvielfaches 


ve Ordnung, wenn eine Gruppe existirt, deren Ordnung v, ein Theiler 
von v ist, und die ~ mal in dem System enthalten ist, so lasst sich 
i 


der in Rede stehende Satz folgendermassen aussprechen: 


*) Math. Ann. Bd. 42 u., fg. 

**) Die allgemeine Methode findet man in meinen Abhandlungen ,,Grund- 
lagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungsaufgaben“ Math. Ann. Bd. 50, 
und ,,Neue Grundlagen der Gruppen und Substitutionentheorie“ ibid. Bd. 51, 
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Damit die Substitutionen S,, Sa, ...Sa, cin Gruppenvielfaches v. Ord- 


nung bilden, ist nothwendig und hinreichend, dass fiir irgend ein Con- 
stantensystem (C) das System der v+ 1 Gleichungen: 


> 8e,(2) = fe, C), 


f(z, C) = fe, (2; C), (x=1,2...¥) 


(1) 


zwischen den Grissen 2, ... %» identisch besteht. 

Beweis: Es seien Ss, 53,... Ss, die verschiedenen unter den Sub- 
stitutionen S,,...Se,. Bilden diese letzteren Substitutionen ein Gruppen- 
vielfaches, so besteht das Gleichungssystem (1) identisch, wenn man 
Cz, = Cn, = ++ = Cy, = <= und alle tibrigen Coefficienten C gleich 
Null setzt. Es bleibt daher nur zu beweisen, dass auch umgekehrt, 
wenn das System der Gleichungen (1) fiir irgend ein Constantensystem 
(C) identisch besteht, die Substitutionen Sz,...S,, ein Gruppenviel- 
faches bilden. Nun folgt aus der Gleichung f(z, C) = fa, (2, C), dass 
Cn = C, ist, wenn S,, = S, S$, ist. Aus dem Bestehen aller Glei- 
chungen f(z, C) = fz, (2, C), (x= 1,2...v), folgt somit, dass C, —C, 
ist, wenn S,, durch Multiplication von S, mit irgend einem Product 
von Potenzen der Substitutionen S,,...S,, entstanden gedacht werden 
kann. Verstehen wir nun unter ¢g(a=—1,2...m!) eine Zahl, die an- 
giebt, wie oft die Substitution S, unter den Substitutionen S,,...S8,, 
vorkommt, so ist > da, (2) = f(z, ¢), und die erste der Gleichungen (1) 

x=1 
kann daher auch in der Form geschrieben werden: f(z, c) = (2, C). 
Daraus folgt co = Ca(a=1,2...m!). Mithin ist auch c, —=c,, wenn 
S» durch Multiplication von S, mit einem Product von Potenzen der 
Substitutionen Sz,...S., erhalten werden kann. Hieraus folgt, da 


‘fiir 8, jede der Substitutionen S,,... Sp, angenommen werden kann, 


dass jede Substitution der durch Sp... Ss, bestimmten Gruppe 
mindestens einmal unter den Substitutionen S,,...S,, enthalten sein 
muss. Da aber diese Substitutionen simmtlich gleich den Substitu- 
tionen S;,... S;,, sind, so miissen die Substitutionen Sz, . . . Sp, selbst, 
eine Gruppe bilden. Da endlich die Producte Sg, .Ss,, Sp, .Ss,,---Sp, -Sp,, 
somit wieder die Substitutionen Sz, ...S,, in derselben oder verinderter 


Reihenfolge ergeben, so miissen siimmtliche Coefficienten cs, (*—=1,2...,) 


gleich cs, sein. Jede der Substitutionen Sz,...Sg, kommt also ¢g, =F mal 








| 
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in der Reihe der Substitutionen S.,...S,, vor. Damit ist der obige 
Satz bewiesen, —- 

Wir suchen nun das Gleichungssystem (1) durch ein anderes zu 
ersetzen, das yv den Substitutionen S,,,...S,, entsprechende un- 
bekannte Gréssenreihen enthilt. Jede Substitution von » Elementen 
kann durch eine Permutation oder Gréssenreihe angegeben werden, in 
die irgend eine Gréssenreihe durch die Substitution iibergefiihrt wird. 
Als eine solche Gréssenreihe war in diesem Paragraphen die Reihe der 
Grossen 2,2,...2, zu Grunde gelegt. Wie bereits oben bemerkt, 
stellen diese Gréssen nur Hilfsgréssen dar. Wir werden daher zu- 
nachst neben dieser Gréssenreihe eine zweite Reihe unbeschriinkt ver- 
ainderlicher Gréssen x, 2,...2, einfiihren, die spiiter in den Betrachtungen 
allein tibrig bleiben wird. Jedem Substitutionssystem (Se, -.-Sa,) von der 
im obigen Satze vorausgesetzten Beschaffenheit kann man dann ein 
System von v Gréssenreihen entsprechen lassen, die Permutationen von 
XZ, X_...Z, sind. Die Gesammtheit dieser Systeme von v Gréssenreihen 
ist nun algebraisch dadurch definirt, dass sie die einem gewissen Glei- 
chungsystem geniigenden Permutationssysteme sind. Die Ableitung 
dieses Gleichungssystems soll im nichsten Paragraphen gegeben wer- 
den. Dasselbe muss natiirlich » Systeme von Unbekannten 


(Yee s Ya) (Y~-- y®) 


enthalten, wibhrend die Gréssen x als die bekannten Gréssen in die 
Coefficienten desselben eingehen, Diese Gréssen bilden also, zusam- 
men mit andern spiter einzufiihrenden Constanten, den Rationalitits- 
bereich. Aus diesem Grunde wird im Folgenden auch zur Verein- 
fachung der Bezeichnungsweise von der Aufnahme dieser Gréssen in 
die Bezeichnung der Functionen, in deren Coefficienten sie eingehen, 
abgesehen werden. 


§ 2, 


Wir verstehen unter (y,...y,) ein System unbekannter Grossen, 
unter 9; (Y, --+ Yn) -++Gn(Y -++ Yn) die m elementar-symmetrischen 
Functionen von y,...¥Y, und unter g,..-.g, die Werthe, in welche 
diese Functionen fiir y, = 2... Yn =, tibergehen. Alsdann werden 
die Lésungssysteme des Systems der » Gleichungen 


9; (Yi +++ Yn) = Sis 
(2) | 
al ¥; se. Yn) — Qn 


durch die der symmetrischen Gruppe n. Grades (S,. .S,,) entsprechen- 
den Permutationen von 2,2, ...%, dargestellt. 
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Versteht man ferner unter (9%, ... %,) ein beliebiges specielles 
Werthsystem von (y,...%,), und denkt man sich alsdann ge(y;... Yn) 
— GJa(¥; --+ Yn) nach Potenzen von (y, — ¥,) ..- (Yn — Yn) ent- 
wickelt und als lineare homogene Function dieser Differenzen dar- 
gestellt, sodass 


(3) GJa(Yy+++Yx) — Ga(Y;-.-Ya) = (Yi—Y) Ge’ (Y, 7) + °° 


+ (Yn —Jn) ge (y, ¥) 
(@==1,2...m) 


wird, so sind die Coefficienten g')(y, ¥) ganze Functionen von 


Y,+++YnY,-+.Yn, die als bekannt vorausgesetzt werden diirfen. Dasselbe 
gilt.daher von der Determinante 


(4) Diy, 9) = £99) ++ 9, 9)- 


Setzen wir in dieser Determinante fiir (9, ...%.) die mn! Lésungs- 
systeme des Gleichungssystems (2) ein, so erhalten wir »! Functionen 
von ¥,..-Yn, deren Coefficienten dem Rationalitiitsbereich (a, 7, ...2,) 
angehéren. Wir bezeichnen diese Functionen daher durch 


(5) D(y)s,, D(y)s, -- - D(y)s,, 

indem wir unter D(y)s, die Function verstehen, welche durch An- 
wendung von S, auf die in den Coefficienten von D(y) = D(y, x) 
enthaltene Gréssenreihe 2,2, ... 2, entsteht. 

Setzen wir in den Functionen (5) auch fir (y,...y,) der Reihe 
nach die den Substitutionen S,...S,; entsprechenden Permutationen 
VON %,%.-.%, ein, so erhalten wir mn! dem Rationalititsbereich 
(a, ..+2,) angehérige Gréssen: 

(6) As,, ds, ... As,,- 
Es geht also As, aus D(y, y) sont wenn fiir y, ... Y, die der 
Substitution S, ‘entsprechende Permutation gesetzt wird. Nun ist 


Dy, y) die Functionaldeterminante von g,(y,..-Yn) «+ +Gn(Yy +++ Yn) 


-woraus leicht 
n- n+(n—1) 1) 


Diy, y)=(—1) * >+ wy. 
folgt. Folglich ist As, die aus 


n- }+(m—1) 


(7) A = D(z,2)=(—1) ? at 1ge-2.., 29. 


Durch Anwendung der Substitution S, auf die Gréssenreihe x, 2... Xn 
hervorgehende Griésse. Bezeichnet daher ¢, die zur Ausfiihrung von 
Se erforderliche Anzahl von Transpositionen, so folgt 


(8) As, =(—1)*A. 
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Alsdann stellt der Ausdruck 


nt Diy) nt 
(9) Ps a = - kD (- 1)"* Fa D(y)s, 


eine ganze Function von y,...¥. dar, die ftir ein Lésungssystem des 
Gleichungssystems (2) den Werth §, annimmt*), wenn dieses Lésungs- 
system der Substitution S, entspricht. 


Es sei jetzt (y...y®) ein Lésungssystem von (2), das der Sub- 
stitution S., («=1,2...v) eines Gruppenvielfachen (Sz,...S,) ent- 


spricht. Setzen wir in (9) fiir %, einmal 0,(2), dann f,(2, C) ein, 
so wird: 


ni 
4 > (-1)"* Diy), Fa(#) = ba, (2); 
al 


kK >, (—1)* D(y)s,fe (2, C) = fag (eC) 


92(2), fa(@,C) (a1...) 


die in § 1 definirten Griéssen sind. Das zur Definition des Gruppen- 
vielfachen aufgestellte Gleichungssystem (1) geht daher tiber in 


> (—1)'da(e) >? D (ys, = Af(e, ©), 
(10) ; eg nl 1 
Af (2, C) = >) (—1)"* D(y)s,-fal4, C) 


a=1 


(=e 1,2...¥). 





Damit diese Gleichungen als Identitiiten zwischen den Gréssen 2,... 2, 
als den alleinigen Verinderlichen, wie es in dem Satze des § 1 ver- 
langt wird, bestehen, ist nothwendig und hinreichend, dass die Coef- 
ficienten der Producte gleich hoher Potenzen von 2, ...%, auf beiden 
Seiten iibereinstimmen. Die erste der Gleichungen (10) liefert daher 
sofort das System der m! Gleichungen: 


(11) A.C, = (—1)% > Dy), 
ia aa (a= 1,2... n!). 


*) Kronecker ,,Ueber einige Interpolationsformeln fiir ganze Functionen 
mehrer Variabeln“ Ges. Werke Bd. 1. 
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Um ebenso aus jeder der iibrigen » Gleichungen (10) ein System von 
nm! Gleichungen zu erhalten, haben wir den Coefficienten von 0,(2) in 


(12) > (— 1)" Diy)s, Fe, ©) 


y=1 


zu bestimmen. Nun ist /,(¢, C) die aus 


fle, C) = >) Grp (2) 
g=1 


durch Anwendung der Substitution S, auf die Gréssenreihe 2z,... 2, 
hervorgehende Function, und d,(z) das aus d(¢) durch Anwendung 
von Sg hervorgehende Product. Durch Anwendung von Sy auf d¢(z) 
geht daher 6;(2) tber in 0,(2), wenn SsS, = S,, also S, = S;"S, 
ist. Da alsdann (— 1)" — (—1)'**“ ist, so folgt, dass der Coefficient 
von 6,(2) in (12) durch den Ausdruck: 


(—1)* D)(—1)* Dy), 1, - Cp 
B=1 , 


dargestellt wird. Dieser Ausdruck muss somit gleich dem Coefficienten 
von 0.(z) in f(¢, C) sein, oder es muss 


ni 
(13) A Cy = (—1)* 2 (— 1) DYy*),-1, » Cp 
=1 ‘ 
(wee l1,2...m!, x=l,2...¥) 


sein. Durch Elimination der Gréssen C aus (11) und (13) ergiebt sich 
endlich das System der »!y Gleichungen: 


(14) As BID, =D DO g-14, 2; DMs 
' t=1 p=1 =1 


(a@—=1,2...m! x—=1,2...0). 


Besteht das System dieser Gleichungen, und denkt man sich alsdann 
die Gréssen C aus (11) bestimmt, so besteht fiir diese Gréssen auch 
das System der Gleichung (13). Daraus folgt, dass alsdann auch das 
System der Gleichungen (10) und mithin auch das der Gleichungen (1) 
besteht, sofern das Gréssensystem (y,.., y,--.y®... y®) aus 
Lésungssystemen von (2) zusammengesetzt ist. Das in dem Satze des 
§ 4 enthaliene Criterium fiir die Existenz eines Gruppenvielfachen kann 
daher durch das folgende ersetzt werden: 
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Damit v Substitutionen S,,...S_z,, welche v Lésungssystemen 
(Y,+-+Y,) +--+ (yl... ye) des Systems der Gleichungen (2) entsprechen, 
ein Gruppenvielfaches bilden, ist nothwendig und hinreichend, dass das 
Grossensystem (y,...y,, ... yf... yW) die Gleichungen (14) befriedigt. 


§ 3. 


Wir bezeichnen jetzt die linken Seiten der auf Null gebrachten 
Gleichungen (14) als Functionen der v unbekanuten Gréssensysteme 
(Yj, ++ Y,) +++ (yh? ~~. yl) kurz durch Fox (y', y” ... y), sodass also 


nti v v 
(15) Fae(y'---y”) = > Dy) ,— 5, > Dy)s, —4 > Diy)s, 
g=1 * t=1 


!=1 
(a= 1,2...n!, «=2 1,2...) 


wird. Ferner erweitern wir den Rationalitatsbereich durch Aufnahme 
zweier Systeme uubestimmter Constanten, von denen das eine aus 
v Reihen von je » Gréssen 


Mi... 

(B=1,2...%), 
das andere aus 1 + »! » Groéssen 

ng yy > + > Mate 
bestehen soll. Sodann setzen wir: 


v 


(16) U(y’ 9) = 3S? (OY + RY YY ++ + Ley 


pei 
und, indem wir unter zg eine neue Verinderliche verstehen: 
(17) L(z,y'...y™) 
ni a 
=H (2—1y-.-9)) + D>) Dd) tanteFan (y's -+ 9”). 


a=1 x=1 
Endlich setzen wir in L(z,y’... y)) fiir jedes der » Gréssensysteme 
(y,---¥,)--+ (yf --- yl”) alle m! Permutationen desselben Gréssen- 
systems (y,.-. Yn) ein und bilden das Product aller so erhaltenen 
Ausdriicke. Dieses Product ist eine ganze Function von ¢, y, ..- Yn, 
die ausserdem symmetrisch in Beziehung auf y,...y, ist, sich also 
als rationale ganze Function von g,(y,-.-Yn) .-+Gn(Y,---Yn) darstellen 
lisst, Wir bezeichnen diese Function daher durch G” (2, g(y)); sodass 


(18) G” (2, gy) — [ [2@.y'.-.¥) 


(y--y(*) 
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ist. Die Coefficienten dieser Function sind rationale ganze Functionen 
der Gréssen x, %,u, die den Rationalitiitsbereich bilden. Da bei der 
Bildung der Functionen (15) und (18) nur die symmetrische Gruppe 
als bekannt vorausgesetzt wurde, so kénnen diese Functionen als be- 
kannt angesehen werden. Gleiches gilt daher auch von der Function: 


(19) G” (2) = G (2, g(2)) 


die sich ergiebt, wenn in G (2 , g(y)) Y, = 2%, .-. Yn = 2X, gesetzt wird, 
Diese Function verschwindet aber fiir z= I(y’...y), wenn 
(Yi, +--¥,--- ye... y™) ein aus Lésungssystemen von (2) zusammen- 
gesetztes Lésungssystem des Gleichungssystems (14) ist. Ist umgekehrt 
2= X(a,k) eine von den Grossen « unabhaingige Wurzel der Gleichung 
(20) G(z) =0, 

so muss fiir ein gewisses aus Liésungssystemen von (2) zusammen- 
gesetztes Gréssensystem (y;.-.y,.-. yl... y®) 

L(X(z,x),y'...y”) =0 

werden. Fiir dieses Lésungssystem (y, ...y,...y)...y miissen 
daher die Coefficienten der Gréssen u in (17) verschwinden, d. h. es 
miissen die Gleichungen F,,(y’...y™) =O bestehen und es muss 
X(a,x)=IU(y’...y™) sein. Die von den Gréssen uv unabhiingigen 
Wurzeln der Gleichung (20) werden also von denjenigen Linearformen 
L(y’... y®) gebildet, fiir welche (y, ...y,---y”...y®) ein aus 
Lésungssystemen des Gleichungssystemes (2) zusammengesetztes Lésungs- 
system des Gleichungssystems (14) ist. Entwickelt man daher die 
Function G2) nach Potenzen der Grossen u und bestimmt den grissten 
gemeinsamen Theiler ®”) (2) der als Entwickelungscoefficienten auftreten- 
den Functionen von z, so sind die Wurzeln der Gleichung 9) (2) = 0 


diejenigen Linearformen, welche Gruppenvielfachen v'*" Ordnung ent- 
sprechen. 


g 4. 


Die im vorigen Paragraphen definirte Function ®(z) war dort 
als grésster gemeinsamer Theiler eines Systems ganzer Functionen 
von 2 definirt, das sich durch Entwickelung von G)(z) nach Potenzen 


der Gréssen u ergiebt. Diese Function ®(z) ist aber zuf. § 3 auch 
ein Theiler der Function 


(21) H(e) =[ [ (e—1...¥) 


(y’ «+ yl) 


die sich ergiebt, wenn man sich in 


(« — 10y...9) 
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fiir jedes der Gréssensysteme (y; ...y,)... (y\”... y®) alle Permu- 
tationen von 2, 2,...-%, eingesetzt denkt und die so erhaltenen n!v 
Ausdriicke mit einander multiplicirt. Die Coefficienten dieser Func- 
tionen sind symmetrische Funetionen von 2,...2, und als bekannt 
anzusehen. Dieselben enthalten ferner die Gréssen u nicht. Die Func- 
tion ©) (z) ist daher, abgesehen von einem dem Rationalititsbereich 
angehoérigen Factor, nichts anderes als der grésste gemeinsame Theiler 
der beiden Functionen G(z) und H(z). Damit ist nunmehr die 
Aufgabe 
alle Gruppenvielfachen v. Ordnung zu bestimmen 
auf die Aufgabe zuriickgefiihrt 
den grissten gemeinsamen Theiler zweier als bekannt an- 
zusehenden Functionen von z: G (2) und H(z) zu bestimmen 
und in seine Linearfactoren zu zerlegen. 
Dabei ist; wie in der Einleitung gezeigt wurde, die Zerlegung in 
Linearfactoren durch Substitution specieller Werthe fiir z und die 
Gréssen k unmittelbar zu erhaiten. Wird v =m! angenommen, so 
muss die Zerlegung dieses gréssten gemeinsamen Theilers alle Gruppen 
nm. Grades liefern, da die Ordnung einer jeden derselben ein Theiler 
von »! ist. Damit sind wir zu dem in der Einleitung bezeichneten 
Resultat gelangt, dessen Ableitung das Ziel dieser Abhandlung war. 
Denn es ist die Aufgabe: 
alle Gruppen n. Grades zu bestimmen 
auf die algebraische Aufgabe zuriickgefiihrt : 
den grissten gemeinsamen Theiler zweier als bekannt an- 
zusehenden Functionen von 2: G (2) und H(z) zu bestimmen 
und in seine Linearfactoren zu zerlegen. 


Burg b. Magdeburg den 12. Nov. 1898. 

















The Structure of the Linear Homogeneous Groups Defined 
by the Invariant 2,6 + 24,6 -+---+4,,&. 


By 


Leonarp Eveene Dickson of Austin, Texas. 


Introduction. 


We study the largest linear homogeneous group in m variables 
which leaves absolutely invariant the function 


or = > ei (each 4;40). 
i=1 
For r > 2, there exists no continuous group leaving g, invariant; 
while for r==2 the continuous group defined is the well known 
orthogonal group. For r > 2, every collineation leaving gy, = 0 in- 
variant merely interchanges the terms 4,67. 

The greater part of the investigation in concerned with linear 
substitutions whose coefficients are complexes in the Galois field*) 
of order p", including the special case of integers taken modulo p. 
The case r= 2 is not considered in the present paper, having been 
treated at length by the writer in earlier papers.**) Every m-ary quadratic 
form of determinant not zero in the GF[p"], p > 2, can be reduced 
by linear transformation to one of two distinct canonical forms, 


m—1 


Dz, > + vee 


i=1 i=1 


*) This field is denoted by the symbol G#[p"]. We use the theory in 
the abstract form given by Moore in the paper, A doubly infinite system of simple 
groups (Chicago Congress Mathematical Papers). 

**) Determination of the structure of all linear homogeneous groups in a 
Galois field which are defined by a quadratic invariant (American Journal of 
Mathematics, Vol. 21, pp. 193—256). 

Systems of simple groups derived from the Orthogonal group (Proceedings 
of the California Academy of Sciences, Third series, Vol. 1, Nos, 4 and 5); Bulletin 
of the American Math. Society, Feb, and May, 1898. 


Mathematische Annalen. LII, 36 
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where v is a not-square in the GF[p"]. The second form is reducible 
to the first only when m is odd, The first form defines the orthogonal 
group having for m odd the factors of composition 2,2 und 


z (prim) — 1) pr (m—2) (pri- it 1) p*(™—4) a (p** foe 1) Pp", 


the case p* = 3, m= 3 being an exception; for m even, it has (for 
m > 4) the factors of composition 2, 2, 2 and 


+ [prem pa p (7-1) é | (p™™—2) ais 1) pre) ne (p?* a 1) p", 


where ¢ denotes + 1 according as p* = 4/1-++1. The second form 
defines a group which for m even and > 2 has the factors of com- 
position 2, 2 and 
4 [pre +" (7-1) | (prem—2) — 1) prim—B) (2 — 1) pr, 
For r > 2, we prove in the present paper that the structure of 


the groups defined by g, follows from the structure of the group in 


the G F'[ p**] defined by the invariant a. The decomposition 
i=1 


of the latter group leads to the system of simple groups of order Qn,»,;, 
5 [ptm —(— 1 yn] prem [prem — (—1)™1] prlm—2) ,,. [p* — 1] pt, 


where d is the greatest common division of m and p*-+ 1. The only 
exceptions are m= 3, p*' = 2; m=—=2, p*'=—2; m=2, p'=—3. For 
m==2, these simple groups were obtained by Moore (Il. c.) as a 
generalization of the modular group. For m > 2, the lowest orders 
of the new simple groups are as follows: 


Q55,1 = 6048, Qo, —= 25920, Q2,2 —= 62400, 25,1 = 126000, 
Q4.5,1 = 3,265,920. 


Our investigation has direct contact with the paper by Moore 


(Annalen, Band 50) on the universal invariant > ki of finite groups 


1 


of linear substitutions. Indeed, if & belongs to the GF [p?*], § and 
£* are conjugates with respect to the GF'[p’], so that the above in- 


m 
variant may be written > bE. 


i=1 
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§ 1. 


In order that the linear substitution 


S: B= Sayk  (G—1,...m) 


shall leave g, absolutely invariant, the following conditions upon its 
coefficients must be satisfied: 


(1) Daas = 4; (j= 1,...,m), 
! . r 
(2) nee Aes My, My, =O 
i=1 
holding for every partition of r into s > 1 integral parts, 
r="t+ret--+H, 
while for each partition, j,, /,,...,j, may take every combination of s 
distinct integers chosen from 1, 2,..., m. If working in the GF[p*}, 


we may and do take r < p". The conditions for the invariance of 
gy, are then (1) and (2). 


Except for linear substitutions in the GF[p*], in which p is 
divisor of r, the inverse of S has the form, 


ei = Sait (k—=1,...,m). 


f=) 


Indeed, the product SS-' replaces & by 


iz (S2« aie re) b= by 


i=1 
by applying (1) and pi for r, =r—l,r,—1. 
If r = per,, we have in the GF[p"| the identity 


or = > A, = (> Ai oy 


where 4, =A?" °. Hence a substitution leaving gy, invariant will at 
most multiply the function 


Gn =D ie 
i=1 
by a factor » which satisfies the equations 
n=l, gP—t—, 
36* 
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from which 4» = 1. Hence in determining the totality of groups in 
every GF [p"] defined by invariants ,, we may assume that r is 
prime to p. 


§ 2. 


Consider for r > 2 the following equations of the form (2), in which 
dis Jp Aenote two arbitrarily fixed distinct integers < m: 


m 
. > (Ay ars, ip) es; = 0, 
é=a1 


1 . r— 
3 rr—)) » (Arai ip) Oj, = 0, 


i=t 


r(r—1) e 4 (Ayais” Ot; j,) 55, = O (jg=1,.. 2) 5 Jg= Ji » Jo) 
én 


For the case m = 2, we have only the first two equations; the case 
m= 1 is trivial. For continuous groups, groups of collineations, or 
groups in any GF'[p"| for which p is not a divisor of r(r—1), we 
may drop the numerical factors from the above m equations. But 


| ai;| = O (t,j—1,..., m) 
being the determinant of S. Hence we have 


A; af,” a, = O (8, Jisd2 = 1-05 M5 J FE Je)- 
Hence only one element of each row of the matrix for S is not zero. 
The determinant of S being not zero, the non-vanishing coefficients 
lie in different colums as well as in different rows. We have in 
particular the result: 

Theorem. For r > 2, there exists no continuous group leaving 9, 
invariant, Every collineation leaving the equation gy, = 0 (r > 2) in- 
variant has the form 

of = Oia; ba, (¢—=1,..., m) 


where a, ,@,-++, 4m form a permutation of 1, 2,..., m. 


§ 3. 

For linear substitutions in the G Fp") leaving g, invariant, there 
remains the case in which r(r — 1) is divisible by py. Suppose there- 
fore that 

r—l=gp (821) 
where g is not divisible by p. We treat first the case g + 1. Consider 
the following m equations of the form (2): 




















—-_ 
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. (gp*+1)! > Ge ho p a, =0, 


(g—1) p*}!p'! 1! 
(jg = 1,.. 53 Jg=I; » Jo), 


| (gp*+1)! op 
[(g—1)p* +1]! p*! PAC i Cin a; ) 5, 0, 


(gp* +1)! AC 
[g—1)p'}! (p*+1)! Px 1M a) iy, = Or 


only the latter two occurring if m—2. We may verify that the 
numerical factors are not divisible by the prime number p. This result, 
however, follows by inspection if we apply a general theorem on the 
residue of a multinomial coefficient module p given in the writer's 
Inaugural Dissertation*). Then, since the determinant | @;;| +0, 
we have 











ad a = 0 (tJ Jom=1,.--) M3 J, )a)- 
Theorem. Jf r>2 be not divisible by p and is not of the form 
p’ +1, every linear substitution S in the GF [p"] leaving g, invariant 
is the product of a literal substitution L on the letters &,, &,.. +) &m 
by a linear substitution of the form 


P: Ei = a; 8; (¢=1,...,m), 
where by (1) 


a= 1, 


If r+ p’+ 1, the structure of the largest linear group leaving 
gy, (r > 2) invariant is now evident. Indeed, it has as an invariant 
sub-group the commutative group of the substitutions 7, the quotient 
group being the symmetric group on m letters. 


g 4. 


We consider next the case ry = p'-+- 1. The general substitution 
S transforms g, into 


m 


Ba ( Bes) Ba Later) (Das). 


The conditions that this sum be identical with g, are 


*) The analytic representation of substitutions on a power of a prime number 
of letters with a discussion of the linear group (Annals of Mathematics, 1897). 
See § 14, p. 75. 
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(1) yu mite a (jm 1y.ym), 


(2’) Di eg (j,k=1,...,m; jk). 
By § 1, the inverse of S has the form 


s-; i-> a (im l,..ym). 


By the same rule, the inverse of the latter substitution is 


ya, (4, ? 
i= 32 (#7) & (i= 1,...5m). 


j=l 
Hence this substitution must be identical with S. Hence 
4\P*—-1 os 
‘ i  ——— — 
(3) () a: = &, (i, j=—1,..., m), 
The determinant of S-' is 
Aj 8 . . 
z as, ‘| =|] — a,, |? (i,j—=1,...m). 

















Hence, since the product SS—' — 1 has the determinant unity, we have 


(4) | ovis |” "+¥ oe 1, 
From the form of the reciprocal S~', it follows that 
i. A; vr 
6) ba jmty.eam) 


where A,; denotes the adjoint of «;; in the determinant 

D = | a; | (4, jal, . . 9m). 
The value of n, defining the GF[p"| to which the coefficients of our 
substitution S and the quantities 4; were assumed to belong, has played 
no part in the above formulae. We proceed to prove that our problem 
can be reduced to a series of similar ones in which n = 2s. Consider 
the G F[p**‘, = includes the G F[p*] and the GF [p**]. Raising 


(3) to the power 2 =, we have 
Pp —_ 


pens ns_1 


Gy" a1 


1; 
if a;+ 0. Hence > would be the p*-+ 1 power of some quantity 
uw in the GF [pe]. The substitution 7; 

& = & (k=1,...,m; kj), & = we; 























On linear homogeneous groups. 567 


transforms 9, into 
k=1---m m 
8 ’ 
> Bet + aug = Dae 
kj k=1 


in which the coefficients 4; and 4; are equal. Evidently 7; transforms 
S into the substitution 


k=1-+-m 

= D>) ante t+ tayk — (=1,...m; Ij) 
kj 
k=1.-+-m 

=u > Oper yy Ee 
7 


whose coefficients belong to the GF{[p***] and satisfy relations 
similar to (3). 

Suppose that the coefficients a,., @3,..+, %1m, do not vanish while 
a; 0 for j > m,, in all of the substitutions leaving g, invariant. 
Then the group is isomorphic to a group of substitutions in the 
GF[p*"*] leaving invariant 


, , 8 , ’ , 
gr = >) at (Ay = Ayer dm). 
k=1 


In the latter substitutions the coefficients a; (j > m,) are all zero. 
If, among the cvefficients a2; (j >m,), any one as a; += 0, we trans- 
form the invariant g, by 7j,, giving the function 


ae (a,"= A," = +++ == Am, = aj). 
k=1 


But this function is invariant under the transposition (&, §,) and hence 
gy, must have been invariant under a substitution in which a, +0. It 
follows that 

aj; = 0 (¢=1,...,m,3 J—=m,+1,...,m) 
in every substitution leaving g, invariant. Considering the form of 
its reciprocal, we have 

aj, = 0 (t=1,...,m,; j=m,+1,...,m). 
Hence every substitution leaving g, invariant is the product of two 
commutative substitutions, the one affecting the indices &,..., &m, only 
and leaving invariant 

til ee “le 

and the other affecting only &,,41,..., &m and leaving invariant 


m 


> ae. 


i=m+1 
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Proceeding with the latter substitutions in the same manner, it follows 
that the structure of the group in the GF[p*] leaving g, invariant 
results immediately from the structures of certain groups in the G F[ p?**] 


which leave invariant functions of the form gat But the rela- 
i=1 


tions (3) for substitutions of the latter groups take the form 


2s * os 
af =O, (i, jam 1,...,™). 


Hence there is no limitation imposed in assuming that the field to 
which the substitutions belong is the G F[p**]. 


§ 5. 
Denote by Gn», the largest group of linear homogeneous m-ary 
substitutions in the GF{[p?*] which leave invariant 
i ii oo ot ale 
1 m a 
For m = 2, we have by (1) and (5), when 4, = 4,, 

Oy = Den, o,—=—Dee, of t'+ amt = 1. 
Inversely, every substitution satisfying these relations is seen to leave 
gr +1 4 ge°’+! absolutely invariant. Every such substitution is the 
product of a substitution 

By yy By yn Fe 
(6) . ‘ ‘s p>+1 pi +1 —_— 

g, —— ats -+- oi (af id ™ ) 
by one of the p*+ 1 distinct substitutions 

B= 65, &, = Dé, (De'+! = 1). 

The number of distinct substitutions (6) is (p**—1)p*. Indeed, for 
the p’-+ 1 values of «,, for which of;*'=1, we must have a,, = 0; 
while for each of the remaining (p**— p’— 1) values of a, in the 
GF p**], there exist p’ + 1 solutions in the field of 


o44 e441, 
11 2 


? 
for the second member belongs to the GJ'[p*] and is therefore the 
p’ + 1 power of some mark in the GF[p?*]. But 


(p+ 1) + (p+ 1) (* — p — 1) = (ve +1) (* — Dp’. 
The group of the substitutions (6) has an invariant sub-group of 


order 1 or 2, according as p==2 or p > 2, and generated by the 
substitution 


= 


C,C,: E’= — &, §, = — &,. 
The quotient group (obtained concretely by taking the substitutions (6) 
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fractionally) is readily seen to be conjugate with the ‘imaginary’ form *) 
of the group of linear fractional substitutions of determinant unity in 
the GF([p']. Except in the cases p* = 2 and 3, it has been proven 
simple by Moore (I. ¢.) and, following Jordan’s method for s=1, by the 
writer in his Dissertation (I. c.). 
For m general, let S be an arbitrary substitution of Gu,p,s5 
S: Bi = >) ai, & (jam 1,...,%). 

- j=1 
By §4, its inverse is obtained qy replacing aj; by aj;. Hence the 
relations (1) and (2), for 4;—= 1, when written for the inverse S-', 


give the equivalent set of conditions for the invariance of Det: 


m i=1 
Y pS . 
(@) P «= | (j=1,...,m), 
¢==1 
(8) Da,,02 = 0 (G,banl,...m5 jek). 


i=l 


By § 6 the number of distinct linear functions 


fh =>) a, gj 
j=l 


by which the substitutions of Gn», can replace & is the number 
Pm,p,s Of distinct sets of solutions in the GF[p**] of the equation 


(7) >t = 1, 
j=1 


Let 7 be a substitution of the group which replaces &, by a 
definite function f,. Then, if 2, d’,... denote all of the Qn,p,, sub- 
stitutions of the group which leave &, fixed, the products 72, T2’,... 
and no other substitutions of the group will replace &, by /,. Hence 
the order Q,,p,, of the group Gm,p,s is 


Qep,s = Quv,s Prnp,e+ 
But the substitutions 2, D’,..., have 
@,=1, a;,—0 (t—2,..., m). 
Hence by (8), for j = 1, we have 


of = () (k= 2,...,m). 


Hence 2, &’,... are substitutions of the group Gn_1»,, on the 
indices §,..., &m, 80 that Qm,p,s == 2m-1,p,s» Hence, since 


~ *) Moore, A doubly infinite system of simple groups (Chicago Congress Mathe- 
matical Papers, pp. 208—242). See § 6, p. 230. 
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Qi,2=P+l= Pips 
is the number of substitutions affecting one index only, we have 
Quip,s oP mp8 Pr—1,9,8 ere Pi,p,2- 


To evaluate P,,,,,, the number of sets of solutions of 
> my ti =1, 
i=1 


we note that, for the P,—1,,,, sets of values of y,,..., 47, which make 


> nf ** — 1, the corres —_— value of ,, is zero; while, for each 
az" P g 1 
i=2 
of the 224~—1) — P,_,,, sets of values in the GF{[p**] for which 
that sum + 1, there exist p* + 1 values in the G F[p**] for n,. Indeed, 
1 — i 
belongs to the GF[p*] and is therefore a (p*+1)* power in the 
G F[p**]. Hence we have 
Py. p,0 —_ Pr—1,9,8 + (p'+1) (p?#(*—1) — P,_1,9,2)- 
Since P;,»,, =p’ + 1, we find by mathematical induction that 
Pass _— peea-)) vo (— 1)*p**—», 
For another proof of this result, we consider the case p > 2. Then 
if vy be a.not square in the GF[p*], the GF{[p**] may be defined 
by means of the irreducible equation 


I'v (Ie? =— 1). 


Setting 
: Hi =a; + BI (¢—=1,...,”) 
we have 
nf = % — BI. 
Hence 
is +! — =>? — vB?) = 8 


i=1 


This quadratic ie has in the GF[p’| 


praa-t) en (-— 1)" p*—») 
sets of solutions «,,..., @n, By,-- +, Bn-*) 


We have therefore for the order of Gn», the result, 
Qais,s = (py _— (— 1)") pee» (pm coe (— 1)"-1) prom» a 
. (p*—1) p (p’+.1). 


*) Dickson, Orthogonal group in a Galois field (Bulletin of the American 
Mathematical Society, February, 1898), p. 197. 
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§ 6. 


Theorem. If @,,, @5,..+) @im be any system of solutions in the 
GF p**) of the equation (7,), there exists a substitution S in the group 
Gin,p,s Which replaces §, by 


N= > ayk 


j=1 


and which is generated by the following substitutions [in which only the 
indices altered are written): 


Ti,2: Ei = ré; (r?*+1 = 1), 
a, 8 , ti = «e &+8 gj 
wil | Ej = — Br’E; + a?" 
an additional generator being necessary if p'= 2, m>3, viz., 


&, — g, + gE, + é, 
7 | 


(aP*+1 + prr+t = 1), 


f= §& +7 &4+7°7§& [(1?=I+1(mod, 2)}. 
= g, + Ig, +I E; 
If m= 1, we may take S= Ti. If m—2, we take 
S = Ory". 
If m > 2, we prove the proposition by induction. Suppose first that 


the ay ** (t=1,...,m) are not all unity, for example, 


1— oh Ht 0. 


The left member belongs to the GF[p*], since it equals its p* power. 
Hence we may write 


(9) att ye tte 1, 


uw being a mark +0 in the GF [p**]. The group therefore contains 
a substitution of the form Oj''". By (7,) and (9), we have 


= a Maes foe 


Assuming our theorem to be true for m — 1 indices, the group contains 
a substitution S’ replacing &, by 


- = En. 


des ei rn 


Hence the product S = S’ Offs" will replace & by /f,. 
Suppose on the contrary that 


att 1 (jae, 2,...,m). 











572 L. E. Dickson. 


If the group contains a substitution S, replacing &, by £, + & + ---+ &,, 
the product 
Ss = poe D2, a0 ee Dm, 04m ™1 


will replace & by /;, =>) a,;&;. We may therefore limit our dis- 
j=1 

cussion to the case o,; = 1(i—1,...,m). But the group will contain a 

substitution of the form S, if it contains S,=Of§ S,, which replaces &, by 


(a — B”)E, + (B+ 0”) b +b to +++ bn. 
If p+ 2, we can take a = f”, since the condition 
og? +} of. prt a 2ert} _ 
can be satisfied by a mark # in the GF [p?*]. In this case, S,(&, &) 
replaces & by the function 
2BE + & +--+ &m, 


and therefore belongs to the group by our assumption on m — 1 indiices. 


If p= 2, s > 1, we can choose « and 8 among the sets of solutions 
in the GF[p**] of 


(10) an th 4 gett] 
in such a manner that 


(c — pret! = grt! 4 get} — a?" pP* 4 1. 


Indeed, the condition is (since p = 2), 


a?! p” + af. 
Since p* > 2, we may take for «@ a mark neither zero nor unity in 
the GF [p*] and then determine a solution B of (10) such that 


B+ 6”. Then will a” 6” + a8. To prove that such a choice for B 
is possible, we note first that 


wima, atta; hence a” t'4+1, B+0. 
Further, if a’, 6’ be one set of solutions of (10), then is also a’, rf’, 
where t is any root of 
tt 1, 
Not every root t belongs to the GF{[p*|, and therefore not every 
solution B corresponding to a given @ belongs to the GF[p*]. Hence, 
if p=2, p’>2, we may suppose that in the substitution S, the 


coefficient @,, is such that a? tt 4. 1, when the proposition follows 
as above. 


For p* = 2, an additional generator W, for example, is necessary 
since the only substitutions of the form One are the products 


T1,9 Tz,9.—1 and (€§)) 71,9 T2,.-! (o? = 1). 
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Indeed, there exists in the GF'[2?] only six sets of solutions of 

as + B —_ 1, 
viz, e=e, B=O0 and a=0, B=—g, where g®>=1. Hence the 
substitutions 7, and Of," can not combine to give a substitution 


replacing &, by &, + &, + &, for example. It follows readily that the 
additional generator W is sufficient, together with the substitutions 
T and O, to generate the group Gm,21. 


§ 7. 

Lemma. Jf a substitution S of the group Gn», be commutative 
with Of, for certain values of a, then the following coefficients of S 
must be zero, 

Oj Hej, Ajr, Oye (j=1,...,m; j=er, b). 
Among the conditions for the identity S OFF —= OF? S occur 


reba pede yiow 
— BP* ces + (a?* —1) am; = 0, B jr + (a? — 1) aj = 0 
(j=1,....m5J=F7, t). 
Hence the theorem follows if the determinant 
(a— 1) (a?*—1) + pertt=2—a— a" +0. 
The equation 2 — « — a?’ = 0 has p’ solutions in the G F'[p**]; indeed, 
a?** == (2— a)” = 2 — oP = 2 — (2—a) = a. 
But for « arbitrary there exists a mark £ in the GF[p**] such that 
oP +1 4 Betti — 1, 


Hence there are sets of solutions a, 6 for which the above determinant 
does not vanish. 


Note. Another statement of our result is that S breaks up into 
the product of a substitution affecting only &, and & by a substitution 
affecting only &; (j—=1,...,m; jer, t). 


§ 8. 

We proceed to determine the structure of the group G»,»,, of 
order Qn,p,s. For m= 1, the group is a commutative (cyclic) group 
of order p'-+ 1. For m = 2, its structure was determined in § 5, 

The substitutions of G,,,,, of determinant D—=1 form an in- 


variant sub-group Hm», of order Qnp,s/(p*-+-1). Indeed, we have 
shown that D must be a root of 


(4) pt" — 1, 


Inversely, substitutions do exist in the group G,,»,, having as deter- 
minants every root of (4), for example, 7;,, and its powers, where t 
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is a primitive root of (4). Hence the factors of composition of Gm, », 
are those of H»,»,, together with the prime factors of p* + 1. 


Supposing m > 3, let J be an invariant sub-group of H,,,p., con- 
taining a substitution 


S: Bi >) es & (t—m1,...,m) 


fom | 
not of the form : 


T: Gack (s—,...,.m [rr tt — 1, m= 1]. 
With the simple exception m= 3, p’=2, when Hs». is of order 
72, we will prove that I coincides with H. Therefore the substitutions 


T form a cyclic group of order d, the greatest common divisor of m 
and p* + 1, which is the maximal invariant sub-group of Hm,p,s- Hence 


Q 
the quotient group gives a simple group of order —“*"—. 
q group g ee group aq? +p 
§ 9. 


Theorem, There exists in the group I a substitution replacing &, 
by x&, + 6&, and not reducing to the identity. 


Suppose that a,, +0, for example. Transforming S by OFS, 
obtain a substitution S’ replacing é, by 


0448, + (a,, a” + 0,5?) Bo (— wey + Aas), + > 15 &;. 


To make the coefficient of §, zero, we have the ditties 
an pe+1 a 
baited, 
The condition for w is therefore 
a? t*(an + + at. +") -_ ot! ; 


Unless ant? + « a’ + 1.0, there exists a solution w in the G F[p**] 
of this relation; indeed, the value of w+! belongs to the GF[p*| 


and is therefore the (p*-+-1)* power of a quantity mw in the GF[p*'). 
It follows that we can assume that the only coefficients a; (j > 1) 


which do not vanish are «,,,..., @im, and that, ifm, > 2, they have 
the property that 


(11) att Mt 0 Gyk=2..4m45 JER). 


If m, = 2, the thorem is proven. If m, > 3, the terms in (11) must 
all be equal and therefore zero unless p= 2. Supposing first that 
p +2, our theorem is proven unless m, = 3, when we have 


(12) oF? 1, ott + ah tt 0, ay—=—0 (j—4,...,m). 
In the latter case we may assume that not both 





" 





i] 
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ott GP tt 0 (i= 2, 8); 


for, if so, a soln = a? ** and hence each is zero by (12), since p+ 2. 
We may suppose, for example, that 

at Tt + aft! fe 0. 
If the left member be unity, than «,, =O by (12) and the theorem 


is proven. Suppose therefore that the left member is neither zero nor 
unity and consider the substitution 


S=S~"C,0,8C,C, =8.C,C,, 
where S, = S~'C,C,S is seen to be the substitution 


bi = & — 2ai1 >) a” Fi = 2a. >. a g, 
j=l j=1 

(¢ mm 1,..., m). 
The coefficient %,, in S is therefore 
‘, =— (1 = 2ef, +! me 2am, +) ; 
Hence 


aft! = ata, = (1—2a%t!— ort) 


? 
which + 1 since <* - att is neither zero nor 1. Applying the 


above process to § in which att oe 1, we reach a substitution in 
the group J in which all but one of the o;(j= 


Suppose next that p—2. We have by (11) 
att matte ee a tO, ayy 0 = (jem, +,...,m). 
The ratios of a9, @3,-. +) %1m, therefore satisfy the equation 
(13) ett 
Hence by transforming S by suitable products of the form 
LP 17%, (= 3,.--,m), 


2,...,m) are zero. 


where the t; are roots of 43), we reach a substitution S’ belonging 
to I in which a,,—a,,—--+ =m. Transforming S’ by the 
reciprocal of O}$, we obtain in J a substitution S” which replaces &, by 


ey, boty, {(4—ae’) Bp + (w+ a") Bs + By ++ + Enh. 
If p* + 2, we can choose 4 and w [see § 6] such that 
Ati ye tiae 1, (A— yr) tie. 


Hence in S” the sum of the (p*+ 1)* powers of the coefficients a2 
and ay, is not zero in the GF[2?*]. As above we can therefore make 
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ai4—=0. If p’ = 2, we reach at once the same result by transforming 
S' by (&,&) W(&, &), W being defined at the beginning of § 6. 

Repeating the process, we reach finally a substitution in J, not 
the identity, in which either 


a%1;= 0 (j=3,...,m) 
or else 


att = as 9, a; = 0 (j=4,...,m). 
In the latter case, the substitution S thus obtained has (since p = 2) 


af tt 1. 
Transforming it by T= T, ,T, ,-1, viz, 


?: f= 8,, § —1-'é, (cP°+1 == 1), 
we obtain in J the substitution 
S’=S8-'.T— ST=S,T, 
where S, denotes the substitution 


Bi = & + a(t! —1) > os + w2(t—1) > ae §;. 
j=l j=1 
Hence S’'=S,T replace &, by 


rE, + a,,(1— t) >) ahs, + @,,t(t— 1) > arg, 
j=l j=l 


The coefficient of &, is therefore 
@,, Set (l—r)aP t+ c(e— lat! = 14+ e(r—1) a". 
Setting for brevity «?, "+=, a mark +0 in the GF[p'], we 
find that 
att 1 + a (e—1) (2 -- 1) (an —e”* — x — 1) 
Since the theorem follows as above if at +1, we seek to prove 
that a value t can be found for which 
tt, ctl, PM —r—1+e. 
But a root of r?’+* — 1 will satisfy 


ce —r—l=—a 


only when 
(14) 1—r?—t—at. 
The desired value of t certainly exists if pp+1> 3. Butif p* = 2, 


we have @ = 1, whence the equation (14) has the single root t= 1 
in the GF[2?]. The theorem has therefore been proven for all cases, | 


| 
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§ 10. 


Theorem. Excluding the case m = 3, p* == 2, the group I contains 

a substitution leaving one index fixed and not reducing to the identity. 

By § 9, I contains a substitution S=+-1 which replaces —, by a 
function of the form *&, + o§. Hence 
S= Ore 8; ’ 


where S, .is a substitution of Hn,»,, of the form 


B= 8, =D aisk — (F=2,...,m). 
j=2 


Consider the substitution belonging to H, 
T= fT, .T, .T, —2 (re*+1 == 1), 


1,¢~ 3,¢° i,¢7 
where i > 2. The group I will contain the product 
S’=8-!T-'8ST=S8,-1T-'8,T, 
since Z7' and Of; are commutative. Since S’ leaves & fixed, our 


theorem is proven unless S’ reduces to the identity. In the latter 


case, we find by comparing the values by which S, 7’ und 7'S, replace 
€, that 


= 0 (j=—3,...,.m; j +2), Tg; = T—* H;. 
If m > 3, ¢ has at least two values and therefore 
=O (j=3,...,m). 
If m = 3, the same result holds if p*>2. For then a value of rt 
exists satisfying ct **—=1 but not t®—1. Hence must aj; —0. 
Excluding the case m=3, p'=2, it follows that S, (which was 
seen to leave &, fixed) alters &, at most by a constant factor 4. Hence 
S = OF: T 2,2 2, 
where = leaves &, and & fixed. Hence I contains 
c=s™ (2,,7,,-1)~* S(2,,T,,-1) [w'+1— 1] 


which leaves &,..., § fixed. If S’4+-1, the theorem is proven. If 
S’==1, we find by comparing the values by which S7,,7,,-1 and 
T,,T, 18 replace &, that 


T6 =T16. 


Hence, taking for t a value for which t? +1, we have o=0. The 
only case left for consideration is therefore that in which 


S= Y 1, »- 1 T,, 2. 


If S be not commutative with every Of'{, we obtain at once a sub- 
Mathematische Annalen, LII. 37 
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stitution +1 in I which leaves &,..., &, fixed. In the contrary 
case, 4 = x*, and therefore 


S=T7,,2T2,2. 
Ifm=3, 2—T, ,-2, the determinant of S being unity. Transforming 
S by (&,&) C,, we obtain the substitution 
8, = 7, , T,., Ty.) 
belonging to I. Then I[ contains 
S8,°=T,3T,.-s 
leaving § fixed and not reducing to the identity, For that requires 
x* == 1, when we should have 
S= 1,2 T2,x Ts,x 
contrary to the hypothesis made in § 8. 
Let mS 4. If & be not commutative with every 
ORF (i, f= 3,.... m5 P+ 4 Ber +t — 1) 
then I contains the substitutions leaving &, and &, fixed, 
S-!0-1SO= =-'0-' 50, 


not all of which reduce to the identity. In the contrary case, 2 must, 
by §7, have the form 


Ei we (i—3,...,m). 
Hence I contains the product 
Ret = ° on ot ’ 
80.048) SRRIG: ELE, mb tik om, 
which does not reduce to the identity; for, if so, x — @ and S would, 
contrary to the hypothesis made in § 8, have the form 
Ei — owe (i—l, 2,...,m). 


§ ll 
Theorem. Except in the case m=3, p*=2, the group I coincides 
with the group Hm, >», s- 
The proofs of the theorems of §§ 9—10 hold for any value of 
m > 3. Hence by a repeated application of these theorems, we finally 
reach in the group I a substitution S+ 1 leaving m — 2 indices 


fixed and therefore of the form O7',’, we may assume. If it reduce 
to C,C,, when p+ 2, its transformed by Of'{ gives the substitution 


o'+1_ gp'+1 _» 
Ofs 8 — C,C,, 


so that I will contain an 0,3 not the identity. Hence I contains a 
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substitution Of; neither the identity nor C,C,. It follows then from 
§ 5 that, for p* > 3, I contains every substitution Of. Transforming 
by substitutions of the form (&§)C;, we obtain in I every Off. 
These substitutions — except when m=3, p*=2, to 
generate the group Hm,»,s- Indeed, by applying the formula 
(15) (0% /): 'T,,O%;" Tie! = 075° 
where 
a Sor +14 7-1 Bet, BP =aB(r-1—1); w’+i—1, 
it follows from § 6 that every substitution of Gy, has the form h 


or hTn,. where h is generated from the Of and has determinant 


unity. Hence the substitutions of Hn», (of determinant unity) are of 
the form h. 


For the case p* = 3, we first prove that I contains the substitution 
C,C,. We have shown that I contains an Of'f not the identity and 
therefore Of 3" given by (15). If 6 4-0, we can make a’ = 0; indeed, 
if « be not itself zero, we have 

at = pio — 1 (in the G F[3*]) 
and we need only take t = — 1. But the square of ODf gives C,C, 
since B’=—=1 when e =O. If, however, B =O, then a+1. If 
a =—=— 1, we pare at once Of'; = C,C,. If «+--+ 1, then the square 
of OM? gives a) > = O, C,. 
Having C,C,, I contains (as above) the substitution 


Of, ASarti— pe'+1, w= — 2ap =aB (mod. 3). 
Taking for @ and 6 an arbitrary set of solutions of 
at=—=—1, B'—=—1, whence a+ ft—1, 
we have O;'{' where »=af is an arbitrary solution of wu‘ — 1, 
Hence I contains 
is § (Of 3) = = Tw T's, u- 
Transforming the latter by Off, we obtain by (15), 
| 4 
a’, B’ : aa +B ) _ 

OF Tie Ten (po oge—1) 
Hence I contains every such Ofy*. For a=0, B'=1, we have 
a =p, B =0; for at = —1, B'= — 1, we have «& —=— 1 —du, 
We have therefore reached in the group I every Of’; in which x—u, 


0, +1-+ 4, where mw is an arbitrary one of the four roots of u4‘—1. 
Defining the GF'[3?) by the irreducible quadratic congruence. 


i?=—1 (mod. 3), 
37* 
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we have x=0, +1, +i, -+1-+7%. Hence x takes every value in 


the GF[3?]. We thus reach all 24 substitutions OT%. It follows 
that I coincides with H»,3,1. 


For the case p* = 2, we have in I a substitution Off +1. By 
the result at the end of § 6, it must be one of the six substitusions 


To Ty o-1) (é, E) Y T, 1 (g?=1). 
The transformed of the latter by 7, , 7, 1 gives 
(5, 2) Y Tf, »- _ + Ty -1 ¥ 
Hence, in every case, I contains a substitution of the form 
f, 7,-1.1 (t==1). 


Its reciprocal gives 7, , 7, ,. If m> 3, I contains 


t t+1 r1+1 
WW" 7,..%4.1 72 (4 t t+ ) T.-1 


t+1 t1+1 Tt 
=Tf,. T-1 7, .-1 WT,. + A ?, 


Fe ’ 


' ££ 2 
W=]1 +t 2 (c?==t+1). 
1c ¢ 


Hence I contains 
fT, -1 WT, . = P-1 » WT, “a 2. 


and therefore W. Hence I contains W? = (&,&,). Hence I coincides 
with Hn21 if m > 3. 


where 


§ 12. 


Theorem. Zhe group Gnp,, is a sub-group of the linear group on 
2m indices in the GF [p*| defined by a quadratic invariant 


¥ =» (4? +y?+902:4). 


Indeed, we may define the GF{[p**] by an equation of the form 
I?—0rl+1=—0, 


belonging to and irreducible in the G@F[p]. Its roots J and J?’ = I~" 
belong to the GF[p**]. Set 
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(16) &=a+1yi, oy=ayt+Io, (i,j=1,...,m). 
Then 
BP ae x; + I~*y,,; grt) a; + y;, + Ox,y,. 


The invariant ae becomes the quadratic form y. The general 
i=1 


substitution of Gnp,s, 


S: bi = DS ask (t= 1, ..+) ™) 
j=1 


takes the following form 


m 
t= > (aia — €:5Y;) 
j=1 


(¢==1,...,m). 


4 = > [cisay + (415+ 90:5) y;] 


For the case p > 2, a simpler form of the 2m-ary group may be 
given. Indeed, if » and a not-square in the GF[p*], we can define 
the GF[p?*) by means of the equation irreducible in the GF[p'), 


I—v=0. 


Its roots J and I” = — I belong to the GF[p*]. Then from (16) 
we find 


ye’ =2,— Iy,, yt = xi — vy’. 


Hence our invariant becomes the quadratic form 


> (x? —vy;*). 
f=s1 


The general substitution S of Gn,»,, takes the form 


m 
j= > (4552; -+- 14545) 
j=l 


Y= > (cis; + aij 5) 


j=1 


University of California, January 22, 1899. 














Sur le développement du zéro en séries de fonctions 
cylindriques. 


Par 


Niets Nrevsen & Copenhague. 


Il est bien connu que la fonction cylindrique de la premiére 
espéce J“(x) a fourni aux M. M. H. Weber*) et N. Sonine**) un 
moyen de trouver des intégrales définies qui ont la propriété remar- 
quable d’étre des fonctions discontinues des paramétres qu’elles con- 
tiennent. En vérité, ces intégrales ont constamment la valeur zéro 
pour certaines combinaisons des valeurs de ces paramétres. Le facteur 
discontinu de Dirichlet est la plus simple des intégrales en question. 

Dans les pages suivantes je donnerai quelques séries infinies con- 
tenant la fonction J“(x) et ayant une propriété analogue 4 celle des 
intégrales que nous venons de mentionner. En effet, nos séries peuvent 
donner constamment la somme zéro dans un certain intervalle quoi- 
qu’elles soient uniformément et absolument convergentes et peuvent 
étre differentiées terme a terme. 


et. 
Prenons comme point de départ les intégrales de Bessel 
bid 
(1) TT? (a) - fo (x sin v) cos 2uv dv, 
(2) XH (7) = zf% (x sin v) sin (2u+1)v dv,’ 


introduites dans la théorie des fonctions cylindriques par Anger ***) 


*) Journal de Crelle, t. 69, t. 75. 
**) Mathematische Annalen, t. 16, voir p. 388—39. 
***) Neueste Schriften der Naturforschenden Gesellschaft in Danzig, 1855. 
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et appliquées plus tard par M. M, H. F. Weber*) et Lommel **) 
dans certaines recherches sur l'Optique. Remarquons en passant que 
Yon retrouve les fonctions TT et X en cherchant |’intégrale indéfinie 
d’une fonction cylindrique. 

Supposant  entier, on aura 


(3) TH?*(x) = J?e(x),  XP*ti(a) = F241 (a). 


Appliquons maintenant les formules bien connues 





aS a Qn - T(2n-+-1) cos wx 
(4) =f v)** cos 2uv dv 5 @titet@bice)’ 





a 
i . Qn+1 oi _ [(2n-+-2) cos wx 
©) =f (on a 29t1T (n+2+y) F(n+1—p)’ 
v0 


m désignant un entier non négatif, nous aurons les développements 


sme (a (F 28 








(6) TP#(z) = cos ua. 2 P(s-++-i+p)F(s+-1—p)’ 
— (—1)* = 2 3-+-1 

(7) X?@e+1 (a) == cos wx: » > ae 
s=0 


donnés pour la premiére fois par Anger. 
Posons enfin dans les formules (6), (7) 


2a sin © = — zi (e°# — e—*) 


au lieu de x, nous avons en appliquant la formule du bindme sur 
chaque terme et en ordonnant ensuite suivant les puissances de e'®: 


s==@ 


(8) T#(2z2 sin ©) = cos ux: > seve (x) J*-" (x) cos 280, 
s=0 

(9) X*#+(2a sin ©) = cos wax. > Je++#(x) J*#(2) sin(2s-+ 1), 
s=0 


développements qui sont analoguesa celui de e*(@+e—") que M. Schlé- 
milch***) a pri comme définition de J”(x). Les formules (8), (9) 








*) Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Jahr- 
gang 24, 1879. 
**) Mathematische Annalen, t. 16. 
***) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. II. 
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sont vraies pour une valeur quelconque, réelle ou imaginaire de 0. 
Dans la premiére |’accent aprés le signe de sommation désigne qu'il 
faut prendre la moitié du terme qui correspond a s = 0). 

De ces formules (8), (9) on peut en déduire une foule d’autres. 
Supposant par exemple mw entier, on aura les séries de Schlafli*) 


pour J"(2z sin @), tandis que 0 = = nous donne les développements 


de TI?“(z) et de X2“+1(z) selon les produits de deux fonctions cylindri- 
ques. Différentions encore les formules (8), (9) par rapport 4 © et 
employons la formule ordinaire pour Dj F(sin 0)**), nous aurons en 
vertu de (6), (7) et en posant 0 = 0: 


s=@ slain ” 
(2p)! b 2p 
(10) > (28) Jet" (x) J" (x) =D rtiarerice GS) ; 
s=1 = 
= @ p=n . 2n--l 
(2p 1)! tpi 
(1) esp petra) ema Soe (2) 
si p=0 
ot Von a posé 


as 
= 2 


Wm ay Dy (— i (5) 6-20), 


de sorte que les formules (10), (11) sont analogues a celles de 
M. Schlémilch***),. 

Posons maintenant dans (10), (11) w égal au nombre entier, non 
négatif m, nous verrons que les sommes des séries infinies qui figurent 
aux premiers membres deviendront égales 4 zéro, pourvu que m > n; 
ainsi nous venons de développer le zéro en séries de produits de deux 
fonctions cylindriques; mais on voit immédiatement que ces développe- 
ments sont des identités pures. Cherchons maintenant d’autres déve- 
loppements du zéro qui n’ont pas cette derniére propriété. 


§ 2. 


Posant pour abréger 


1 1 1 
NR Og et Ne 


on aura les formules d’ Euler?) 


na 


*) Mathematische Annalen, t. 3. 


**) Voir par exemple Schlimilch: Compendium d. h, Analysis, t. Il, p. 5 
***) loc. cit. 


+) Institutiones calculi integralis, vol. 4, p. 281. 
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p=n 


(=1y- —- -_ » este oP, 


sin $v %2n—2p 
Fay gest = Soy tao 


qui sont vraies dans l’intervalle - 7 << v < + a; on suppose » entier 
et positif. 

Posant, maintenant dans (a), (8) x sin @ au lieu de v, @ étant 
un angle réel et —xa<a<+a, on verra que les séries ainsi 
obtenues sont absolument et uniformément convergentes, de sorte 
quelles peuvent étre intégrées terme & terme aprés étre multipliées 


respectivement par cos 2uq@, sin (2u-+1)@. De cette maniére nous 
aurons en vertu de (4), (5) 


p= 
‘ wa Sl mice) = oe (DP Op 2p ea?” 
aa > — were rottarieticn@) » 


s=1 


(a) 





(B) 


iMi i ihi 


s—— @ 


X2#+1 (5) an (—1)boen—sp e\2P+1 
_ s~1 ———_  - == . ———= fi 
(13) > (~ §) gent — 2  (p+2-++2) F( p+1—n) () F 





s=1 


formules qui sont vraies, pourva que —xa<a2<-+a. 
Démontrons maintenant les formules analogues pour n=. En 
partant de lidentité 


2n+1 
' cos ———— v 
cosv — cos2v-+ cosd3v—----+(— 1)*-!cosnvu= , +(—1)"-! ——— 


2 cos 


we 
>» 


et de celle qu’on obtient par 1a en intégrant par rapport & v, on verra 
les formules cherchées établies, pourva que —27 << 2< +2. 


Cela posé, faisons dans (12), (13) w égal au positif entier m, nous 
aurons les formules remarquables 


(14) xe 1)— 22. =), m>n, 
s=1 
=. 2m-+1 

(15) > (-yr aap = m>n, 


qui sont vraies dans l’intervalle —-2<2<-+ 2; pour n= 0 il faut 
exclure les limites +- z. 

Ces développements ne sont pas des identités pures, car les séries 
infinies ne sont pas développables en séries de puissances. Cependant, 
nos séries ont les propriétés remarquables suivautes: 








(19) 


(20) 
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1° Les séries sont absolument convergentes et différentiables terme 
a terme, pourvu quen > 0. Mais la différentiation repétée finit toujours 
par nous donner des séries divergentes. 

2° Il est possible de développer dans une telle série une fonction 
qui nest définie que comme étant zéro dans un intervalle quelconque. 

Cela posé, cherchons de développer une fonction en série de la 
forme 


(16) | > A I™(s2), 
e=z 1 


ce développement peut se faire d’une infinité de facons, pourvu qu'il soit 
possible, et que le nombre positif entier m soit plus grand que Vunite. 

Or, M. Schlémilch*) a développé une fonction arbitraire en 
série de la forme (16) dans les deux cas qui correspondent & m = 0, 
m= 1. Ces développements ne se font que d’une seule maniére, tandis 
que les développements de M. Lommel]**) qui correspondent & m > 1 
peuvent étre effectués d’une infinité de facons. 


g 3. 


Les développements (8), (9) nous donnent les formules 





na 
(17) J#te(x) J*-#(x2) = zope freee sin Q) cos 2s 0 dO, 
v 


na 
(18) J#+t+"(a) J (a2) —= seaps f X!+! (2xsin@) sin (2s+1)0d0; 


pour s=0 il faut dans la premiére prendre la moitié du second 
membre. 

Cela posé, mettons dans (12), (13) 27 sin © au lieu de x, nous 
aurons en vertu de (4), (5) 


s=@ 


I™+H(5@)T™—# ~~] ( 3 )Gy’ *an— 
2 aati meee (1 Fe FCe 








8 
p=0 


2p+1 
Be. 


formules qui sont vraies dans l’intervalle — x < x < + 2, les limites 
exclues pour » = 0; m est un positif entier. 


*) loc, cit. 





**) Studien tiber die Bessel’schen Functionen, p. 73. 


: _ J™tHte (gx) J™—"(sx) ~ ad +m-+1 Fon—2p eVert 
i a 


? 
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De ces formules (19), (20) on obtiendra des développements de 
zéro des deux maniéres suivantes : 


1° m>n, w étant quelconque. 

2° u étant égal au membre entier r, r > n, tandis que m est un 
positif entier quelconque. 

Les développements du zéro ainsi obtenus ont précisément les mémes 
propriétés que ceux du paragraphe 2. Les remarques faites sur les 


développements (16) sont vraies aussi pour les développements de la 
forme : 


s=1 


> Adete(s2) Je-a(say, >" Ad? ++ (sx) J?-H(s2), 
s=1 


p désignant un positif entier. 


Copenhague, le 25 mars 1899. 











Ueber die Charakteristik einer reellen quadratischen Form 
von nicht verschwindender Determinante. 


(Aus einem Briefe an Herrn F. Klein.) 


Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i. Br. 


In meiner Arbeit ,,Ueber bilineare Formen mit conjugirt imagi- 
naren Variablen“, welche in Ihren gesch. Annalen*) zum Abdruck ge- 
langt, habe ich den Begriff ,,Charakteristik einer reellen quadratischen 
Form von nicht verschwindender Determinante“ eingefiihrt. Unter dieser 
Zahl, die ich mit q’ bezeichne, verstehe ich die kleinere der zwei 
Zablen g und » — q; hierbei ist g die Zahl der positiven und n —q 
die Zahl der negativen Quadrate, die bei der Darstellung einer reellen 
quadratischen Form von m Variablen und nicht verschwindender Deter- 
minante als Aggregat von » Quadraten auftreten. Bei Beniitzung des 
von Herrn Frobenius eingefihrten Begriffes ,,Signatur“ o einer 
reellen quadratischen Form, wobei 6 = 2q — n ist, kann man q’ auch 
durch die Gleichung q’ = o— lel definiren; hierbei bedeutet |o| den 
absoluten Betrag der Signatur o. 

Wie ich in der erwahnten Arbeit gezeigt habe, giebt die Charak- 
teristik einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender 
Determinante vélligen Aufschluss iiber die reellen linearen Transforma- 
tionen der Form in sich. Die Charakteristik liefert auch auf die ein- 
fachste Weise die vollstindige Entscheidung fiir eine andere Frage, 
namlich die Bestimmung der Elementartheiler der Determinante einer 
Schaar von reellen quadratischen Formen. Es gelten bei beiden Pro- 
blemen mutatis mutandis genau analoge Siaitze, und man kann daher 
auch ausgehend von der zweiten Aufgabe die Charakteristik q’ einer 
reellen quadratischen Form von nicht verschwindender Determinante 
definiren. Wie ich nach der Herleitung dieser Resultate sah, haben 








*) Die Arbeit ist inzwischen in Bd. 50 dieser Annalen p. 557 erschienen. 
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Sie sich bereits in Ihrer Dissertation*) mit der Frage nach den 
Elementartheilern der Determinante einer Schaar reeller quadratischer 
Formen beschiaftigt; vielleicht haben daher meine Ausfiihrungen fiir 
Sie einiges Interesse. 


a=n B=n a=n p=n 
Es seien -> > Pepteits und O -»> > 8 %ets zwei 
@=1 p=1 e=1 p=1 


quadratische Formen mit reellen Coefficienten ; ie: Gesammtheit der 
quadratischen Formen uw $s + vQ, wobei wu wi v alle reellen Werthe 
annehmen, nennen wir mit Kronecker eine Schaar von reellen qua- 
dratischen Formen. Wir machen im Folgenden stets die Voraus- 
setzung, dass die Determinante der Formenschaar nicht identisch ver- 
schwinden soll, d. h. die Formenschaar enthilt stets Formen von nicht 
verschwindender Determinante. Bei der Zerlegung der Determinante 
der Formenschaar soll jeder Elementartheiler, der fiir einen complexen 


Werth des Verhiltnisses £ verschwindet, ein imaginirer Elementar- 


theiler, jeder Elementartheiler, der fiir einen reellen Werth des Ver- 


haltnisses £ verschwindet, ein reeller Elementartheiler genannt werden. 


Es gilt nun folgender Fundamentalsatz: 

Hat man eine Schaar von reellen quadratischen Formen uw + vQ 
und ist 2s die Summe der Exponenten aller imagindren Elementar- 
theiler **) der Determinante von ws +-vQ, so kann die Zahl s +E (*) 
niemals grdsser sein als die Charakteristik q’ irgend einer in der Schaar 
uf + vO enthultenen reellen quadratischen Form von nicht verschwin- 
dender Determinante, welcher unter allen in der Schaar enthaltenen 
Formen die kleinste Zahl als Werth der Charakteristik zukommt; in 
der Summe durchliuft h die Exponenten séimmtlicher reellen Elementar- 
theiler der Determinante von uf + vQ. Unter E (=) ist die grisste 


ganze in . enthaltene Zahl zu verstehen. 


0 g>s+>'z(*). 


*) F. Klein, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 
zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine canonische Form, Bonn 1868, 
wiederabgedruckt in Bd. 23 der mathematischen Annalen. 


**) Da w+ 7Q reell ist, so sind imaginare Elementartheiler paarweise von 
gleichem Grade vorhanden; diese verschwinden fiir conjugirt imaginire Werthe 


des Verhiiltnisses ; daher ist die Summe der Exponenten simmtlicher imagi- 


niiren Elementartheiler stets eine gerade Zahl 2s, 
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Fiir g'= 0 ist dies der bekannte Satz: Wenn die Determinante 
der Schaar » $+ vO einen complexen oder mehrfachen Elementar- 
theiler besitzt, so enthalt die Schaar keine definite Form. 

Vergleicht man den obigen Satz mit meinen Resultaten iiber die 
reellen Transformationen (a. a. O. p. 563 und p. 570), so sieht man, 
genau dieselbe Rolle, welche dort die Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
spielen, kommt hier den reellen Elementartheilern zu; dieselbe Stellung, 
welche dort die Wurzeln, die nicht den absoluten Betrag 1 haben, ein- 
nehmen, haben hier die imagindren Elementartheiler. 

Als ich nach Auffindung des obigen Satzes, den ich mir aus den 
geundlegenden Untersuchungen von Weierstrass (Berliner Monats- 
berichte 1868, p. 337 u. 338) bewies, das Jahrbuch iiber die Fort- 
schritte der Mathematik durchsah, ob dieser Satz schon bekannt sei, 
wurde ich auf die 1887 im Messenger Vol. 17 erschienene, mir unzu- 
gingliche Arbeit von A. Buchheim ,,On a theorem of Prof. Klein’s 
on symmetric matrices“ und hierdurch auf Ihre Dissertation aufmerk- 
sam. In Ihrer Dissertation beweisen Sie (p. 31) folgendes Theorem: 

Ist p eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante und bedeutet m den Ueberschuss der positiven iiber die 
negativen Quadrate, falls man in eine Summe reeller Quadrate ver- 
wandelt, so hat die Determinante der Schaar og + y, falls w irgend 
eine reelle quadratische Form von verschwindender oder nicht verschwin- 
dender Determinante, @ einen variablen Parameter bedeutet, mindestens 
m reelle Elementartheiler von ungeradem Grade. 

Beim Wiederabdruck dieser Arbeit im 23. Bande der mathemati- 
schen Annalen fiigen Sie diesem Satz die Bemerkung hinzu: ,,Ich 
mochte auf diesen allgemeinen Satz, der bisher wenig beachtet zu sein 
scheint, besonders aufmerksam machen. In die gewéhnliche Ausdrucks- 
weise tibersetzt, besagt er, dass von den Wurzeln der Gleichung 


|\oai;, — b.| =O mindestens m reell sind, wenn > ain tite oder 


bin aime, in eine Summe reeller Quadrate verwandelt, von den 


Quadraten des einen Vorzeichens m mehr aufweist als von denen des 
anderen.“ 

Der obige Satz enthilt ausser der priiciseren Fassung materiell 
nichts wesentlich Neues gegeniiber Ihrem Satze. Die Ungleichung (I) 
eignet sich eben nur besonders gut zu Folgerungen, und man kann 
aus ihr, wenn man nur die entsprechenden Veranderungen vornimmt, 
genau dieselben Schliisse wie im § 6 meiner erwahnten Arbeit ziehen. 
Ich will auf das Aussprechen dieser Folgerungen verzichten. 

Bei gegebener reeller quadratischer Form J8 von nicht verschwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik q' kann man auch stets 
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reelle quadratische Formen Q. finden, dass die Determinante der Schaar 
us + vQ beliebig vorgegebene Elementartheiler besitzt, hierbei ist voraus- 
gesetat, dass die imagindren Elementartheiler paarweise conjugirt ima- 
gindr von gleichem Grade auftreten und man der Ungleichung (1) Rech- 
nung trdgt. (Vgl. auch Ihre Dissertation p. 33.) 

Hieraus folgt, dass die Charakteristik g’, welche fiir die Zahl 


st > £(§) nach (I) als nicht iiberschreitbare Grenze erscheint, 
stets fiir die Zahl s + DE (*) erreichbar ist. Man kann hieraus 


genau dieselben Consequenzen mutatis mutandis wie im § 8 meiner 
Arbeit ziehen. Ich darf mir vielleicht gestatten, die sich infolgedessen 
ergebenden Definitionen der Charakteristik einer reellen quadrati- 
schen Form $$ von nicht verschwindender Determinante anzugeben: 
1) Ist 4 der hichste migliche Exponent, der zu einem reellen Ele- 
mentartheiler der Determinante der Schaar uf + vQ, wobei PB eine 
gegebene reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determi- 
nante ist und unter Q jede beliebige reelle quadratische Form von ver- 
schwindender oder nicht verschwindender Determinante verstanden werde, 


gehoren kann, so ist die Charakteristik von J gleich der gréssten in 4 
enthaltenen ganzen Zahl. 


2) Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form 3 von 
nicht verschwindender Determinante ist der hichste Exponent, welcher 
bei einem imagindren Elementartheiler der Determinante der Schaar 
uB+vQ, wobei Q jede beliebige reelle quadratische Form von ver- 
schwindender oder nicht verschwindender Determinante bedeuten kann, 
auftritt. 

3) Die Maximalzahl fiir stimmtliche: verschiedene imaginére Wurzeln 
der gleich Null gesetzten Determinante von e% + Q, wobei o einen 
variablen Parameter bedeutet und 2 jede beliebigé reelle quadratische 
Form von verschwindender oder nicht verschwindender Determinante sein 
kann, giebt uns den eweifachen Werth der Charakteristik der reellen 
. quadratischen Form J von nicht verschwindender Determinante an. 

4) Die Anzahl der reellen Elementartheiler vom zweiten Grade der 
Determinante uw + vQ, wobei OD eine beliebige reelle quadratische Form 
von verschwindender oder nicht verschwindender Determinante bedeutet, 
giebt fiir thr Maximum die Charakteristik der reellen quadratischen 
Form 8 von nicht verschwindender Determinante an. 

Auf die obigen 4 verschiedenen Arten kann, ausgehend von dem 
behandelten Problem, die Charakteristik einer reellen quadratischen 
Form definirt werden. 

Ebenso wie in meiner friiheren Arbeit bleiben die obigen Resultate 
auch fiir eine Schaar von Hermite’schen Formen giltig. Man hat in 
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allen obigen Stitzen nur die zwei reellen quadratischen Formen % und D 
durch zwei Hermite’sche Formen P und Q zu ersetzen. Ich begniige 
mich hier mit dem Ausspruch dieses Resultates, ohne den Beweis 
hierfiir Ihnen vorzubringen. 


Freiburg i. B., 4. Juli 1898. 


In der oben citirten Arbeit ,,Ueber bilineare Formen mit conjugirt 
imagindren Variablen* (Math. Annalen Bd. 50) bitte ich die folgenden 
zwei Druckfehler zu verbessern: 

p. 558, Zeile 12 lies ,,und a@,,“ statt ,,und a,,“. 


din 


p. 559, Zeile 11 lies " « statt ng. (5 ist der reciproke Werth zu 


dem conjugirt imaginiiren von a.) 











A proof of Noether’s fundamental theorem. 
* 


CuarLotte An@as Scorr in Bryn Mawr. 


Noether’s theorem, that under certain conditions as to behaviour 
at a point of intersection that is multiple on one or both of the curves, 
any curve J through the intersection of two curves U, V, has an 
equation of the form 

BU+AV=0, 


is of such importance in an extensive field of algebraic investigation that 
the numerous papers dealing with it*) have all been devoted to the 
algebraic proof. This theorem, discovered in the course of, and developed 
for the sake of, purely algebraic researches, is not however tabooed 
to the geometer. If analytical geometry is to stake out its claim in 
the regions recently discovered by analysts, Noether’s fundamental 
theorem must be established in a geometrical manner; but it does not 
appear that any simple proof depending on geometrical conceptions 
has yet been given, Cayley**) regarded the theorem as intuitive, 
for simple intersections. Zeuthen’s proof***) depends on an elaborate 
determination of the number of conditions imposed by the intersections 
of two curves, when these are simple, the case of multiple intersections 
being then deduced by the somewhat dangerous process of proceeding 
to the limit. If the theorem can be established independently, it 
' affords a satisfactory and immediate determination of the number of 
conditions imposed by the points common to two curves, and simplifies 
the proofs of various theorems relating to the intersections of curves. 

Most of the applications in geometry arise from the fact that all 
the conditions to which F' must be subject at a point that is of multi- 
plicity g, r, on U, V, can be satisfied by giving to F a point of 


*) Brill-Noether, Bericht tiber die Theorie der algebraischen Functionen, 
pag. 353. 
**) Math. Ann. Bd, 30, pag. 85 ff. 
***) Math, Ann. Bd. 31, pag. 235ff, 
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multiplicity ¢q-+r —1, unless any of the branches of U, V have 
contact; this case is reduced to depend on the preceding by means of 
Cremona transformations. 


§ 1. 

Let the curves U, V of orders m, m have points of multiplicity 
Gir 13 Gey Yo} ++ at their common points O,, 0,,..., so that 
Zqr=—mn. It is desired to show that under certain conditions as 
to behaviour at the points O, any curve through these points has an 
equation of the form BU-+ AV=0O. Let any curve satisfying the 
conditions at the points O be denoted by Q. 

If it be known that for any one order N every Q is of this form, 
that is, 

Qv=BU+AYS, 

it can be shown that this holds also for any lower order. 

In the first place, let N> M, where M—m-+n. Let Qy-_; be 
the curve to be considered; then LQy_,, where Z is an arbitrary 
straight line, is an Qy; hence 


(1) LQy1=BU+ AV. 
Let Z be chosen so as not to pass through any point common to two 
of the curves U, V, Qy-1; then denoting the intersections of LZ with 
U, V by S, 7, the m points S lie on AV, and hence on A, and 
similarly the » points JT lie on B. 

The identity (1) can be written in the form 


(1’) LQy.1:=BU+A'd, 
where A = A+ XU, BD = B— XV, X being the general homo- 
geneous ternary expression of degree N — M. The curve A’, of order 


N — n, passes through the points S (since these lie on both A and U), 
that is, through m points on the line Z; and as it has 


> (N—M+1) (N—M+2) 


degrees of freedom, in virtue of the coefficients in X, a number 
>N—M-+1, if N>U, it can be made to pass through N— M+ 1 
additional points on ZL. It has then N— M+1-+-™m, that is, 
N—n-+ 1, points on ZL, and thus contains Z as a factor. Hence 
A'=LA, 

and identity (1') becomes 

ILQyi=PBU+ LA, V, 
showing that ZL is a factor in B’U, and therefore in B’. Hence 
writing 


B=LB,, 
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-(1’) becomes 
LQy-1 = LB,U + LA, V, 
that is, rejecting the factor L, 
Qy1 = B,U + A, V, 
the desired result. Thus down to and including the value M for N, 
In the next place, consider Qy, where N’= M—lI. Take a 
general l-ic, Z, by means of which points S, 7, lm and Im in number, 
are determined on U, V; the curve Z must be chosen so as not to 
pass through any point common to two of the curves U, V, Qy. Then 
LQy is an Qy, hence 
(2) DQy =BU+AV 
=BU+A'SsJ, 
where A’ = A+kU, B = B—KV, k being an arbitrary constant. 
The points S, /m in number, common to A and J, lie on A’,:and k 
can be chosen so as to make A’ pass through precisely one additional 
point on LZ, so making LZ a factor in A’. Hence A’ = JL A,, and 
(2) becomes 
LQy' =BU+ LA, V, 
showing that B’ contains L as a factor, that is, B’ = LB,; then 
LQn = LB,U+ LA, V, 


Qy = B,U+ 4, V. 
Thus if the theorem holds for some one value of N, it holds for 
all lower values. All that remains is to show that if N be taken 
sufficiently great, 


that is 


Qy= BU+AV. 


§ 2. 
It will be shown in § 3 that the conditions imposed on a curve by 
. points of assigned multiplicity become independent when the order of 
the curve is sufficiently high. Let a curve F, of order N, have a point 
of multiplicity @Q = q + 7—h, at a point where U, V are of multi- 
plicity g, 7, and let A, B, of orders N—n, N—~m, have multiplicity 
q—h, r —h at this point. Let N be chosen so great that the con- 
ditions imposed on F, A, B are all independent, Then 
]) every curve of the system 
(3) BU+AV=0 
is seen to have the characteristics of F; 
Il) the number of independent curves in the system (3) can be 
shown to be the same as the number of independent curves F. 
38° 
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For the number of independent curves A 


l= + (N—n+1) (N—n+2) — 5 B(q—h)(q—h+}), 


and the number of independent curves B 
= + (N—m+1)(N—m42) — 5 B(r—h) (r—h+ 1); 


but in enumerating the A’s and B’s, we have counted among the A's 
all of the form XU, and among the B’s all of the form XV; and 
as these give the same curves of the system (3), namely X U V, where 
X is the general curve of order N — m— n, the number of inde- 
pendent curves of the system (3) becomes 


y (N—n41)(N—n+42) — > E(q—h) Q—h+1) 
+4 (N—m+1)(N—m+2) — > 2(r—h)(r—h+ 1) 
—> (N— m—n-+1) (N—m—n-+2) 
= + (N?43N+2) — mn 4 Zqr— > B(q+r—h) (qtr —h+) 
— + Th(h—1). 
As qr = mn, this gives for the number of independent curves in (3) 


*(N41)(N+2) — + 2Q(Q+1) — } Zh(h—1). 


The number of independent curves F 


= 5 (N+1) (N+2) —4 2Q(Q+1), 


hence the two are equal if h=0Oor 1, but not ifh>1. For negative 
values of h the proof as here given requires a slight modification, 
inasmuch as the curve X must now have multiple points; but without 
going through the proof, the truth of the result is evident, for a 
negative h simply means a higher multiplicity on F, that is, an ad- 
ditional specialisation in F. 

The process used, in the first instance, for reducing the order of 
Q by arranging the expression BU + AV so that a factor can be 
rejected, does not affect the relation of A, B to the intersections of 
U, V. Hence the theorem follows in the desired form, namely: — if 
at an intersection of U, V, which is of multiplicity qg, r, on these 
curves, the multiplicity of F be g-+ r—1, then F has an equation 
of the form BU+ AV=O, where A, B have multiplicity g — 1, 
yr — 1 at the point: and no lower general value for the multiplicity on 
F can be assigned, unless it is supplemented by some other conditions. 
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§ 3. 

To show that the conditions imposed by points of assigned multi- 
plicity are independent when the order of the curve exceeds a certain 
value, it suffices to show that a curve can be found to satisfy all but 
ove of the conditions, if it is shown at the same time that the omitted 


condition can be made to be any one. Let the set of conditions, g in 
aq—1 


number, oat 0 (h-+k—=q—1), be referred to as E{, so that 
voy 


the conditions for a g, point at O, are Ei”, EY”,..., Ef”. 
Let O, be taken as the point vy; let 1,,1,,.., be any straight 


lines that pass respectively through O,,0,,..., but not through Q,. 
Consider the curve*) of order > Yq — 1, 


f=a'yBR...2 =0, 
when h++k=gq,—1. This satisfies all the conditions for points of 
i-1 
multiplicity g, at O,, g, at O,, ete., with one exception; & TL does 


ax*oy* 


not vanish. Thus by a suitable choice of h, k, any one of the con- 
ditions Ej” can be omitted; that is to say, no one of the conditions 
E;” is linearly connected with any of the other conditions imposed 
on the curve. Any linear connections must therefore involve the con- 
ditions exclusive of E;”), Repeating the argument, it is seen that the 
conditions of the set E{"), are not involved, and similarly for every 


set relating to any point. Thus if the order of the curve is as great 
as 2q — 1, the conditions are independent. 

As a matter of fact, this independence can be proved for a lower 
order, by choosing the lines /,,1,, to join the points 0,0, ete. in pairs, 
the exponents being adjusted so as to give to f at O,, O, etc. points of 
multiplicity g,, qs ete. 


Bryn Mawr, Pennsylvania, March 1899, 


*) Cf. Zeuthen, Math. Annalen Bd. 31, pag. 240, 1887. 








Die Entdeckung der einseitigen Flachen. 
Von 


Paut SrAcket in Kiel. 


Im Jahre 1865 hat Moebius auf die fiir die Analysis situs des 
RKaumes fundamentale Thatsache aufmerksam gemacht, dass es Flaichen 
giebt, die nur eine Seite haben*). ,,Wenn man sie von einer beliebigen 
Stelle aus mit einer Farbe zu iiberstreichen anfingt und damit fort- 
fahrt, ohne mit dem Pinsel iiber die Grenzlinie hinaus auf die andere 
Seite tiberzugehen, so werden nichtsdestoweniger zuletzt an jeder 
Stelle die zwei daselbst gegeniiberliegenden Seiten der Fliche gefarbt 
sein.“ Von diesen Flachen, sagt Moebius, kann man sich eine sehr 
anschauliche Vorstellung verschaffen, indem man einen Papierstreifen 
von der Form eines Rechtecks ABB’ A’ (Fig. 1) das Ende AB fest- 
lassend und das andere Ende A’ B’ um die Liingenaxe des Streifens 
haltend derart biegt, dass A’ mit B und B’ mit A zur Coincidenz 
gelangt (Fig. 2). 


et 


—_ 








Fig. 2. 


Vor kurzem hatte ich Gelegenheit den Nachlass von Listing ein- 
zusehen, dem die Analysis situs des Raumes die wichtige 1862 
verdffentlichte Abhandlung iiber den Census rdumlicher Complexe ver- 
dankt**), und fand in dem aus den Jahren 1858 bis 1859 stammen- 


*) Ueber die Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders. Berichte iiber die 
Verhandlungen der Kénigl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, math, phys. 
Classe Bd. 17, S. 31—68, 1865, wieder abgedruckt in den gesammelten Werken, 
Bad. Il, 8. 473—521. 

**) Abhandlungen der Kéniglichen Gesellschaft der Wissensch. zu Géttingen 
Bd. 10. Géttingen 1862. 
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den Vorarbeiten zu dieser Abhandlung genau die Figur 2. Von be- 
sonderem Interesse ist dabei eine Notiz, datirt ,,1858. Juli 24.“ 





»Flache mit Einer cyklischen Grenze. Auf ihr sind Linien zwischen 
vier Punkten (1), (2), (3), (4) in consecutiver Ordnung auf der Grenz- 
linie liegend, so zu ziehen, dass die Linie von (1) nach (2) und die 
Linie von (3) nach (4) sich einmal kreuzen, und ferner, dass die 
Linien (1) (3) und (2) (4) sich nirgends kreuzen, was bekanntlich bei 
einer auf der Oberfliche eines Kérpers genommenen cyklisch begrenzten 
Flache nicht méglich ist. 

Die Flache ist durch die Linien 13 und 24 in zwei Vierecke 
getheilt, deren Umfinge consecutive heissen 


lL) 14231=13241 
2) 12431=13421. 


Im ersten liegen die Seiten 1 4 und 23 in der urspriinglichen Grenze 
der Fliche, im zweiten die Seiten 12 und 34, im ersten wie im 
zweiten sind die Seiten 13 und 24 Querschnitte der Flaiche, welche 
(nach Riemann?) zweifach zusammenhiingend ist. 


Im ersten sind die Diagonalen 1 2, 34 
» @weiten 4, 5 ” 23,14. 


Bei dieser Fliiche gehen die beiden Seiten jedes ihrer begrenzten 
Stiicke mittelst der restirenden Flachentheile continuirlich in einan- 
der tiber.“ 

Aber auch in der Abhandlung tiber den Census ist die Figur 2 
enthalten: Sie ist daselbst die Figur Nr. 3. In der zugehérigen Stelle 
des Textes, S. 13—14, definirt Listing als Diaphragma eine einfach 
zusammenhingende Fliche, die von einer einfachen, unverknoteten und 
unverschlungenen Ringlinie begrenzt ist. Bei einer solchen Fliche, 
heisst es daselbst, ist diese Ringlinie ,,die alleinige Scheidelinie zwischen 
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den zwei volistindig von einander getrennten (gleich grossen) Areal- 
gebieten ihrer zwei Seiten und dazu wird angemerkt: 

»Es mag nicht iiberfliissig erscheinen, schon bei dieser Gelegen- 
heit darauf aufmerksam zu machen, dass eine von einer cyklischen un- 
verknoteten Curve vollstindig begrenzte Fliche ganz andere Eigenschaften 
haben kann, als die eben angefiihrten, Figur 3 und 4 stellen solche 
Beispiele dar.“ 

Wie Herr C. Reinhardt bemerkt*), kann man Moebius’ Ent- 
deckung der einseitigen Polyeder ,,mit ziemlicher Bestimmtheit auf 
das letzte Viertel des Jahres 1858 verlegen“ und ,,in dieselbe Zeit ist 
auch die Auffindung des sogenannten Moebius’schen Blattes zu setzen.“ 
Demnach sind Listing und Moebius, beide mit der Verallgemeinerung 
des Euler’schen Satzes von den Polyedern beschiftigt, fast gleichzeitig 
unabhingig von einander zu der Entdeckung der einseitigen Flichen 
gelangt, wihrend Listing die Prioritaét der Veréffentlichung zuerkannt 
werden muss. 


Kiel, im April 1899. 


*) Moebius, Gesammelte Werke, Bd. Il, 8. 519. 





Berichtigung. 


Seite 127 Zeile 7 v. o, lies bilinearen statt trilinearen. 

















